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Vorwort. 


Der  vorliegende  HI.  Band  der  reinen  und  angewandten  Mechanik 
enthält  die  Anwendung  der  elementaren  graphischen  Methoden  auf  vor- 
zugsweise der  Praxis  entnommene  Beispiele.  Der  an  und  für  sich  schon 
wesentlich  überschrittene  Raum  gestattete  nicht,  den  Stoff  noch  weiter 
auszudehnen  und  sei  für  das  Studiimi  speziellerer  Teile  der  Graphischen 
Statik  auf  die  Werke  und  Abhandlungen  von  Mohr,  Müller-Breslau, 
Ramisch,  Winkler,  Weyrauch  u.  s.  f.  verwiesen. 

Die  Aufstellung  der  vielseitigen  Beispiele,  ihre  Berechnung  und 
Konstruktion  und  besonders  die  wohlgelungene  Wiedergabe  der  Zeich- 
nungen haben  sehr  viel  Zeit  beansprucht,  und  hat  es  besonders  der 
Verlagsbuchhandlung  viel  Mühe  verursacht,  die  letzteren  so  übersichtlich 
wie  möglich  dem  Texte  anzupassen,  um  eine  Teilung  in  Text  und  Tafeln 
zu  vermeiden.  Für  die  seitens  der  Verlagsbuchhandlung  veranlasste 
Revision  des  Textes  und  besonders  der  Zahlenbeispiele  ist  der  Verfasser 
zu  besonderem  Dank  verpflichtet;  ebenso  denjenigen  Herren,  welche  ihn 
mit  der  Ausfuhrung  von  Konstruktionen,  Berechnungen  von  Beispielen 
und  bei  Durchsicht  der  Korrekturen  freundlichst  unterstützt  haben. 

Der  Verfasser  hofft  mit  dem  Erscheinen  des  III.  Bandes  vielen 
Wünschen,  insbesondere  denen  seiner  Schüler  entgegen  gekommen  zu  sein. 

Neustadt  in  Mecklenburg,  Juni  1902. 

Karl  Hecht. 
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Die  graphischen  Methoden. 


Einleitung. 


Der  Gedanke,  etwas  durch  Zeichnung  zu  erklären,  darzustellen,  um 
dadurch  einen  vorteilhafien  Einblick  in  irgend  ein  Problem  zu  gewinnen, 
um  die  Übersicht  zu  erhöhen,  ist  ebenso  alt,  wie  der  Versuch  eine  Be- 
hauptung  mathematisch  zu  beweisen    oder  durch  Zahlen  zu  begründen. 

Der  Weg,  den  ein  Körper,  welcher  sich  mit  gleichförmiger  oder  un* 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  innerhalb  emer  gewissen  Zeit 
zurücklegt,  kann  durch  eine  Fläche  dargestellt  werden,  welche  so  viele 
Flächeneinheiten  enthält,  als  die  zurückgelegte  Strecke  Längeneinheiten 
zählt.  Mit  Hülfe  dieser  Darstellung  werden  die  Gesetze  der  gleichförmigen 
wie  die  der  ungleichförmigen  Bewegung,  von  denen  namentlich  letztere 
dem  Anfänger  nicht  geringe  Schwierigkeiten  zu  machen  pflegen,  anschau- 
Uch  und  leichter  zum  Verständnis  gebracht.  In  gleicher  Weise  lässt 
sich  eine  mechanische  Arbeit  (welche  aus  dem  Produkt,  Kraft  mal  Weg 
besteht)  durch  eine  Fläche  darstellen,  u.  s.  w. 

Die  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  Angaben  der  Statik  ist  mit 
Hülfe  der  früher  erläuterten  Darstellung  der  Kräfte  durch  Strecken, 
welche  den  Grössen  der  Kräfte  proportional  sind  und  auf  ihren  Bich- 
tungslinien  abgetragen  werden,  ermögUcht.  Hieraus  ergab  sich  das 
wichtige  Gesetz  des  Kräfteparallelogramms,  welches  die  Grundlage  der 
graphischen  Statik  bildet,  und  als  erste  Anwendung  der  Geometrie  auf 
die  Statik  angesehen  werden  kann. 

Die  Lösungen  von  Angaben  über  Zusammensetzung  imd  Zerlegung 
von  Kräften  pflegte  man  schon  früher  figürUch  darzustellen,  aber  das 
Resultat  ermittelte  man  doch  vorzugsweise  auf  dem  Wege  der  Rechnung, 
um  von  den  unvermeidUchen  kleinen  Zeichenfehleni  unabhängig  zu  sein. 
Erst  in  der  neueren  Zeit  sind  die  graphischen  Methoden  weiter  aus- 
gebildet worden  und  sie  geben  für  zahlreiche  Aufgaben  der  Praxis  die 
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2  Einleitung. 

Möglichkeit  zu  einer  Lösung,  welche  den  Vorzug  der  Einfachheit  mit 
dem  der  grösseren  Anschaulichkeit  gegenüber  der  Rechnung,,  verbindet. 

Eine  graphische  Darstellung  kann  entweder  als  wirklicher  Er- 
satz der  Zahlenrechnung  dienen,  so  dass  diese  ganz  entbehrt  werden 
kann,  oder  nur  zur  besseren  Übersicht,  Unterstützung  oder  zur  Mithülfe 
der  Rechnung. 

Wir  erinnern  an  die  graphische  Darstellung  der  Bewegung  der 
Eisenbahnzüge,  auf  die  vdr  bereits  in  der  Bewegungslehre  hin^i-iesen, 
femer  an  die  Darstellung  der  Momente  und  Vertikalkräfte.  Dem  prak- 
tischen Leben  entnommen,  stellt  man  zur  bessern  Übersicht  unter 
anderen  meteorologische  Beobachtungen,  z.  B.  gleiche  Temperaturen,  Ba- 
rometerstände kartographisch,  d.  h.  eingetragen  in  eine  Landkarte  dar, 
den  Verlauf  von  Fiebern  durch  Kurven  oder  Linienzüge  bei  Krankheits- 
beobachtungen. Wie  oft  führt  der  Techniker  Rechnungen  graphisch 
aus,  oder  überzeugt  sich  dadurch,  dass  die  Rechnung  richtig  war, 
oder  auch,  weil  ihm  die  Rechnung  an  und  ftir  sich  Schwierigkeiten  ver- 
ursacht, sucht  er  graphisch  schneller  und  anschauUcher  zum  Ziele  zu 
gelangen.  Lassen  wir  auf  einen  Körper  gleichzeitig  zwei  Geschwindigkeiten 
von  gewisser  Grösse  unter  beUebigen  Winkeln  einwirken,  so  bewegt  sich 
der  Körper,  wie  uns  bekannt,  mit  einer  „resultierenden"  Geschwindig- 
keit Wir  haben  nicht  nötig,  diese  letztere  zu  berechnen,  sondern  tragen 
die  gegebenen  Geschwindigkeiten  in  irgend  einem  Massstab  auf,  und 
„konstruieren"  die  Diagonale  des  Parallelogramms  nach  den  Grundsätzen 
der  Geometrie.  Hier  haben  wir  die  ganze  Rechnung  thatsächlich  ge- 
spart, wir  haben  sie  ersetzt  durch  die  Zeichnung,  während  wir  im  Vor- 
hergehenden teilweise  Rechnung  oder  Beobachtung  voraussetzen  mussten. 

Die  graphischen  Methoden  teilen  wir  ein  in  die  graphische  Ma- 
thematik und  graphische  Mechanik,  berücksichtigen  aber  nur  den 
elementaren  Teil  der  Mathematik,  das  graphische  Rechnen,  die  gra- 
phische Algebra  oder  die  graphische  Arithmetik,  die  Arithmographie. 

Die  Einteilung  der  graphischen  Mechanik  steht  im  Zusammenliange 
mit  der  der  Mechanik  in  Statik  und  Dynamik.  Die  sämtlichen  Ge- 
setze der  Mechanik  erstreben,  wie  mis  bekannt,  im  allgemeinen  die  Er- 
mittelung von  Kräften.  Wirken  Kräfte  auf  einen  in  relativer  Ruhe  sich 
befindenden  Körper,  welcher  seinen  Ort  vor  unseren  Augen  nicht  ändert, 
sich  also  im  Gleichgewicht  befindet  (Statik),  so  läset  sich  die  Ermittelung 
der  Kräfte  auf  graphischem  Wege  am  einfachsten  darstellen;  es  ist  dies 
dasjenige  Kapitel,  welches  am  meisten  in  den  Anwendungen  Eingang 
gefunden  hat:    die    graphische  Statik,   Graphostatik.     Ändert  der 
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Körper  vor  unseren  Augen  durch  eine  Kraft  getrieben  (Dynamik  =  Kraft, 
Kraftwirkung)  seinen  Ort,  so  treten  Kraftwirkungen  auf,  mit  deren  Er- 
mittelung sich  die  Dynamik  beschäftigt.  Die  graphische  Darstellung 
derselben  ist  mit  mehr  Schwierigkeiten  verbunden,  nur  einige  dieser 
Probleme  haben  graphisch  bearbeitet  Eingang  in  die  Praxis  geftmden 
(u.  a.  die  Diagramme).  Die  geometrische  Darstellung  der  Getriebe  imi- 
hsst  noch  ein  besonderes  Kapitel,  die  Getriebelehre  oder  Kine- 
matik, auch  dieses  erfordert  ein  eingehendes  Spezialstudium,  welches 
ims  vorläufig  noch  fem  liegt 

Eine  besondere  Art  graphische  Darstellung  von  Zahlenreihen  wollen 
wir  nicht  unerwähnt  lassen,  die  Rechenknechte  und  Rechenschieber. 
Diese  sollen  das  Rechnen  nicht  in  obigem  Sinne  durch  eine  graphische 
oder  sagen  wir  geometrische  Auffassung  ersetzen,  sondern  es  werden  hier 
gewisse  Zahlenreihen  durch  Massstäbe  vertreten,  aus  denen  man  ent- 
weder unmittelbar  die  Resultate  entnehmen  kann  —  als  Massstäbe  auf- 
getragene Wurzeln,  Logarithmen,  trig.  Funktionen  —  die  Rechen- 
knechte*); oder  unter  Zugrundlegung  der  logarithm.  Sätze  werden  Mass- 
stäbe konstruiert,  auf  welchen  man  durch  gegenseitige  Verschiebungen 
einige  arithmetische  Probleme  ohne  Zahlenrechnung  unmittelbar  ausfuhren 
kann  durch  direktes  Ablesen  —  die  Rechenschieber**). 

Ehe  wir  zur  Detailbetrachtung  übergehen,  wollen  wir  nicht  unter- 
lassen, darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  der  Wert,  die  Brauchbar- 
keit der  Zeichnung  wesentUch  von  der  Genauigkeit  der  Ausfuhrung  der- 
selben abhängig  ist.  Wollen  wir  eine  Länge,  eine  Kraft,  ein  Moment, 
eine  Arbeitsleistung  darstellen,  so  ist  dies  in  allen  Fällen  eine  Zahl, 
welche  in  irgend  einem  Massstabe  aufgetragen  werden  kann.  Nicht  allein 
dieser  Massstab,  sondern  auch  die  grössere  oder  geringere  Sorgfalt,  mit 
der  die  Zeichnung  ausgeführt  wird,  ist  massgebend  für  das  mehr-  oder 
minderwertige  Resultat.  Der  Zeichnende  kann  sich  also  an  der  Hand 
des  von  ihm  angewandten  Genauigkeitsgrades  ein  Urteil  über  den 
Wert  seiner  graphischen  Darstellung  selbst  bilden. 

*)  ü.  a.  Pressler's  math.  Brieftasche  bei  Wold.  Türk,  Dresden. 
♦*)  S.  Hecht,  Hand- u.  Ilülfabuch  f.  Absteckung  der  Kurven,  Anhang:  dieRcchen- 
Behiel)er;  Kühtmann,  Dresden. 
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L  Die  graphisehe  Mathematik,  das  graphisehe 

Rechnen. 

1.  Summen  imd  Bifferenzen. 

Es  sei  die  Angabe  gestellt,  die  algebraische  Summe 
s  =  a  +  4b  —  2ä  —  c  +  3e  +  »/^f 
auf  graphisobem  Wege  darzustellen,  wenn  die  Werte  a,  b,  c,.  d,  e,  f  als 
Längeneinheiten  gegeben  sind. 

Flg.  1. 
a 


-O—O 


v><I 


4b 


-^ 


-M- 


3/4f 


B- 2,95  a 


Die  Auflösung  dürfte  die  Fig.  1  hinreichend  erklären.  Man  trägt 
die  gegebenen  Werte,  welche  irgend  eine  Bedeutung  haben  können,  Kilo- 
gramm, Meter,  Kubikmeter  etc.  in  der  angegebenen  Folge  aneinander, 
die  positiven  nach  rechts,  die  negativen  nach  Unks,  und  erhält,  wenn  m 
der  AnÜBJigspunkt,  durch  mn  =  s  das  Resultat. 

Die  Reihenfolge  der  Summierung  der  einzelnen  Glieder  ist  gleich- 
gültig und  kann  auch  in  der  folgenden  äusseren  Form  vor  sich  gehen. 
8  =  a  +  2  (2b  —  d)  +  3  (e  +  V4  f)  —  c. 

Würde  beispielsweise  a  einer  Einheit  a",  a*'  gleich  sein,  und 
werden  die  übrigen  Werte  b,  c,  d,  e,  f  auf  diese  reduziert,  so  erhält 
man  s  =  2,96  a  (s.  Band  I,  S.  29,  Fig.  13). 

2*  Produkte  mid  Quotienten,  Mnltlplikation  und  Dlyislon. 

Die  graphische  Multiplikation  und  Division  lässt  sich  am  ein£Eichsten 
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durch  die  Proportionallimen.  in:  ähnlichen  Dreiecken  erreichen,  durch  die 
vierte  geometrische  Proportionale. 

•       Flg.  2. 


Die  in  diesem  Sinne  in  Fig.  2  gezeichneten  Dreiecke  enthalten  die 

Proportionen: 

a :  b  =  c :  d  und  a :  b  =  e  :  f, 

welche  die  Gleichimgen  liefern: 

ad'=bcund\  /^x 

af=be  ,      .     .     .     .    W. 

Denkt  man  sich  nun  eine  der  Linien  des  ersten   Produktes   eiaouev 
Emhdit  gleich  gemacht,  z:  B.  a  =  1,  und  betrachtet  die  andere  des  be- 
treffenden Produktes  ab'  dto  zu  suchenden  Längenwert,  so  erhält  man 
- bc bc 

be  }     .     .     .    .    (la). 


f  —  —  = 
a  ■"   1 


=  be 


Li  derselben  Weise  folgt 

b  =  —  =  ad,  für  c=l  und 
c 

e  =  ^r-  =  af >  flir  b  =  1  u.  s.  w, 

0 

Man  hat,  wie  die  Fig.  3  bis  8  zugleich  an  einigen  Zahlenbeispielen 
klar  legen  sollen,  nur  nötig,  die  fraglichen  zu  multiplicierenden  Werte  b,  c 
bezw.  b,  e  61.  la  zu  ähnlichen  Dreiecken,  wie  in  Fig.  2,  mit  einander 
zu  kombinieren,  die  4.  geometrische  Proportionale  ist  dann  das  endgültige 
Produkt. 

Beispiele: 

L  Es  soU  das  Produkt  x  =  1,36  •  1,726  graphisch  ermittelt 
werdem. 
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Multiplikation  und  Division. 


Setzt  man  b=l,35,  e=  1,726  und  a=l,   so  folgt  nach  Gl.  1 
für  f=x,  als  Unbekannte:  1  :b  =  e:x, 

hieraus  x  =  be  =  1,35  •  1,726  =  2,33. 


Fig.  3. 


rig..4. 


2.33 

\ 


\ 


\ 


\     \ 
\         \ 


\b-1.36. 


Die  Fig.  3  und  4  erklären,  mit  den  Figuren  2  verglichen,  das  An- 
eintt4ulürti*agi4i  der  den  Zahlen  entsprechenden  Linien  wohl  hinreichend. 
Man  tril|?t  an  ni  die  Einheit  a  und  b  =  1,35  an,  fenier  unter  einem  be- 
Ueliigou  Winkel  oder  auch  senkrecht,  wie  in  Fig.  4,  e  =  1,726,  verbindet 
diti  ICiulpunkto  von  e  und  der  Einheit,  und  zieht  zu  dieser  Verbindungs- 
liuit)  iUnvh  don  anderen  Endpunkt  von  b  eine  Parallele,  so  schneidet 
diüHt)  dit»  gOMUühto  Länge  mn,  das  Produkt  x  =  f=2,33,  mit  derselben 
Kinlunt  gcmioHsen,  ab. 

Flg.  6. 


ip         ^     a  =  0,866  P 


IL  In  Fig.  6  ist  das  Produkt  c  •  b  =  1,26  •  1,775  graphisch  bestimmt» 
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Die  4.  Proportionale  d  =  x  in  Gl.  1  ergiebt  aus  der  Fig.: 

1  :  b  =  c  :  X  und  x  =  b  •  c. 
Der  Winkel  bei  m  richtet  sich  nach  der  gegebenen  Länge  c;  x  = 
qp  liefert  als  Länge  das  Produkt  b  •  c  =  2,20. 

III.  Die  MultipUkation  der  Zahlen  2,612  und  0,866  liefert  die 
Fig.  6,  Die  Einheit  e  =  1  ist  auf  der  Hypotenuse  der  ähnlichen  recht- 
winkeligen Dreiecke  aufgetragen.  Errichtet  man  im  Endpunkte  der  Linie 
a  =  0,866  eine  Senkrechte  pq,  und  trägt  von  m  aus  an  a  einen  Winkel- 
schenkel f=  2,512  so  an,  dass  mq=  1  wird,  so  schneidet  eine  Parallele 
zu  pq,  welche  also  senkrecht  auf  der  Verlängerung  von  mp  steht,  die 
Länge  x  =  2,176  ab.    x  ist  das  gesuchte  Produkt,  denn  es  ist 

a  :  X  =  1  :  f,  woraus  x  =  af. 

IV.  Auch  hier  ista^l.  Gegeben  sind 
a  =  0,766  und  d=  1,833,  b  GL  1  ist 
die  Einheit. 

Man  erhält  (Fig.  7),  a  und  1  auf- 
getragen, d  unter  irgend  einem  passen- 
den Winkel  am  Endpunkt  der  Einheit 
angesetzt,  p  mit  m  verbunden,  und  die 
ParaUele  x  durch  den  Endpunkt  der  Linie 
a  zu  der  Linie  d  gezogen,  x  =  1,4;, denn 
es  ist  a :  1  =  x  :  d ,  woraus  x  =  ad  = 
1,833.0,766  =  1,4,  rig.  8. 


Fig.  7. 
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Y.  In  Figur  8  ist  eine  Produktensumme  graphisch  dargestellt 
Es  ist 

S  =  rz  -|-  2rv  —  wt  =  Sj  +  s,  —  Sg.         

Man  trägt  eine  Einheit  a  =  1  auf  der  Horizontalen  mq  auf,  die 
gegebene  z  auf  den  von  m  ausgehenden  Winkelschenkel,  r  auf  cEe  Ver- 
längerung der  Einheit  Die  Endpunkte  von  1  und  z  werden  verbunden, 
die  Parallele  d  zu  c  durch  den  Endpunkt  von  r  schneidet  das  Produkt 
Sx  =rz  auf  der  Verlängerung  von  z  ab,  denn  es  ist  1  :z  =  r:8i  und 
sonach  s^  =  rz. 

Das  zweite  Produkt  s,  =  2rY  hat  auch  den  Faktor  r.  Trägt  man 
y  nach  mo,  verbindet  o  mit  0^  und  zieht  die  Parallele  ppi,  so  wird  mp 

j..    g  ^*  Verbindet  man  endlich  den  End- 

punkt von  w  mit  o^  der  Knheit  und 
zieht  qm^  parallel  o^n,  so  ist  mm^  = 
wt  =  S8,  weil  l:w  =  t:S8. 

Setzt  man  nun  S|  an  s, — s,= 

m^n^,  so  ist  S  =  monQ  das  Resultat 
Anschliessend  an  Fig.  2  und  an 
Gl.  1  haben  wir  in  Fig.  9  a  =  1 
gemacht.  Betrachten  wir  c  als  die 
zu  suchende  Proportionale,  so  erhält 
man  aus 

1  :  b  =  X  :  d, 
d 


r  •  V  und  muo  =  2  < 


b-l.fi* 


b  =  d  bezw.  x  = 


(2) 


2,16 


In  der  Figur  ist  die  Division     '   .    ausgeführt,  man  erhält  x  =  1,4; 
die  Linien  e  und  f  sind  hier  nur  Hil&linien. 

Fig.  10. 


\ 


\ 
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Die  algebraischen  Divisionen ,  welche  die  Zeichnungen  Fig.  10  enfe- 
halten,  lassen  sich  durch  die  Proportionen  darstellen: 
l:x  =  f:b  und  l:x  =  a:b, 


woraus 


X  =-Fy  bezw.  X  =  —  folgt 


(2a). 

Die  Wahl  der  einen  oder 
andern  Konstruktion  hängt  selbst- 
verständlich von  der  gestellten 
Aufgabe  ab. 

VL  An  einer  Stange  1  = 
2,4*  lang,  hängen  zwei  Gewichte 
Q  =  3,05  kg  und  q  =  1,426 
kg;  es  soll  arithmographisch  der 
Schwerpunkt  gesucht  werden. 

Ist  o,  Fig.  11,  ein  beliebiger 
Drehpunkt  in  der  Entfernung  m 
und  in  der  Verlängerung  der 
Stange,  s  die  fragliche  von  o  ge- 
rechneteSchwerpunktsentfemung, 
so  ist  nach  den  uns  bekannten 
Grundsätzen  (s.  Band  I^  S.  81 
ff.)  die  Schwerpunktsgleichung 
(Q  +  q)8  =  mQ  +  qa  +  ni), 
aus  dieser  folgt 

^       mQ  +  qq  +  m) 

Q  +  q  • 

Es  liegen  hier  zwei  Multi- 
plikationen mQ=  0,76  •  3,05  und 
qG  +  m)  =  1,425(2,4  +  0,76) 
=  1,425-3,16,  deren  Produkte 
addiert  werden  müssen,  und  eine 
Division  durch  Q  +  q  =  4,475 
vor;  m  haben  wir  0,76  ange- 
nommen. 

Um  die  erste  Multiplikation 
auszuführen,  tragen  wir  auf  einem 
horizontalen  Winkelschenkel  von  o^  aus  eine  Einheit  und  Q  =  3,06  ab, 
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auf  dem  anderen  m  =  0,76.    Die  Parallele  d  zu  c  schneidet  auf  dem 
oberen  Schenkel  o^x,  =  Qm  ab. 


s-^U 


I 

a 


y     " 


\ 


\ 


\ 


W 

^-rV 


Ol 


Verbindet  man  den  Endpunkt  der  Einheit  mit  x,,    den  Endpunkt 
der  Länge  l  +  m  =  3,15,  trägt  q=^  1,425  von  0,  auf,  so  schneidet  die 


Multiplikation  und  Division.  H 

Parallele  dj  zu  der  eben  erwähnten  Verbindungslinie  die  Länge  o^p,  das 
zweite  Produkt  q  (IH-  m)  ab.  Die  Summe  der  Produkte  ^nrd  nach  o,  p^ 
übertragen. 

Verbindet  man  pj  mit  dem  Endpunkt  der  Länge  Q  +  q,  welcher 
neben  p  fällt,  schlägt  die  Einheit  nach  o^n  und  zieht  durch  n  eine  Pa- 
rallele zu  der  Verbindungslinie  do,  so  schneidet  diese  die  Entfernung 
8=l,61  =  0iZ  auf  der  Horizontalen  ab;  die  Division  erfolgte  hierbei 
nach  Gl.  2  a. 

VII.  Ein  Träger  AB,  Fig.  12,  sei  nach  den  eingeschriebenen  Massen 
a  =  0,9,  b  =  1,375  und  c  =  2"  symmetrisch  mit  2P  =  2  •  1600  und  2Q 
=  2  •  1100  kg  belastet;  es  sollen  die  Momente  in  m  und  n  in  den 
Angriffipunkten  der  Kräfte  P  und  Q  gesucht  werden. 

Die  Auflagerreaktionen  sind  gleich  gross.  A  =  B  =  1600  -j-  HOO 
=  2700  kg.  Die  Momente  in  n  und  m  sind  M«  =  Aa  und  M«  = 
A(a  +  b)  —  Pb.  Trägt  man  sich,  um  zunächst  das  Produkt  Aa  zu  er- 
halten, eine  Einheit  in  die  Richtung  der  Auflagerreaktion  nach  Aq  auf,  femer 
A  =  2700,  also  2,7  Einheiten  nach  Ao,  verbindet  q  mit  n,  zieht  die 
Parallele  or  zu  qn,  so  erhält  man  Mn  =  Aa  =  2,43  im  Massstabe  der 
2^ichnuug.  Das  sind,  da  jede  Längeneinheit  1000  kg  bedeutet,  2430 
kgm.  Verbindet  man  q  mit  m,  dem  Endpunkt  der  Länge  a  -|-  b,  und 
zieht  hierzu  os  parallel,  so  ist  As  =  A(a  +  b),  weil  aus  l:a  +  b  = 
A:x,  x  =  A(a4-b)  folgt.  Das  hiervon  in  Abzug  zu  bringende  Pro- 
dukt liefert  die  Länge  At.  Trägt  man  sich  P  =  Ap  und  b  von  A  aus 
auf,  so  verhält  sich,  wie  leicht  zu  übersehen,  1  :b  =  P:Ät,  woraus  At 
=  Pb.  Die  Differenz  As  —  At  =  ts  giebt  das  Resultat  Man  findet 
ts  =  3,94,  also  M„  =  3940  kgm. 

YIIL  Ein  Träger  von  der  Länge  li  +  1»  + 13,  Fig.  13,  ruht  auf 
zwei  Stützen  A  und  B  und  ist  innerhalb  AB  mit  P  =  2350,  ausserhalb 

Flg.  13. 


ll*1.05 


P-2350  Q-t400 


l2*2 Ia-0.8 


B  mit  Q  =  1400  kg  belastet.    Wie  gross  sind  arithmographisch  berech- 
net, die  Auflagerreaktionen? 

Nach  den  in  Fig.  13    eingetragenen  Bezeichnungen  ist  bekann tUch 
(S.  Band  I,  Sdte  128) 
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A  =  -^^^|^,  B  =  P  +  Q-A. 

Die   Produktendifferenz   PI, — Ql,  =  mj — m,    und   die   Division 
durch  1^  -|- 1,  =  3,05  sind  in  Fig.  14  ausgeführt 

Fig.  14. 


Man  verbindet  den  Endpunkt  der  Einheit  o  mit  dem,  der  auf  ap^ 
aufgetragenen  Länge  1,  =  2",  eine  Parallele  hierzu  durch  den  Endpunkt 
der  auf  ao  übertragenen  Länge  2,36  (2350  kg)  giebt  das  Produkt  PI, 
=  api  =  m,.    Aus  1 : 1,  =  P  :  m^  folgt  mj  =  PI,.  

Ebenso  folgt  in  derselben  Weise  aufgetragen  aus  1 :  I3  =  Q :  ar,  ar 
=  m,  =Ql8.  

Die  Momentendiflferenz  ist  m^  — m,  =rpi.  Trägt  man  diese  jetzt 
nach  ap,,  verbindet  p,  mit  o,,  dem  Endpunkt  der  Länge  ao,  =  1^  + 1, 
und  zieht  die  Parallele  op  durch  0,  so  wird  ap  =  A,  dem  Auflager- 
druck; denn  es  folgt  aus 

1 :  ap  =  1^  + 1,  :  m^  —  m,  bezw.  1  :  ap  =  ao,  :  ap,, 

—       A  ™i  —  ™t 

Die  Figur  ergiebt  ap  =  1,17,  wonach  A  =  1170  kg.  Die  Vertikal- 
kraft in  B  ist  B  =  2360  +  1400  —  1170  =  2580  kg.    Um  das  Moment 
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im  Angri&piinkt  der  £rafl;  P,  m^  m,  zu  finden,  M.  =  A  •  l^,  trägt  man 
die  Einheit  nach  ao^,  A  nach  as,  und  1^  =  1,05  nach  as,  verbindet  o^ 
mit  8  und  zieht  parallel  s^q,  so  folgt,  weil  1 :  Ij  =  A :  aq,  aq  =  Al^  = 
M.  =  1230  igm. 

3*  Die  Potenzienmg. 

Multipliziert  man  ein  und  dieselbe  Zahl  oder  Grösse  b,  nmal  mit 
sich  selbst,  so  erhält  man  die  nte  Potenz  der  Grösse  b.  Die  hierfür 
übliche  Bezeichnung  ist  b".  Hiemach  ist  das  Verfahren  der  Pontenzie- 
nmg  eine  fortgesetzte  Multiplikation  mit  derselben  Zahl;  n  ist  der  Ex- 
ponent (die  exponierte,  ausgesetzte  Zahl),  welche  die  Anzahl  der  zu 
wiederholenden  MultipUkationen  andeutet.  Die  Zahl  b  nennt  man  die 
Grundzahl*).  —  Trägt  man,  Fig.  16,  von  a  eine  Einheit  am^  =  1  und 

^Ig.  16. 


Piß.  15. 

/!/ 

/  r 

/  i'  ■ 
/  /  \/ 

/// 


/ 1 


/ 


/  /  ''  / 
//  /  / 

////    ' 


• ' ''  / 

11'/ 


l 


^ 


y- 


b2 


z-lr 


r  t 


-ebs^ 


*)  Mit  b  als  Grandzahl  erhält  man  nach  den  Potenzgesetzen  b  •  b  •  b  • 
b»       .  ,  b» 


=  b- 
1_ 
a 


lP.b^ssb»4-»;    — =:b»— ",  für  n  =  m  wird -rj- =  b*  =  1 ;    "»d  wenn  b  =  — , 

b.b.b....  =  b»  =  (— )"  =  —  =:  — =  a»-»  =  a-». 
\  a  /         aP        a» 


\  4  Potenzierung. 

die  Grundzahl  b  nach  am,  zugleich  auch  b  senkrecht  auf  am  in  m^  an, 
80  erhält  man  durch  m  eine  Parallele  zu  b  gezogen,  die  Länge  x  als 
zweite  Potenz  von  b.  Es  verhält  sich  1  :  b  =  b  :  x,  wonach  x  =  b*. 
Oberträgt  man  feiner  mn  nach  m^n^,  zieht  an^  bis  o,  so  ist  mo  =  y 
die  3te  Potenz  von  b;  denn  es  verhält  sich  wieder 

1  :  m^Uj  "-  b  :  mo  oder  1  :  x  =  b  :  y,  woraus  y  =  ba  =  bb*  =  b*. 

Wiederum    mo  nach  m^Oi  übertragen    und  a  durch  Oj  mit  p  ver- 
bunden, erhält  man  die  Proportion 

iTmjOi  =  b  :  mp  oder  1  :  y  =  b  :  z,  somit  z  =  by  =^  bb*  =  b*.    In  der 
Fig.  ist  z  =  b^  in  z  =  b^  zu  verbessern. 

Durch  die  Verlängerung  von  ap^   würde    man  die  öte  Potenz  er- 
halten u.  8.  w. 

Man  übersieht,  dass  für  b>  1,  zusammengestellt: 

x  =  b^  y  =  b»,  z  =  b*      .     .     .     .     (3) 
worden  muss. 

Ist  b  ein  Bruch,  also  b<  1,  etwa  b  =  — ,  so  finden  sich  die  na- 

a 

tilrlich  immer  klenier  werdenden  Potenzen  von  b  aus  der  in  Fig.  16  an- 
güdoutoton  Konstruktion. 

Vs  sei  am  =  b  =  —  =  a~^  und  ssi  =  1 .   Die  Einheit  wird  auf  dem 
a  

bnliebigou  Winkelschenkel  ss^  oder  auch  als  Hypotenuse  eines  recht- 
winkoligoii  I)iHMocks  aufgetragen,  sofern  s^m  senkrecht  auf  sm.  Über- 
trugt man  hui  nach  smj   und  zieht  rnjU    parallel  Sjm,    so  ist  sn  =  b* 

—  li  ■  ^.  donn  OH  vorhält  sich  

l  :  b  -  -  HUii  :  sn  ^er  1  :  b  =  b  :  sn      .   ^_ .     .     (4) 
(Ibortrllgt  man  ferner  sn  nach  sn^  und  zieht  jijO,  so  findet  sich  die 
rig.  17.  dritte  Potenz  so  =  b*  oder  die  Rezi- 

proke von  a  in    der    dritten   Potenz, 

b'  =  a""'  =  -3-;  denn  es  folgt  aus 
a 

1  :b=sni  :so;  80=bsni  =b  •  b*=b'. 
^  :  \  i,|  \  i      ^^!  In  dieser  Weise  fortgesetzt,  wird 

.,         ,        b"  =  — r-  schUessHch  für  n  =  OOzuNull. 

^^-       ■■  -^ \>-  ^i nz In  Fig.  1 7  ist  die  Grundzahl  a  >  1 

hIh  IlypotonuHO  dtT  Katheten  mn=l  und  c  aufgetragen.  Überträgt 
iwnw  u  (hirch  Kmsbogen  nach  mn^,  und  zieht  d  parallele,  so  schneidet 
d  (lio  zwoiU^  Potonz  auf  der  verlängerten  Hypotenuse  ab,  muj  =  a*.   Es 
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yerhält  sich  nämlich  1 :  a  =  miii  :  mn,,  bezw.  1 :  a  =  a  :  a^.   Die  folgen- 
den Potenzen  findet  man  leicht  aus  der  Figur;    die  vierte   Potenz    bei- 

^ielsweise  ergiebt  sich  aus  

1 :  a  =  mnj  :  mn^  oder  1 :  a  =  a' :  mn^,  womit  mn^  =  a*  u.  s.  w. 

Flg.  18. 


/- 


"4^ 


m^ 


a5 


\ 


\x 


"o 


/ 


-7^ 


/ 


/ 


Die  mittlere  geometrische  Proportionale  bietet  uns  ein  ebenso  ein- 
ÜEudies  wie  leicht  übersichtliches  Verfahren  zur  Potenzierung  jeder  Grund- 
zahl ^  1.  Trägt  man  auf  zwei 
senkrechten  Linien,  welche  sich 
in  o  (Fig.  18)  schneiden,  nach 
mo  die  Einheit,  nach  om^  die 
Grundzahl  a,  verbindet  m  mit 
m^  und  zieht  ro^mj  senkrecht 
auf  mm^,  so  verhält  sich 


1  :a  =  a :  om,,  woraus 
offig  =^  a*    .     .     .  (5) 


mjm,  senkrecht  auf  m^m^  kon- 
struiert, folgt  weiter  a :  a*  =  a* 


om,,  woraus  omj  =  —  =  a'; 
a 


m^m,  senkrecht  zu  m^m,  schnei- 
det a*  bei  m^  ab  u.  s.  w. 

Das  konstruktive  Verfahren 
bleibt  dasselbe,  wenn  auch  a<[  1,  wie  aus  Fig.  19  zu  ersehen. 


Fig.  19. 
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Poteanerung. 


Ist  hier  b  =  —  die  Grundzahl,  so  wird  onig  =b*=  — ^=a^*die 


—  die  Grundzahl,  so  wird  onig  =  b*  =  — 
a  a 

zweite;  onig  =b'  =  a-'  die  dritte;  om^  =b*=a^*  die  vierte  Potenz. 

Errichtet  man  m«m,  Fig.  18,  senkreoht  auf  mm^,  so  erhält  inan  die 

Redproke  von  a,  denn  es  folgt  aus 


a :  1  =  1 :  om«,  om.  =  — ;  weiter  on«  = 
a 


(5a) 


In  Fig.  18  ist  in  der  Linie  om«  der  Bruchstrich  für  —  zu  ergänzen. 

a 


Flg.  20. 


In  dem  rechtwinkeUgen  Dreieck  mnn^  sei  in  Fig.  20  a  =  mn^    die 

Hypotenuse   gleich   der 
Eiiüieit. 

Errichtet  man  n^n, 
senkrecht  auf  a  im  Punkte 
n^;  ngPg  senkrecht  auf 
mn^i  in  n,,  in  n,  eine 
senkrechte  Linie  bis  zum 
Schnittpunkt  mit  der  Ho- 
rizontalen; fällt  man 
rückwärts  von  n  eine 
Senkrechte  auf  a,  von 
dem  so  erhaltenen  Punkt 
n«  eine  Senkrechte  auf  mn  u.  s.  f.,  so  übersieht  man,  dass  infolge  d^ 
Ähnlichkeit  der  rechtwinkeUgen  Dreiecke  auf  der  horizontalen  Kathete 
die  geraden  und  auf  der  Hypotenuse  die  ungeraden  Potenzen  der  Grund- 
zahl a  abgeschnitten  werden. 

Die  beiden  Dreiecke  /\  mnn^  <^ /\  mn,nj  ergeben  die  Proportion 

mn  :  mn^  =  mn,  :  muj,  bezw.  1 :  a  =  a :  mn^,  also  zunächst  mug  ==  a^ 
Weitere  in  demselben  Sinne  aufgestellte  Proportionen  hefern  sodann 

muj  =  a',  mno  =  —  =  a    *,  mmo  =  -2  =  a    -  u.  s.  w.; 


denn  es  folgt  aus  der  Figur 

1 :  a  =  a* :  a*  =  a*  :  a*^  =  . 


^1        a^       a* 
oder  —  =  — =  — = 


a       a*       a^ 

Trägt  man  sich,  wie  umstehend  geschehen,    Fig.  21,  eine  Einheit 

mn  =  1  als  Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  ^  mon  und  anhegend  an 
diese  a  =  mo  als  Kathete  auf,  wodurch  a  <[  1  und  no  rechtw.  zu  a 
wird,  und  setzt  wie  in  der  vorigen  Figur  die  Konstruktion  fort,  so  re- 
sultieren wieder  die  Potenzen  von  a;  sie  ergeben  sich,  die  in  der  Figur 
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angetragenen  Werte   unmittelbar  verwendet,    aus  den  Proportionen  (in 

Fig.  21  ist-^in— 2  zu  ändern). 
&        a 

Flg.  21. 


rig.  22. 


Endlich  haben  wir  in  Fig.  22  unter  Beibehaltung  derselben  Bezeich- 
nungen, wobei  auch  wieder  a  <<  1  die  Verbindungskathete  on  der  End- 
punkte a  und  der  Einheit  verlängert  und  die  Konstruktion  wie  in  Fig.  20 


Heeht,  Xeohanik.   HI. 
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Potenzierung. 


beiderseitig  fortgesetzt   Man  erhält  auf  diese  Weise  wieder  die  Potenzen 
von  a,  welche,  wenn  a  <[  1  als  reziproke  Potenzen  der  Grundzahl  nach 

.  .  .,  nach  Unks  zu,    abnehmen 


1 


'1»=^" 


rechts  wachsen  —  = 
a 

müssen  a*,  a',  a*  .  .  .  . 

Die  Grundzahl  in  Fig.  22  ist  a  =  0,71,  die  Abmessungen  ergeben 

beispielsweise  a*  =  0,71  *  =  0,36    und   tu  =  a~  ^  =  -y  =  ^  =  2. 

Beispiele. 

I.    Man  soll,  Fig.  23,  das  Widerstandsmoment  W  =  Ve  bh^  für  b 
=  2,3  und  h  =  1,7  auf  graphischem  Wege  bestimmen. 

Fig.  28. 


Fig.  24. 


Trägt  man  senkrecht  zur  Einheit  mo=l,  die  gegebene  h  = 
miO  =  i/J_  auf,  dann  erhält  man,  m^m,  senkrecht  zu  mm^  gezogen, 
durch  om,  das  Quadrat  von  h,  mpm^  ist  der  sechste  Teil  desselben. 
Ve  h^    Tragen  wir  femer  nach  mjm,  den  Wert  b  =  2,3  und  die  gleiche 

Einheit  wie  mo,  verbinden  den  End- 
punkt der  letzteren  mit  mo,  so 
schneidet  die  Parallele  zu  derselben 
m^m^  die   gesuchte  W  =  l,ll  ab. 

IL  Den  Ausdruck  W=-^,  das 

Widerstandsmoment*)  eines  kreis- 
förmigen Querschnitts  zu  konstruie- 
ren, Fig.  24.  Man  trägt  d  senk- 
recht zur  Einheit  und  bildet,  wie 
hier  geschehen,    nach  Fig.  19  die 

8.  Band  n,  S.  169  u.  f.. 


*)  Angenäherter  Ausdruck  für 
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8.  Potenz,  deren  zehnter  Teil  W  liefert.   Es  ist  hier  d  =  0,81  undW= 
—  0,63  =  0,063.    In  der  Fig.  ist  d  =  0,63  in  d*  =  0,53  zu  ändern. 


Flg.  25. 


Fig.  26. 


h-1.075 


III.^Da8  Trägheitsmoment  J  =  V12  bh»  für  b  =  1,76  und  h  =  1,27 
graphisch  zu  berechnen  (s.  Bd.  I,  Seite  309;  Bd.  n,  Seite  81). 
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Potenzierung. 


Wir  haben  zunächst  in  Fig.  25  nach  dem  Konstruktionsverfahren 
der  vorigen  Aufgabe  h'  konstruiert,  h*  =  om;  femer  die  gewählte  Ein- 
heit von  m  aus  in  die  letzte  Eonstruktionshili'slinie  mp  eingetragen  und 
deren  Endpunkt  mit  o  verbunden,  femer  b  =  1,76  von  m  aus  angetragen 
und  durch  deren  Endpunkt  zu  oq  eine  Parallele  gezogen;  die  letztere 
liefert  das  Produkt  mn  =  bh',  der  zwölfte  Teil  dieser  Länge,  J  =  0,3, 
ist  das  fragliche  Trägheitsmoment 

IT,  Den  Kubikinhalt  einer  Pyramide  von  der  Höhe  h  =  2,075"  zu 
berechnen,  wenn  die  Basis  quadratisch,  zu  a=  1,5"  Seitenlänge  ange- 
nommen wird. 

Der  Kubikinhalt  einer  Pyramide  ist  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen 
Zahlen 

V=Vsa^t=V8  1,5^-2,075. 
Die  2.  Potenz  von  a  haben  wir  in  den  Figuren  26  und  27  nach  der 
in  Fig.  15  gezeichneten  Konstruktion  entwickelt.  Rechtwinkehg  zur 
Einheit  mn  =  1  wurde  a=  1,5  =  ns  angetragen,  ebenso  auf  die  Ver- 
längemng  der  Einheit  nach  mo.  Der  Schnitt  der  Senkrechten  ot  und 
der  Hilfelinie  mt  ist  der  Endpunkt  von  a*.  Überträgt  man  die  Einheit 
nach  op  und  verbindet  p  mit  dem  Endpunkt  von  ^/j  a^  zieht  femer  die 
Parallele  qr  zu  ppi,  dann  ist,  oq  =  h  angenommen,  or  =  V=  1,56*^'", 
der  fragliche  Inhalt. 

V.  Es  soll,  Fig.  28, 
der  Flächeninhalt  eines 
Kreises  vom  Halbmesser 
r  =  l,13°*  arithmogra- 
phisch  berechnetwerden. 
Man  konstruiert  zu- 
nächst das  Quadrat  des 
gegebenen  Halbmessers, 
wir  haben  in  der  Figur 
die  Konstmktion  der  Fig. 
15  eingeschlagen;  über- 
trägt das  Quadrat  nach 
mo=r^.  sowie  7:=3,14 
nach  mn.  Die  Parallele 
np  zu  der  Verbindungs- 
linie von  0  mit  dem 
Endpunkt  der  Einheit 
giebt  die  Multiplikation 


Flg.  28. 
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mit  7c,  sie  schneidet  das  Produkt  r^Tc  als  Länge  mp  ab.     Die  Zeichnung 
liefert  annähernd  IQ". 

VI.  Den  gleichen  Kreisinhalt  erhält  man  nach  der  Formel  — :  -,  wenn 


d  =  2,26".  Nach  beistehender  Konstruktion  ist  unter  Zugrundlegung 
der  Einheit  mo^=l,  op  =  d^  Überträgt  man  den  vierten  Teil  dieser 
Länge  nach  mn,  den  Wert  tz  =  3,14  nach  ms  und  führt  die  graphische 
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Multiplikation  3,14  • -j^  aus,    indem    man    sq  parallel  zu  on  zieht,    so 

liefert  mq  durch  den  Schnittpunkt  q  dasselbe  Resultat  wie  im  vorigen 
Beispiel. 

YII.    Das  äquatoriale  Trägheitsmoment  eines  Kreises  ist  (s.  Bd.^I^ 
Seite  313), 

J  =  ^d*,  abg.ld*. 
Die  4.  Potenz  von  d  =  0,66,  Fig.  30,  liefert  nach  der  Konstrukt. 
Fig.  16  ausgeführt,    d*  =  0,l,  wonach  J  =  -— -  =  0,006. 


Flg.  30. 


Fig.  8t. 


VIIL   Das  Volumen  eines  geraden  Kegels  ist  V  =  Vs  r^  ic  h,  wenn 
h  die  Höhe  tmd  r  der  Halbmesser  der  kreisförmigen  Grundfläche. 
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Es  sei  V=  1,483-*'",  r  =  0,85"  und  soll  die  Höhe  h  auf  graphi- 
schem Wege  gefunden  werden. 

In  Fig.  31  haben  wii'  zunächst  das  Produkt  t^tz  gebildet,  indem 
wir  für  op  =  1,  pq  =  r^  fanden  (s.  die  Konstr.  in  Fig.  19  für  b^),  dieses 
nach  op^  übertrugen  und  arithmographisch  mit  x  multipUzierten.  Die 
Lilnge  omi  giebt  dann  das  Produkt  r^x,    den  Inhalt  des  Grundkreises. 

3  V 

Da  nun  h  =  — s — ,  so  erfordert  diese  Formel  eine  Division;  zu  dem  Ende 
r  TZ 

schlägt  man  om^  in  die  Linie  om  und  trägt  3  V  =  4,45  nach  n,  zieht  die 
Parallele  oder  Senkrechte  zu  3  V  durch  p,  der  Einheit,  und  findet  die  frag- 
liche Höhe  h  =  ps  =  1,926". 

Plg.  32. 

IX«  Der  Inhalt  einer 
Kugel  vom  Durchmesser  d 

ist  V  =  -^  d*.  Die  graphi- 
sche Darstellung  dieser  For- 
mel soll  Fig.  32  erläutern. 
Nach  bekannter  Konstruk- 
tion ist  op  =  d*  und  pq 

d* 

=  -^.     Die  Multiplikation 

0 

mit  X  lässt  sich  dadurch 
erreichen,  dass  man  die 
Einheit  auf  die  letzte  Hilfs- 
linie der  3.  Potenz  nach 
pqi  überträgt,  ebenso  auch 
x  =  ps;  zieht  man  dann 
scUiessUch  p^  s  parallel 
qqi,  so  ist  pp^  =V  das 
gesuchte  Kugelvolumen. 

Aus  der  Figur  folgt  für 
d  =  1,37-,  V  =  1,24  cbm. 

X,  Es  soll  das  Trägheitsmoment  des  in  Fig.  33  gezeichneten  Quer- 
schnitts graphisch  entwickelt  und  auf  die  Schwerpimktsachse  bezogen 
werden. 

Nach  den  in  der  Figur  eingeführten  Bezeichnungen  ist  das  Träg- 
heitsmoment (s.  Bd.  I,  S.  324;  Bd.  II,  S.  82). 
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J  =  l^[bihi»-(bi-b,)h,») 

Die  gegebenen  Zahlenwerte  sind  in  Dezimetern:  h^  =  1,38,  h,  =  1,14, 
bj  =0,94,  bg  =0,18. 

Fig.  33.  Fig.  31 


Die  graphische  Rechnung,  Fig.  33,  lässt  sich  am  besten  in  Dezimetern 
durchfuhren,  da  die  Figuren  in  Millimetern  oder  Centimetem  zu  viel  Raum 
beanspruchen.  Man  stellt  zunächst  die  beiden  3.  Potenzen  dar,  die  Einheit 
sei  mo  =  1 ;  als  hj '  resultiert  die  Länge  om  auf  om,  auf  derselben  Linie 
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ist  oini=lii*;  weiter  überträgt  man  die  Einheit  von  den  Endpunkten 
m  und  m^  aus  nach  o.  Die  nun  erforderUchen  graph.  Multiplikationen 
lassen  sich  durch  Auftragen  der  bezügüchen  Faktoren  b^  und  b^  —  b, 
auf  die  HilfeUnien  m^pi  und  mp  in  bekannter  Weise  ausfuhren.  Ver- 
bindet man  die  Endpunkte  dieser  FaktorenUnien  mit  den  jeweiUgen  Ein- 
heiten, so  sind  mn  =  (bi — bg)hg'  und  mini=bihi*  die  Produkte; 
die  Differenz  beider,  qn^  auf  mjp^  ausgeführt,  liefert  12  J,  die  Figur 
giebt  dann  in  Dezimetern  J  =  0,113,  in  Millimetern  J  =  11 300000;  denn 
das  Produkt  der  1.  mit  der  3.  Potenz  giebt  die  4.  Potenz,  und  da 
100  mm  =  1  dem,  so  ist  0,113  mit  100*  zu  multiplizieren.  Die 
Rechnung  giebt  J  =  11 333333. 

XI.  Es  soll  die  allgemeine  Gleichung  konstruiert  werden  y  =  ax". 

Fig.  35. 


Die  Konstruktion  der  Gleichung*)  wird  vereinfacht  dadurch,  dass  wir 
a=l  setzen,  um  die  jedesmalige  MultipUkation  mit  a,  welches  ^  1 
sein  kann,  zu  vermeiden;    die  Übersicht  der  Kurve  wird  dadurch  nicht 


*)  Die  Umkehrung  d.  Gl.  ist  y  =  y^,  j,  Ihjxw.  y  =  yx     für  I)  ^  1. 
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beeinträchtigt.  Setzen  wir  n  =  3,  legen  also  eine  kubische  Parabel  zu 
Grunde,  deren  Gleichung  y  =  x*. 

Wir  tragen  an  eine  Einheit  mo  =  1  senkrecht  eine  beliebige  Länge 
für  X  an  und  konstruieren  die  3.  (oder  nte)  Potenz,  welche  wir  senk- 
recht an  oi  =  x  antragen;  es  resultiert  der  Punkt  a.  Hierauf  suchen 
wir  von  2  x  die  3.  (allgemein  nte)  Potenz  und  tragen  sie  senkrecht  an 
o2  =  2x,  erhalten  den  Punkt  b,  femer  konstruieren  wir  dieselben  Po- 
tenzen der  Längen  3x,  4x  u.  s.  w.  und  tragen  das  jedesmalige  Ergebnis 

an  o3,  o4  .  .  .  senkrecht  an;  die  Punkte  o,  a,  b,  c,  d verbunden, 

ergeben  die  gesuchte  Kurve,  deren  Gleichung  also  hier  y  =  x',  weil  sie 
aus  dieser  entstanden  ist. 

4.   Die  Eadlzlerung  bezw.  graphische  Darstellung  der  Wurzeln. 

Unter  Wurzelausziehen,  Radizieren,  versteht  man,  eine  Zahl,  Grund- 
zahl, in  eine  gegebene  Anzahl  gleicher  Faktoren  zu  zerlegen,  welche 
wieder  mit  sich  selbst  multipliziert  als  Produkt  die  Grundzahl  liefern 
müssen;  radizieren  oder  wurzelausziehen  ist  sonach,  um  den  Ausdruck 
zu  gebrauchen,  die  umgekehrte  Operation  der  Potenzierung.  Während 
man  den  Grad  der  Potenzierung  durch  eine  kleine  Zahl  oberhalb  der 
Grundzahl  darstellt,  man  bezeichnet  die  umgekehrte  Operation,  das 
Wurzelausziehen,   durch  die  oberhalb  der  Grundzahl  gestellte  Redproke 

(den  umgekehrten  Wert)  der  obigen  Zahl. 

1  I 

Wenn  a°  =  b,  so  muss  auch  a°'  •*  =  b  ■    sein,    somit   a^  =  a  = 

b°.  Man  nennt  die  so  entstandene  gebrochene  Potenz  die  nte 
Wurzel  aus  b.  Der  Ausdruck  hat  hier  (wie  so  mancher  in  der 
Mathematik  und  Mechanik)  mit  der  Operation,  welche  man  vornehmen 
will,  nichts  zu  thun,  er  ist  fiir  dieselbe  nichts  weniger  als  bezeichnend, 
erklärend. 

Man  nennt  die  math.  Ausführung  hier  Radizierung  (von  radix  =  Wurzel) 
oder  Wurzel  aus  ziehen  und  bezeichnete  sie  früher  mit  rad,  später  mit  r,  wo- 
durch das  jetzt  übliche  Zeichen,  ein  verzerrtes  r  =  ■/"  entstand;  den  Grad  der 
Operation,  den  Wurzelexponenten   setzt  man  oberhalb  des  Zeichens: 

2  3         4 

Y  =  Yy  Vj  V  ^^'  5  ®^  ^^^  hieniach  in  Bezug  auf  die  Bezeichnung 
vollständig  gleichgiltig,    ob  man  schreibt  6^  oder  V^6;  6  '2  oder  yT= 

2  4  3  8+2j|^ 1 

■/6;  VS»   oder   S'S    Vm^   oder   m'''  =  m2,   /a  +  d  =  (a  +  d)^^*^^ 

U.   8.  W. 
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Die  auf  Seite  13  unten  angedeutete  Potenzrechnung  lässt  sich 
sofort  auf  eine  solche  mit  Wurzelgrössen  anwenden,  wenn  man  nur  die 
Wurzelbezeichnung   in  eine  Potenzbezeichnung   umsetzt,    oder  von  dem 

Grundsatz  ausgeht  j    dass  ein  gebrochener  Exponent  sich  durch  eine  -^ 

2  _ 
bezeichnen   lässt     9'^'  =  /9  =  W  =  3,  weü  3^  =  3  •  3  =  9;    8*''  = 

3  3  /    8      \2 

y^=/64  =  (/8J  =2«  =  4,  weü  4»  =  4.4.4  =  64  oder  (2')« 
=  2«  =  64  etc. 

Kommen  wir  nach  dieser  kiu^en  Abschweifung    auf  die  graphische 

n 

Darstellung  des  Ausdruckes  VT  zurück,  so  zeigt  uns  das  umgekehrte  Ver- 
fahren   der   Potenzierung,    die  mittlere    geometrische  Proportionale  den 

Weg,  allerdings  nur  für  diejenigen  Wurzeln,  deren  Wurzelexponent  eine 

2  

Potenz  von  2  ist;   Vb,   /b,   /b  etc.  =  -/b,  \   j/b'  1/|/Vb  etc.;  alle 

andern  Wurzeln  können  wir  nur  mit  Hilfe  der  graphischen  Logarithmen 
oder  näherungsweise  graphisch  ermitteln;  auf  die  logarithnusche 
Lösung  kommen  wir  weiter  unten  zurück. 

In  beistehender  Figur  ist  nach  Fig.  18  aufgezeichnet,  oq  die  zweite 
Potenz  der  Grundzahl  op  (in  der  Fig.  36  ist  der  Buchstabe  p  im  Halb- 

Flg.  36. 


kreis  zu  ersetzen),  es  ist  also  oq  =  op^  sonach  op  =   roq;    oder  weil 
nach  den  eingeschriebenen  Bezeichnungen 

1  :  X  =  X  :  a,  so  folgt  x^  =  a  und  x  =  V^     ...     (6) 

Will  man  die  zweite  oder  Quadratwurzel  ausziehen,    so  trägt  man 

neben  der  Einheit  die  Grundzahl  auf  einer  Linie  auf  und  konstruiert  zu 

dieser  Länge  mo  +  oq  =  mq  den  Halbkreis  mpq;  die  senkrechte  Linie 
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in  o  schneidet  die  gesuchte  Länge  op,  die  Quadrat-  oder  zweite  Wurzel 
aus  der  gegebenen  Zahl  durch  Schnitt  mit  dem  Kreisbogen  ab.  Die- 
selbe Konstruktion  ergiebt  sich  natürlich  auch  umgekehrt  aus  den  Fig. 
18  u.  19. 

In  der  Figur  wiu^de  a  =  2,82  gewählt;  man  findet 

y2,82  =  1,68;  denn  es  ist  1,68  •  1,68  =  2,82. 

Zieht  man  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  /^mop^^opq^^mpq 
noch  weiter  in  Betracht,  so  findet  man  aus  den  folgenden  Figuren  noch 
andere  Konstruktionsverfahren  der  zweiten  Wurzel. 

Flg.  37. 


-«.»  3,325  ^332.5)- 


In  Fig.  37  verhält  sich  mo  :  mp  =  mp  :  mq  oder  1 :  x  =  x  :  a,  wo- 
raus wieder  mp  =  x  =  V^a. 

Dieselbe  Proportion  erhält  man  tür  die  Einheit  als  Kreisdurchmesser, 
Fig.  38 


Pig.  i 


mq  :  mp  =  mp  ;  mo  oder  a  :  x  =  x  :  1,  also  auch  x^  =  a  und  x  =  Vsl, 
In  der  letzten  Figur  ist  die  Einheit  grösser  als  die  gegebene  Zahl 
oder  a  <[  1. 
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Nach  der  Konstruktion  in  Fig.  39  ist  die  Tangente  ms  an  den 
Halbkreis  osq  für  mo=l  die  Quadratwurzel  aus  der  gegebenen  Länge 
mq  =  a. 

Fig.  39. 


Es  ist  ms^  +  sp^  =  (om  4"  op)^  und  weil  sp  =  op,  so  folgt 
ins*  =  (om-|-  op)^  —  op^  =  om^  -}-  2  -op  -om; 
für  om  als  Einheit  ergiebt  sich  ms*=l  +  2op. 

Nun  ist  aus  der  Figur   entnommen  2«op  +  ora  =  a,    sonach  für 
om  =1,  op  =  — ^ —  und  folgUch  in  ms^  eingesetzt,  ms^  =  a,   ms  = 


Mit  Hilfe  der  sämtlichen  vorstehenden  Konstruktionen  ist  es  nur 
möglich  eine  Quadratwurzel  auf  graphischem  Wege  auszuziehen;  durch 
Wiederholung  der  Konstruktion  erhält  man,  wie  schon  augedeutet,  die 
4.,  8.,  16 Wurzel. 

Um  die  n- Wurzel  aus  einer  Zahl  a  auf  graphischem  Wege  auszu- 
ziehen, können  wir  aber  noch  ein  Näherungsverfahren  einschlagen,  in- 
dem wir  a  so  in  zwei  Summanden  a  =  u-|-v  zerlegen,  dass  der  erste 
derselben    die    der  Zahl  a   möglichst    nahe   liegende   nte  Potenz    einer 

5 

ganzen  Zahl  ist.     Beispielsweise  würde  man  "/öG,  für  a  =  56,  n  =  ö 

s 
als  öte  Wurzel  der  Summwerte  u=  32  und  v  =  24  auffassen,    -/"öß  = 

5  5  

/32-I-24,    weil   Wl  =  1  eine  ganze  Zahl  liefert;    ebenso   /l46  = 

/l21  +  25,  besser  "/'114  +  2;    weil  Vvi\  =  if  eine  ganze  Zahl  als 

3 3 

Resultat  der  verlangten  Quadratwurzel  Uefert;  ferner  ^325=  y"r2ö  + 200, 

3 

weil  5':=  125,  bezw.   VV2b  =  b  wieder  5  eine  ganze  Zahl  ist,    die  in 

3  

der  verlangten  Wurzel  "/32ö  enthalten  sein  muss. 
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Zerlegt  man  jetzt  mit   Zuhilfenahme  des  binomischen  Lehrsatzes*) 
den  Ausdruck  (u  +  v)"  in 


(u  +  v)"*  =  u"*  +  mu"*-  ^  V  -\ ~— 7i — -  u 


1.2 


m  — 2  v2 


v*  + 


m(m  — l)(m  — 2)  „„_ 


1.2-3 


m  — 8  wS 


V»  + 


und  setzt  m  =  — ,  dann  erhält  man  für  die  ersten  beiden  Glieder  genau 
n 

genug  als  nte  Wurzel: 


(u4- v)r=  "V^u-f-v  =  u*"  -\ u''       V,  das  ist 


'       1     ' 
n 


y^u+v=/;r(i+^) (?) 

Diese   Formel   giebt  uns  ein  allgemeines  Resultat,  also  auch  noch 
eine  Annäherungslösung  für  die  2.,  4.,  8.  .  .  .  Wurzel,  sie  setzt  aber,  wie 

n 

schon    angedeutet,   bereits    die    V^u  voraus.     Graphisch   bilden  wir  für 

y 

irgend  eine  passende  Einheit  — ,  und  zählen  zum  nten  Teil  dieser  Länge 


u 

V      .        .  «V— 

—  die  Einheit  zu,  tragen   Vu    auf  und  multiplizieren  schUesslich  1  + 

mit  y  u. 

n    u 

Wir  haben  in  den  Fig.  40  und  41  zwei    Fälle   unterschieden:    in 

Fig.  40. 


♦)  S.  Band  I,  Seite  163. 
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V  V 

Fig.  40  ist  —  grösser  als  die  Einheit,  in  Fig.  41  ist — <;i.  Man  trägt 
auf    einen    Winkelschenkel    mo  =  1    auf,    auf   den    andern    mp  =  u 


Flg.  4t. 


und  m8  =  v,  verbindet  p  mit  o  und  zieht  ssj  parallel  dieser  Linie,  so 


—  V  .  V 

wird  mSi  =  — ,  denn  es  ist  1 :  u  =  — :  v. 
^        u  u 


I     V 


Femer  trägt   man    von   m    nach   q^    die   Länge   1 -| aufu 


n   u 


überträgt  sie  durch  Kreisbogen  nach  mq,    ebenso  wird  iTu   nach    mn 

1  _| J   Yu    auszuführen, 

verbindet  man  q  mit  o  und  zieht  zu  oq  die  Parallele   nt,    so   wird  mt 


das  Produkt  x  =  Vu^-  v. 
Beispiele. 

3  

L  Es  soll  graphisch  ausgeführt  werden   "/35,1,  Fig.  42.    Man  zer- 

3  s       

legt  36,1  in  u  +  v  =  27  +  8,1,  erhält  demnach   /35,1  =  /27  +  8,1 

8    3    

oder  ySM  =  l/27  (l  +  |y),  das  ist  aber  nach  Gl.  7  1/27(1  + 

8  

o  '      )  oder  1/  27  f  1  +  -^ ^—\     Die  graphische  Rechnung  ist  nach 
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Fig,  40  durchgeführt.   Der  Endpunkt  der  Einheit  o  ist  mit  p,  dem  End- 

09  

punkt  des  Divisors  3  in  -^  verbunden,  während  0,9  nach  ms  übertragen 

Plg.  42. 


1/33:1-3.26- 


09 

wurde,    durch  s  eine  Parallele  zu  op  gezogen,    erhält  man  ms^  =-^; 

der  3.  Teil  dieser  Länge  zu  l=mo    addiert,  igiebt  mqj  =mq.     Die 

'4       0  Q  ^  

Multiplikation  von  1  +  -0 ^  ^i^  mn  =  Y21  =  3  liefert  dann  das  Re- 

sultat  mt  =  3,25  3,27. 

II.    Um  die  6.  Wurzel  aus  136,8    auf  graphischem  Wege  zu  be- 
rechnen, zerlegen  wir  die  Grundzahl  in  64  +  72,8;  es  ist  dann 


^136,8  =  ^64  +  72,8  =  ^64  (l  +^)  ; 
ach  Gl.  7  lässt  sich  dann  genau  genug  setzen 

)7:3s;=^AI(,+i-.i|^)=lA(.+|^), 


wonn 


\/7i 


64  =  2. 


In  Figur  43  sind  dieselben  Buchstaben  wie  in  den  obigen  zu  Grunde 

gelegt,  wir  erhalten  sonach  durch  mSj   wieder  —  =  Xq9^'    mq  =  1  + 

I  6^ 

~ und  durch   mt  =  2,35  das  Resultat,  (genau  ist  V  136,8  =  2,27). 

o    u 


33 
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/  64  (^1+64  / 
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3  8 

^99:^=^64(l  +  i-.if)wird.     . 
Man  erhält  durch  msj  =  —  =  -jr-  und  es  wird  mq  =  1  -|-  -^  •  -4-,  die 

8  , 

graphische  Multiplikation  mit  1^64  =  4  liefert  mt  =  4,64. 

IT.  Das  Volumen  einer  Kugel  sei  V  =  8,24  cbm;  es  soll  der  Durch- 
8  

messer  d  =  1/ auf  graphischem  Wege  gefunden  werden. 

Die  vorstehende  Formel,   aus  V  =  -^  d^   entnommen,    lässt    sich 

rig.  45. 


3  3  

näherungsweise  schreiben  d=  V^V=  V^l  6,48,  wenn  V  eingesetzt  wird. 

3 

Zerlegt    man   16,48  in  u  =  8,  v=8,48,    dann  wird  /l6,48   = 

Vr(l  +-3-  ^  •  06Y    Wir  haben  in  Fig.  45  neben  der  Einheit  1,06  auf- 

1  ^ 

getragen  und  1  -1--^  •  1,06  mity^=  2    multipUziert,    erhalten    2,71 

(gegenüber  dem  genaueren  Wert  2,51)  als  Resultat. 

V.  Der  Inhalt  eines  ringförmigen  Querschnitts  ist  F  =  it  (R^  —  r*), 

wenn  R  und  r  die  bezügl.  Kreishalbmesser.     Um  die  Formel  graphisch 

F 
•darzustellen,  betrachten  wir  —  ==R*  —  r*  als  die  Differenz  zweier  Qua- 

•drate,  trägt  man  R  =  oq  und  r  =  pq  als  Hypotenuse  und  Kathete  eines 
rechtwinkeligen  Dreiecks,    Fig.  46,  auf,    so  ist  die  andere  Kathete  op 


dann  offenbar  1/  — .     Quadriert  man  die  Länge,  so  ergiebt  sich  nn^ 

F  F 

als — ;  eine  graphische  Multiplikation  mit  tc,  indem  man —  von  o  nach 

TZ  IC 
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8  und  7c  auf  die  verlängerte  Einheit  von  m  aus  anträgt,    fuhrt  zu  der 
Länge  o^t,  das  ist  die  fragliche  Fläche. 


Die  Radien  R  und  r  sind  in  der  Fig.  1,87°  und  1,36°  angenommen, 
man  bekommt  aus  derselben  5,17  "^^  als  Ringquerschnitt. 

VI.   Es  sei,  Fig.  47,    0  =  4,83'°   die  Oberfläche  einer  Kugel  ge- 
geben; man  soll  graphisch  den  Eugelhalbmesser  ermitteln. 


36 
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Bekanntennassen  ist  0  =  4  r^  ^,  mithin  r  =  - 


Flg.  47. 


Führen  wir  zunächst  eine  graphische  Division  —  aus,   so  erhalten 


wir  durch   on  das  hierauf  bezügl.  Resultat,  die  Hälfte  der  Wurzel  aus 
— ,  die  Länge  op=-^08,  bezw.  r  =  0,62  giebt  das  gesuchte  Resultat. 

TZ  £t 

VII,    Wir  haben  im  IL  Band   bei  Gelegenheit  der  Anwendungen 

FiK.  48. 


Pig.  49. 


der  Mechanik  auf  Festig- 
keitsverhältnisse der  Kör- 
per mehrfach  die  Formel 
d  =  a  VV  angewandt,  in 
den  Figuren  48  und  49 
ist  diese  Formel  in  zwei 
Fällen  graphisch  darge- 
stellt Beide  entsprechen, 
was  die  Auflösung  der 
Quadratwurzel  anlangt, 
den  Figuren  36  und  37. 
Die  graph.  Multiplikatio- 
nen sind  der  betr,  Ein- 
heit unmittelbar  angereiht. 
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In  Fig.  48  wurde  1,2  VSSöO,  in  Fig.  49  1,8  /215  ausgeführt,    beide 
Figuren  liefern  70,  bezw.  d  =  2,64  (26,4). 


5.    Die  grapMsehe  Darstellung  der  trigonometrischen 
Funktionen. 

Bekanntlich  sind  die  trigonometrischen  Funktionen  bestimmte  Ver- 
hältnisse zwischen  Katheten  und  Hypotenuse  und  Katheten  unter  sich  in 
einem     rechtwinkeligen 

Dreieck.  Denken  w  uns  ***•  **^* 

ein  solches  opq,  Fig. 
50,  in  einen  Kreis, 
dessen  Halbmesser  oq 
=  R,  eingezeichnet,  so 
ist  b  die  halbe  Sehne, 
b  =  V«  qqi>  indem  qq^ 
die  ganze  den  Winkel 
2  ß  stützende  Linie  (Seh- 
ne, Winkelstütze  =  si- 
nus,  lat.)  ist.  Man  nennt 
das  Verhältnis  der  hal- 
ben Sehne  zum  Halb- 
messer -5-  das  Sinus- 

Terhältnis  oder  kurzweg  den  Sinus  des  Winkels  ß;  weil  nun  die  Linie 
a,  die  Projektion  des  Halbmessers  auch  abhängig  von  derselben  Winkel- 
weite, der  Sehne   koordinierend,    zugehörend,  ist,  so  nennt  man  das 

a 
Verhältnis  -^  das   koordinierende  Sinus-  oder  abgekürzt   das  Kosinus- 

b  a 

Terhältnis,  den  Kosinus  des  Winkels  ß;  sin  ß  =  ^,  cosß  =^. 

Errichtet  man  eine  Tangente  in  m,  so  steht  deren  Länge  t,  von 
"<  ß  abhängig,  in  demselben  Verhältnis  zum  Halbmesser  om  =  R,  wie 

b  zur  Linie  a;  man  nennt  darum  das  Verhältnis —  das  Sinus-Kosinus- 
'  a 

oder  Tangentenverhältnis,  so  dass  ^  =  —  =  tang  ß.     Femer  ist  die 

cos  p       a 

Länge  der  Linie  rnjUi  wieder  zugehörend,  koordinierend  zur  Tangenten- 

l         a 

länge  mn,  und  zwar  verhält  sich  mjUj  :  om^  =  a :  b  oder  -i-  =  — ,  man 
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nennt  darum  dieses  Verhältnis  das  Kotangentenverhältnis  zum  Winkel  ß 

a        cos  ß 
mit  der  Bezeichnung  cotang  ß  =  -r-  =  — — -. 

b        sm  p 

Bei  Veränderungen  des  Winkels  ß  zwischen  0°  und  90°,  und  0° 
und  360°  kann  man  leicht  das  Wachstum  und  die  Abnahme  der  uns 
besonders  interessierenden  Linien  a,  b,  t  und  t^  und  hiermit  den  Ver- 
lauf der  trigonometrischen  Funktionen  erkennen,  aber  auch,  dass 

das  Bogenverhältnis  qm:R  zwischen  dem  Sinus  b  und  der  Tangente  t 

liegt;  für  ganz  kleine  Winkel  ist  sin  ß  =  ß  =  tang  ß.  Trägt  man  in 
einem  Viertelkreis  vom  Halbmesser  R=  1000""°  =  1"  sämüiche  Winkel 
von  0°  bis  90°  ein,  so  geben  die  Abmessungen  der  fragUchen  Linien  a,  b, 
t,  tj  die  trigonometrischen  Verhältnisse  unmittelbar*),  für  ß  =  30°  würde 
b  =  0,5"  =  500""»,  a  =  866""*  =  0,866",  t  =  577""  =  0,577",  t^  = 

1,732"  und  die  Bogenlänge  mq  =  0,524"  sein. 

Die  beistehenden  Figuren  51  und  52  sind  eine  Erweiterung  der 
Fig.  20  und  21,  der  Winkel  bei  m  ist  mit  9  bezeichnet. 

Man  erkennt,  dass  —  =  cos  ©,  d.  i.  —  =  cos  ©,  also  a  =  — - — 
a  ^  a  cos  9 

mn      ,        c,  ,    .  — 

ist,  ganz  ebenso  ist  ==  oder  ;=  =  cos  9,    d.  1.  c^  =  mo  cos  9  = 
mo  mo 

cos  9. 

Da  nun  c^  =  — ,  c^  =  — 2,  Cg  =  -3 ,  04=-^..  •,  so  ergiebt  sich  für 
a  a  a  a 

die  beUebige  Zahl  a,  bezogen  auf  die  Einheit  mo=  1, 

Ci  =  cos  9,  c^=  —  =  cos^  9,  C3  =  -3  =  cos^  9,  C4  =  ■-j=  cos-*  9  (8) 
a  a  a 

In  dem  Dreieck  mno  Fig.  51  ist  ferner  =  =  sin9,    hiemach  ist 

mo 

-p  =  sin  9  also  s^  =  sin  9.     Da  nun  S2  =  s^  sin  9,  S3  =:  s^  sin  9,  S4  = 

Sj  sin  9,  so  entwickeln  sich  die  Potenzen  des  Sinus  als  Längeneinheiten  für 
mo=:  1  aus 

Sj  =  sin  9,  Sj  =  sin^  9,  Sg  =:  sin^  9,  S4  =  sin*  9     .     .      (9) 

Eine  weitere  Vergleichung  mit  Fig.  20  führt  zu  md  =  a-= — ^-, 

COS**  9 


♦)  S.  d.  Tab.  im  Anhang. 
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me  =  a'  = 


mo 


cos*  9 


demnach  Sq  = 


sm  9 


,  femer  weil  — »  =  sin  9,  so  folgt  —  =  sin  9, 
mf  ^  °    80 

endlich   kann    man    in  Bezug  auf  die 


u.  8.  w 


ti 


Längen  tj  und  t,,  weiter  schliessen,  da  =1=  =  sin  9  und  tj  =  to  cos  9, 

md 


sin  9  tang  9        tj     tang  9 sin  9 


*       cos^9 


cos  9  cos  9 


cos*  9 


cos*  9 


u.  s.  w. 


Entwickelt  man  die  positiven  und  negativen  Potenzen  im  Sinne  der 
Fig.  18  bezw.  19,  so  stellt  man  für  die  Einheit  mo=  1  gleichzeitig  die 
Potenzen  von  tang  9  und  cotang  9  dar.    Figur  52  liefert  unmittelbar  aus 


Y  =  tang  9,  t  =  tang  9,  t*  =  tg*  9,  t»  = 

cotg9  etc. 


(10) 


Beispiele. 


71g.  53. 


kK'"" 


,---« 


-''|P 


riT 


-.i::! 


1000-1 


-a-l840- 


Fig.  54. 


I.  Es  soll  die  Höhe  eines  Turmes  auf  graphischem  Wege  be- 
rechnet werden.  Den  Ele- 
vationswinkel,  Fig.  63,  fand 
man  in  der  Entfernung  a  = 
h-at!anga  1840"  ZU  a  =  17°50',  die 
Höhe  ist  dann  h  =  a  tang  a. 
Trägt  man  an  die  Ein- 
heit mo  =  1  den  Winkel  a 
an^  dann  folgt  durch  graphi- 
sche Multiplikation  1  :  op  = 
a:nq,  das  ist  l:tanga  = 
a :  h,  woraus  h  =  a  tang  a  = 
590". 

II.  Es  ist  Fig.  54  ein 
Krahnausleger  von  a  =  3° 
Ausladung  und  H  =  4,  bezw. 
h  =  2,5"  Säulenhöhe  gegeben, 
in  m  wirkt  eine  Last  von  Q 
=  2000  kg.  Wie  lassen  sich 
die  durch  die  Zerlegung  bei 
m  resultierenden  trigonometri- 
schen Ausdrücke  für  Pj  und  Pj  arithmographisch  berechnen? 


H-i' 


Q-2000kg 
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Betrachtet  man  Q  als  Resultierende  der  Teilkräfte  Pj  Pg,  so  findet 
sich  aus  der  Proportion  (s.  Bd.  I,  S.  70). 

Pj  :  sin  a  =  Q  :  sin  (ß  —  a),  Pi  = 


sin  a 


und  aus  P,  :  sin  [180  — 


8in(ß  — a)' 
(a  +  ß  — a)]  =  Q:sin(ß  — a), 
sinß 


P,=Q 


sin  (ß  —  a) ' 


Pj  ist  Zug-  und  P,  Druckkraft. 

Um  die  Formeln  fiir  Pj  und  P,  gra- 
phisch darzustellen,  haben  wir  in  Fig.  55 
Qsina  und  Qsinß  entvdckelt.  om  ist 
die    Einheit    ftir    1000    kg,    die   Grösse 

mn  =  2  ist  sonach  dem  Wert  Q  gleich. 
Man  überträgt  aus  Fig.  54  die  beiden 
Winkel  a  und  ß  und  fällt  von  dem  End-  ^ 
punkt  der  Kraft  Q,  von  n,  die  Senkrech-  ü> 
ten  np  und  np^  auf  die  übertragenen 
Winkelschenkel;  die  Längen  np  und  np^ 
sind  dann  die  Produkte  Q  sin  a  und 
Q  sin  ß.  Die  Senkrechten  von  o  aus  auf 
mp  und  mpi  sind  die  sin  der  Winkel  a 
und  ß.  Zur  Darstellung  des  Nenners 
sin  (ß  —  a)  trägt  man  <  ß  —  a  an 
om  an  und  fällt  die  Senkrechte  ox  = 
sin  (ß  —  a);  die  letztere,  sowie  die  Längen 
np  und  npi^  der. obigen  Produkte  werden 
nun  auf  mq  übertragen,  so  dass  ox  = 
mxj,  mq  =  np,  mqj=np, . 

Verbindet  man  o  mit  x^  und  zieht 
durch  q  und  q^  Parallele  zu  dieser  Ver- 
bindungshnie,  so  schneiden  diese  auf  der 

verlängerten  Einheit  P|  und  P,  ab;    denn  es  verhält  sich  raxj  :ino  = 
mq^  :  P^  und  mx^  :  mo  =  mq  :  P,,  somit 


p  mo-mq^ _Q  sin  a       p   

'~     ^     -sin(ß-ay^«- 


Qsinß 


mo  »mq  

mx7      ~"  sin  (ß  —  a)* 
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Die  Zeichnung  ergiebt  als  Zugkraft  P^  =  2900  kg    und   für  Pg  = 
4100  kg. 

III.   Ist  in  Fig.  54  der  Winkel  ß  =  90°,  also  die  obere  Zugstange 

Q 


horizontal,  dann  ist  die  Kraft  in  der  Druckstrebe  P,  = 


cos  a 


aus    der 


letzten  Formel  des  vorigen  Beispieles  folgt  Po  =   .    .,/! =  . 

°      *       sin  (90 — a)       cos  a 

In  Fig.  56  haben  wir  für  Q  =  2500  kg  und  a  =  46°  P^  graphisch 

berechnet.     Errichtet  man    am    Endpunkt    einer   Einheit  mo  in  o  eine 

PiR.  56. 


Senkrechte  und  schneidet  diese  mit  dem  Winkelschenkel  unter  45°,  so 
ist  die  Hypotenuse  die  Reciproke  des  Kosinus.  Trägt  man  von  m  an 
die  Gegebene  Q  =  2500  (2,5  als  Längenmass)  an,  so  fuhrt  die  gra- 
phische Multiplikation  zu  mn  = 


cos  a 


Bezogen  auf  die  Einheit  mo  erhält  man  aus  der  Figur  das  Resultat 
3,54,  das  sind  3540  kg  Druckkraft. 

Die  Zugkraft  in  der  horizontalen   Strebe  wird  P,  =  —,—  ,7;^ c- 

^        sm  (90  —  a) 

oder  Pj  =  Q  tang  a,  welche  Formel  nach  dem  Verfahren  Fig.  53  arithmo- 

graphisch  ausgeführt  werden  kann. 

IV.    Ist  1  die  Pendellänge  eines  sog.  Watt'schen  Centriftigalpendel- 
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regolators  (s.  Bd.  I,  S.  363),  der  Ausschlagwinkel  9  =  30°,  dann  sind 
die  Umdrehungen  pro  Minute  nach  der  Formel  zu  berechnen 


=  !0l/_^_  =  29,88  l/-r-^  =  10  •  2,988  ]/'- 
TC  ^      1  COS  9  1^      1  cos  9  y 


1 


1  cos  9 

Wir  haben  für  1=  0,64"  und  9  =  30°,  n  graphisch  in  beistehender 
Figur  berechnet. 


pip.  57. 


^Ss^ 


Man   trägt   zunächst  an  mo  =  1    den   Winkel    9  =  30°    an,    es 
ist   dann   im   rechtw.    Dreieck   mop,    weil  z^^   ==  cos  9,  mp 


mp  cos  9 

Trägt  man  femer  von  m  aus  1==0,64  auf  mp  ab,  und  verbindet  den 
Endpunkt  mit  0,  so  verhält  sich    mn  ;  1  =  mp  :  mq, .  woraus    mq  = 

mp 1 

inn~lcos9'  

Konstruiert  man  auf  mq  einen  Halbki'eis  und  verlängert  op  bis  p^, 
dann   ist,    wie   uns   bekannt,   mp^   die    Quadratwurzel   aus   mq,  somit 
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mpi  =  1/  -j .     Die  graphische  Multiplikation  mit  2,988  ergiebt 

40  Umdrehungen. 

y.  Der  Schwerpunktsabstand  vom  zugehörigen  Kugelmittelpunkt  eines 

Kugelsegmentes  ist  (s.  Bd.  I,  8.  94)  s  =  '/i  r-Vt^^-  Wir  haben 

Fig.  56. 


in  Fig.  68  lür  a  =  41°  40'  und  dem  Kugelhalbmesser  r  =  4,664",  s  gra- 
phisch berechnet;  der  Winkel  a  umfiasst  hierbei  die  halbe  Schnittbogen- 
lÄnge  des  Segmentes. 

Der  Schwerpunkt  dieses  Kugelabschnittes  liegt,  wie  die  Konstruktion 
der  Fig.  ergiebt,  in  s  =  3,8'"  Entfernung  vom  Mittelpunkt  des  Kugel- 
mittels, von  welcher  das  Segment  abgeschnitten  wurde. 
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Die  tiigonometrische  Tangeute  des  gegebenen  Winkels  ist  lang  ■il'' 
40  =  0,89*),  trägt  man  an  die  Einheit  mo  =  1  eine  Senkrechte  von  dei' 
Länge  0,89,  dann  ist  der  Winkel  von  il""  40'  durch  den  Schnitt  der 
Hypotenuse  mit  der  Senkrechten  konstruktiv  bestimmt.  Die  Senkrechte 
po  auf  die  Letztere  schneidet  den  Kosinus  ab;  mq  ist  dann  1  -f- cos  a 
und  diese  Länge  senkrecht  zur  Einheit  in  o  errichtet,  ergiebt  nach  be- 
kannter Konstruktion  (1  +  cos  a)^  =  qq^. 

Wir  haben  nun  qqj  nach  mq^  und  2  -j-  cos  a  nach  mn  übertragen, 

q^  mit  n  verbunden  und  durch  o  (der  Einheit)  eine  Parallele  gezogen,  man 

( 1    I   cos  ol) ^ 

erhält  dann  die  Division  a  =  -^^ — ^ — .     Um    endlich  die   Multipli- 

2  +  cos  a 

kation  mit  */4  r  auszufuhren,  trägt  man    '/^  r  von  m  aus  auf  die  untere 

horizontale  Linie  und  zieht,   wie  bekannt,  d^   parallel  zu  nqj,  welche 

auf  der  Verlängerung  von  mq^  s  =  3,8  abschneidet;  denn  es  verhält  sich 

a  :  1  =  s  :  */4  r. 

VI.   Der  Schwerpunkt  eines  Kreisausschnittes  liegt  vom  Mittelpunkt 

des    Kreises   in   der   Entfernung  s  =  ^/g  r .      Der    halbe    Bogen- 

winkel  sei  a  =  35°20',    der  Radius  r  =  3,543".     An  die  Einheit  mo, 
Fig.  59,    tragen  wir  den  Winkel   a  an  und  fällen  von  o  aus  auf  den 

Fig.  59. 


Schenkel  ms  die  Senkrechte  op    und   schlagen  von  m  den  Bogen  op| 

mit  dem  Radius  als  Einheit;  es  ist  dann  op  der  sin  a  und  opj  =a.  Trägt 
man  %  r  =  mu  von  m  nach  u,  und  zieht  su  parallel  zu  op,  dann 
verhält  sich  1  :  sin  a  =  %  r :  su,  woraus  su  =  ^/j  r  sin  a. 

*)  S.  d.  Tab.  im  Anhang. 
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Überträgt  man  op^  nach  mq  und  su  nach  mn,  zieht  nt  parallel 
zu  oq,  so  haben  wir  eine  graphische  Division  ausgeführt  und  erhalten 
8  =  2,21°*,  denn  es  gilt  die  Proportion  a:  l  =mn:mt,  woraus 


pit  = 


mn 


rsm  a 


OL  ^         OL 

Vn.  Es  soll  der  Inhalt  eines  geraden  Kegels  graphisch  berechnet 
werden,  wenn  die  Höhe  h  =  1,36  und  der  Winkel  an  der  Spitze  a  = 
96°  20'  gegeben  sind. 


Flg.  60. 


/     / 


4  ^       " 


// 


h^Atf^'- 


I/Ali' 


i_L 


\\, 


\t- 


\. 


\ 


^-a 


-«8^2- 


/ 


V- 


1,28 


/\ 


\ 


Die  Grundfläche  ist  f  =  r^TC,  oder  weil  r  =  htang— , 

f  =  TU  h « tang*  y ;  der  Inhalt  V=  Vs  r^  :^  h  =  \  tu  h»  tang^  -J. 

In  Fig.  60  haben  wir  an  die  Einheit  mo  =  1  den  Winkel  -^  = 
48**  10'  und  die  Senkrechte  in  o,  h=  1,36  aufgetragen,    und  nach  be- 
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kannter  Konstruktion  taiig^-^  und  h^   ermittelt,    tang -^  findet  sich  un- 

OL 

mittelbar  durch  den  Schnittpunkt  p;  op  =  tang— .     Das    Produkt 

h»  a  h^       

-x-tang*  -TT-  stellt  die  Linie  qs  dar,  denn  es  verhält  sich  1  :  -r-  =  mq :  qs, 

1^8 US  ff 

ivomit  qs  =  -^  mq  =  —  tg^  -^.   Überträgt  man  s  nach  Sj  und  den  Wert 

z  =  3,14  von  m  in  die  Horizontale,    so  erhält  man  durch  eine  weitere 
graphische  Multiplikation  V  =  3,28  cbm. 

VIIL    Es   soll   der  Schwerpunkt    eines  Kreisabschnittes   graphisch 
bestimmt  werden,  Fig.  61. 

Flg.  61. 
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---^ 

L^lznA'la     \ 

/'     (r.2,76)                                        -- -__ 

Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Entfernung  s  =  */s  r 


sm*  a 


a  —  Vi  si"  '^  0^ 

vom  Kreismittelpunkt  (s.  Band  I,  Seite  97).  In  dieser  Formel 
ist  r  der  Halbmesser  und  a  der  den  Abschnitt  einschliessende 
Centriwinkel ,    a  =  36  ®    30 '.      Wir    treffen     diesen    Winkel     an    die 
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Einheit  mo  =  l  an  und  suchen  zunächst  sin'a  =  pq;  durch  Antragen 
des  doppelten  Winkels  ergiebt  sich  femer  sin2a  =  oqi.    Schlagen  wir 

jetzt  den  Bogen  op^  =  a  und  ziehen  von  diesem  die  halbe  Länge  oq^ 

ab,  so  bleibt,  os  =  ot  gemacht,  als  Differenz  p^s  :==:  a  —  ^1^  BUi2  a.  Zur 
Ausfiihrung  der  graphischen  Multiplikation  %  r  •  sin*  a  übertragen  wir  pq 
nach  mn,  verbinden  n  mit  o  und  ziehen  durch  den  Endpunkt  der  auf- 
getragenen %  r  eine  Parallele  hierzu,  dann  ist  mz   das  fragliche  Pro- 

%  r  sin*  a 


dvktf  der  Zähler  des  Bruches 


Den  Nenner  p^s  tragen 


OL  —  V2  sin  2  a* 

wir  nach  mw,  verbinden  w  mit  z  und  ziehen  durch  0  hierzu  eine  Parallele, 
welche  auf  der  Verlängerung  von  mq  die  Schwerpunktsentfemung  s  ab- 
schneidet; die  letzte  Division  erklärt  sich  durch  die  Proportion 


mw  :  mz  =  1 :  s,  woraus  s  = 


mz %rsin*a  '/arsin'a 


a  —  Vi  sin  2  ol 
Die  Zeichnung  ergiebt  die  Länge  s  =  2,4. 

IX.     In    nachstehender    Zeichnung,    Fig.   62,    sei    AOBC     ein 
Kegelschnitt,    eine   Parabel,    Ellipse,    Hyperbel   oder    auch    ein    Kreis. 

Fig.  62. 


Krümmungshalbmesser  an  Kegelschnitten. 
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BP  eine  Tangente  am  Berülirungs- 
punlit  B.  Verbindet  man  B  mit  dem 
Scheitel  der  Kurve  0,  und  errichtet 
in  0  die  Senkrechte  OD  auf  die  Achse 
der  Kurve  OX,  so  schneidet  eine  Senk- 
rechte auf  OB  durch  D  auf  OX  die 
Länge  OM  ab.  Es  lässt  sich  nun  der 
Nachweis  Uefem*),  dass  OM  der  kleinste 
Krümmungsradius  r  ist,  d.  h.  ein  mit 
diesem  Halbmesser  durch  den  Scheitel 
0  gehender  Kreis  ersetzt  einen  Teil 
der  Kurve  nahezu  oder  bildet  mit  dem 
Kegelschnitt  eine  Berührung  IL  Grades. 
Misst  man  ferner  D  B = t  und  die  Senk- 
rechte OD  =  jo,  so  findet  man  den 
Krümmungsradius  II  im  Berührungs- 
punkt B  aus  der  Beziehung 


R 


(a)' 


In  der  Figur  haben  wir  eine  pa- 
rabolische Kur^^e  zu  Grunde  gelegt,  die 
Tangente  PB  findet  sich,  indem  man 
die  Abscisse  x  nach  OP  überträgt  und 
P  mit  B  verbindet,  femer  ist  t  =  3,56, 
Vq  =  2,2 ;  r  =  3,48  nach  der  in  der  Fig. 
verwendeten  Einheit;  man  erhält  dann 

R=3.48(||2o)=1^.6-  Einege- 
naue  Rechnung**)  ergiebt  14,66;  der 
Parameter,  das  ist  die  Senkrechte  auf 
die  Achse  durch  den  Brennpunkt  der 
Parabel  ist  p  =  2  r  =  6,96. 

Als  weiteres  Beispiel  haben  A\'ir, 
Fig.  63,  eine  Elüpse  gewählt,  OBCE. 

*)  S.  Hecht,  Hand-  u.  Hülfsbiich  für  Ab- 
Hvrkimg  von  Kurven,  Verwertung  der  Kegel- 
schnitte S.  101.     Kühtmann,  Dresden. 

*♦)  Der  1.   und  2.  Differentiiilquotient   der  (41.  der  Parabi 

Hecht,  Mechanik.    lU. 
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52  Krümmungshalbmesser  an  Kegelschnitten. 

Der  Krüminungshalbmesser  in  0  ist,   wenn  a  und  b  die  beiden  Achsen 

sind,  r  =  — ,  der  in  C,  am  Ende  der  kleinen  Achse  r^  =  y-.  Legen  wir 
a  D 

durch  die  Punkte  0  und  C  einen  Halbkreis,    dessen  Mittelpunkt  in  die 

Achse  fällt,  so  schneidet  dieser  die  Länge  r  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse 

b^ 
N  nach    rechts  ab:    denn  es  verhält  sich  a:b  =  b:r,   woraus  r  =     -. 

a 

Überträgt  man  r  nach  OM,  verbindet  0  mit  B,  einem  beliebigen  Bogen- 
punkt,  und  errichtet  eine  Senkrechte  in  0  auf  ON,  ebenso  eine  in  M 
auf  OB,  so  ergiebt  sich  der  Tangentenschnittpunkt  D;  t  und  Yq  abge- 
messen, findet  man  durch  Rechnung  das  Verhältnis  der  Krümmungs- 
radien in  0  und  B,  —  =  (  —  )  . 

In  den  Figuren  64  und  65  haben  wir  R  graphisch  bestimmt. 

Die  Parabel  in  Fig.  64  ist  die  gleiche  wie  in  Fig.  62;  um  die  Kon- 
struktion anschaulicher  zu  machen,  haben  wir  den  Berührungspunkt  B 
mehr  nach  rechts  verlegt,  der  Krümmungshalbmesser  dieses  Punktes  wird 
allerdings  dann  so  gross,  dass  der  Krümmungskreismittelpunkt  nicht  mehr 
in  der  Zeichnung  erreicht  werden  konnte. 

Man  trägt  zunächst  eine  Einheit  auf  OD,  Om  =  1  ab,  errichtet 
in  D  eine  Senkrechte  DFJ_OD  und  macht  OF  =  t  =  DB;  die  Senk- 
rechte in  m  schneidet  in  H  das  Verhältnis  —  ab,  denn  es  verhält  sich 

yo 

OF        t 

1  :  y^  =  OH  :  OF,   woraus  OH  =  --  =  — . 

Jo         Yo 
Errichtet  man  ferner  eine  Senkrechte  auf  OH  durch  0  und  über- 
trägt die  Einheit  nach  Omj,  so  findet  man  nach  bekannter  Konstruktion 

durch  OG  die  3.  Potenz  von  OH;  es  ist  dann  0G  =  ( — )  .  Denklein- 

^yo^' 
sten  Krümmungsradius  r,  in  0,  kann  man  jetzt  gleichlautend  mit  Fig.  62 

bestimmen    oder  auch,  wie  in  Fig.  64  geschehen,    durch    Konstruktion 

einer  mittleren  geometrischen  Proportionale;  denn  es  ist  y  =  V^px  und 

Vi  1/—  "od  'A~'t  ^^  —  V4  1/—  in  ^i^  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser  p  = 


/   YT'. eingesetzt,  erhalt  man  p  =  V,  1/  ^^— ^ -  ;    f ur   x  ^  2,8 


der  Figur  und  p  =  6,96  erhält  man  p  =  Vs  1/  -  A^     =  14,66. 

r       6,96 
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p=2r.     Ein  Halbkreis  durch  OB  gehend,    dessen  Mittelpunkt  in  der 


Achse  liegt,  schneidet  p  =  6,96  ab,  wonach  r 


_  _P_  _ 


3,48,    wie    in 
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Fig.  62.     Man    trägt  nun  r  nach  BL,    macht  LK  =  1,    KJ  =  OG  = 

(  — )  ,  errichtet  ferner  in  B  eine  Senkrechte  oder  Normale,  BBj,  welche 

mit  dem  Krümmungshalbmesser  zusammenfällt,  und  zieht  endUch  LJ, 
welche  Linie  auf  der  Normalen  BB^  R  =  43,7  abschneidet.  Die  Abscisse 
des  Punktes  B  ist  x  =  7,82;  durch  Rechnung  ergiebt  sich  nahe 
dasselbe  Resultat,  die  Diflferenz  hegt  nur  in  der  Ungenauigkeit  der 
Zeichnung. 

In  Fig.  65  haben  wir  den  Krümmungshalbmesser  des  elliptischen 
Bogenpunktes  B  bestimmt.     Die    Konstruktion    ist  die  nämliche  wie  in 

Fig.  64,  nur  ist  die  graphische  Multiplikation  r  •  ( —  )   etwas  abweichend 

durchgeführt;  indem  wir  die  Längen  Om^  =  1  und  0G=  (  —  )   gleich 

unmittelbar  verwendet  haben.  Aus  der  Proportion  Om^ :  Km^  =  OG :  KC^ 

ergiebt    sich    KC,    =  R  =  —y^^ =  r(  — )  »  welche  Länge  nach 

Omi  Vyo/ 

BC  übertragen  wurde.    Die  Rechnung  und  Zeichnung  ergeben  hier  beide 

R  =  9,4. 

6.   Die  graphische  Darstellong  der  Logarithmen. 

Die  oben  angeführten  Potenzgesetze  lehren  uns,  dass  Potenzen  von 
gleichen  Grundzahlen  multipUziert  werden  durch  Addition  der  Exponen- 
ten, dass  sie  dividiert  werden  durch  Subtraktion  derselben,  und  dass  sie 
potenziert  werden,  indem  man  die  Exponenten  miteinander  multipliziert. 
In  Beziehung  auf  die  Exponenten  lässt  sich  hiemach  eine  MultipUkation 
auf  eine  Addition,  die  Division  auf  eine  Subtraktion  imd  die  Potenzierung 
auf  eine  Multiplikation  zurückführen;  es  bleibt  sich  hierbei  gleich,  ob  der 
Exponent  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist,  im  letzteren  Fall  würde 
bei  der  Potenzierung  von  Potenzen  eine  Multiplikation  einer  Division 
mit  dem  Nenner  in  den  Zähler  des  betr.  Bruches  gleich  kommen. 

Wählt  man  nun  als  Grundzahl  die  Zahl  10  für  eine  Reihe  von  Po- 
tenzen und  stellt  man  sich  die  aufeinander  folgenden  Potenzen  mit  Hin- 
weglassung  der  Zwischenwerte  tabellarisch  zusammen,  so  erhält  man 
für  einige  Zahlen  folgende  Übersicht: 
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TabeUe  I. 

10°  = 
IOV4 

=  1 

4 

=  yio  = 

1,78 

lOVs 

lOV, 

3 

=  Viö  = 
=  Vio  = 

2,15 
3,16 

10% 

=  VlO»  = 

=  4,64 

50 


10%=  ■/'10»  =  5,63 

101  =10 

102  =  100 
10»    =1000 
10*    =10000 

In  dieser  Tabelle  wollen  wir  jetzt  die  Grundzahl  10  weglassen 
und  eine  neue  Zusammenstellung  geben,  welche  nur  die  Exponen- 
ten und  daneben  die  betr.  Zahlen  zur  Grundzahl  10  gehörend, 
enthält;  in  der  Weise  wie  Tab.  II. 

Tabelle  n.  Tabelle  III. 


Exponenten 

Zahlen 

Num. 

Log. 

0,00 

1,00 

1,00 

0,00 

V4  =  0,25 

1,78 

1,78 

0,25 

V3  =  0,33 

2,15 

2,00 

0,30 

V,=0,50 
*/,  =  0,67 
»/4  =  0,75 

3,16 
4,64 
5,63 

2,15 
3,00 
3,16 
4,00 

0,33  .  . 
0,48 
0,50 
0,60 

1,00 

10,00 

4,64 

0,66  .  .  . 

2,00 

100,00 

5,00 

OJO 

3,00 

1000,00 

5,63 

0,75 

8.00 

0.90 

10,00 

1,00 

50,00 

1,70 

100 

2,00 

1000 

3,00 

10000 

4,00 

Aus  dieser  entsteht  nun  eine  sogenannte  Logarithmentafel,  Ta- 
belle ni,   wenn  wir  in  der    äusseren    Rubrik    die    Zahlen    (Nummern, 
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Numerus  lat.  =  Zahl)  mit  Num.  überschreiben  und  zuerst  stellen,  und 
die  Rubrik  der  Exponenten  mit  log.  (Logos,  griech.  =  Wort,  Verhältnis; 
arithmos  =  Zahl)  überschreiben,  die  Reihenfolge  aber  von  den  Zahlen 
abhängig  machen. 

Die  Exponenten  nennt  man  in  einer  solchen  Art  Zusammenstellung 
Logarithmen,  die  Zahlen  ihrer  Dezimalbrüche  Mantissen  (mantissa,  lat. 
=  Anhang,  Zugabe),  die  ganzen  Zahlen  Kennziffern.  Die  letzteren  lässt 
man  in  grösseren  Tabellen  ganz  hinweg,  da  man  leicht  behalten  kann, 
dass  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  10  zwischen  0  und  1,00; 
die  von  10  bis  100  zwischen  1  und  2,  die  von  100  bis  1000  zwischen 
2  und  3  u.  s.  w.  liegen  müssen.  Diese  Hinweglassung  der  sich  doch 
nur  reihenweise  wiederholenden  Ganzen  stört  die  Übereicht  durchaus 
nicht.     Die  Logarithmen  der  Brüche  sind  negativ,  weil  die  Exponenten 

derselben  tx=  10~^,  — —  =  100 —  ^  etc.  negativ  sind.   Die  Schreibweise 

endlich  ist  log  3,16  =  0,5,  denn  100.5  =  3,16,  oder  /lÖ  =  3,16;  oder 
wenn  log  3  =  0,48,  so  ist  num  log  0,48  =  3,  d.  h.  die  Zahl  des  Logarith- 
mus 0,48  ist  3. 

Allgemein  sei  log  z  =  x,  weil  10^=  z  bezw.  log  (10*)  =  log  z  oder 
X  log  10  =  log  z;  da  nun  log  10  =  1,  so  folgt  x  =  log  z. 

Ausser  diesen  sogenannten  gemeinen  Logarithmen  mit  der  Grund- 
zahl 10,  werden  in  der  höheren  Mathematik  Logarithmen  verwendet, 
welche  zur  Basis  die  Zahl  e  =  2,7183  ....  haben,  man  nennt  sie  aus  Grün- 
den, die  hier  zu  erörtern,  nicht  der  Ort  ist,  natürliche  Logarithmen. 

Die  Rechnung  mit  denselben  ist  die  gleiche.  Auch  hier  muss  wieder 
log  nate  =  log  nat  2,7183  ....=  1  sein,  da  sonst  das  ganze  System 
nicht  in  derselben  Weise  aufgebaut  werden  könnte.  Beispielsweise  ist  hier 
log  nat  28  =  3,33,  weil  e  ^^^  =  2,7183  ^Va  =  2,718*'/»  = 

3 

V'2,718io=28. 
Mit  Hilfe  einer  solchen  Logarithmen -Tabelle  lassen  sich  nun  that- 
sächlich  MultipUkationen  durch  Addition,    Potenzierungen    durch  Multi- 
plikationen, und  Divisionen  durch  Subtraktionen  ausführen. 

Beispiele.  1.  Es  soll  1,78  zur  dritten  Potenz  erhoben  werden, 
1,78^.  Der  Logaritlimus  von  1,78  ist  nach  Tab.  III  0,25,  mit  3  mul- 
tipliziert, ergiebt  0,75,  neben  dem  Logarithmus  0,75  findet  man  die  Zahl 
in  der  Tab.  III  5,63,  es  ist  also  1,78»  =  5,63;  denn  es  ist  1,78  =  100-25 

4 

und  (1,78)»  =  (100»25)8^  100.25.3=  100,75=  YlO^  =  b,Q3. 
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II.  Es  soll  y^lOOO  logarithmisch  berechnet  werden.  Neben  1000 
steht  3,00,  dieser  Logarithmus  durch  4  dividiert  oder  mit  ^4  multipli- 
ziert, ergiebt  ^/^  =  0,75,  neben  0,76  findet  sich  wieder  5,63,  somit  ist 

4  4   

/1000  =  5,63;  denn  es  ist  wieder  1000  ^lO»  und   VlOOO  =  (10«)»/* 
=  10 ''4  =100^75  =  5  63. 

IIL  1^4,64  findet  man  aus  Tab.  III,  indem  man  den  log  4,64,  das 
ist  0,66  .  .  mit  V2  multipliziert  oder  durch  2  dividiert,  -^ — =0,33,  ne- 
ben diesem  Logarithmus  steht  der  Numerus  2,15,  somit  ist  V  4,64  = 
2,15.   Es  ist  4,64  =  10*/»,  hieraus  die  zweite  V,  giebt  /lO*/«=(10»sy/a 

3 

=  10'»'«  =  lOV»  =  VTÖ  =  2,15. 

8 

IV.  Die  "V^iO  lässt  sich  aus  der  Tabelle  durch  Division  des  log  10 
=  1  durch  3  finden,  man  findet  V3  log  10  =  0,33  .  .  . ,  die  zugehörige 
Zahl  ist  2,15. 

y.  Es  ist  3,16«=  1000,  denn  nach  Tab.  III  ist  log  3,16  =  0,5 
und  0,5  •  6  =  3 ,  neben  diesem  Logarithmus  findet  man  als  Numerus 
1000.  Es  ist  3,16  =  10^2,  beiderseitig  zur  6.  Potenz  erhoben  (3,16)« 
=  (10*/.)«=:  10*/««  =  10«  =  1000. 


Zu  einer  graphischen  Darstellung  der  Exponenten,  also  der  Loga- 
rithmen, gelangen  Avir  nach  den  vorauf  gegangenen  Erörterungen  am 
einfachsten    dadurch,    dass    mr    eine    Kurve    aufzeichnen,    welche    die 

Flg.  66. 


x  =  l 


sämtlichen  Potenzen  für  die  Grundzahl  10  enthält.    Diese  Kurve  müssen 
ydr    dann    gerade    so    verwerten,     wie    die    obigen    Tabellen.       Eine 
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Masstab  3:1 


-110         -100  -90  -80  -70  -bO  -50  -40  -30  -20 
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solche  Kurve  kann  aber  unmittelbar  durch  die  beiden  Gleichungen  ge- 
kennzeichnet werden 

y  =  a*  oderp  =  b« (11). 

In  der  ersteren  dieser  Gleichungen  ist  x  eine  beliebige  Zahl,  es 
stellt  also  y  stets  eine  Potenz  dar.  Man  wählt  hierbei  für  x  der  Reihen- 
folge nach  verschiedene  Werte  unter  einer  bestimmten  Annahme  von  a 
als  Konstante,  trägt  sie  auf  eine  horizontale  Linie  OX  auf,  Fig.  66,  er- 
richtet in  jedem  Punkt  eine  Senkrechte  und  giebt  jeder  derselben  die 
betreffende  nach  obiger  Gleichung  berechnete  Länge  y.  Ist  z.  B. 
a  =  3,  so  würde  fürx  =  0,  y  =  l,  fürx=l,  y==3,  fürx  =  2, 
y  =  32  =  9j  für  X  =  3,  y  =  3'  =  27  .  .  .  .  sein.  Da  nun  log  y  = 
log  (a^)  =  X  log  a,  so  ist  es  nur  nötig,  log  a  der  Einheit  gleich  zu 
nehmen  oder  a=10  zu  setzen,  dann  stellt  die  jedesmaUge  horizontale 
Länge  (Abscisse)  x  den  Logarithmus  der  zugehörigen  Vertikalen  (Ordi- 
nate) dar, 

x  =  logy (12J. 

In  den  Figuren  67  bis  70  sind  die  Konstruktionen  solcher  logarith- 
mischen Linien  durchgeführt,  die  resultierenden  Kurven  Uimn  vermitteln 
das  graphische  Rechnen  mit  Exponenten,  bezw.  Logarithmen  -zunächst  durch 
Abscissen  und  Ordinaten. 

Für  eine  behebige  Einheit,  in  Fig.  67  ursprünglich  15""°  und  für  die 

20  .  ' 

Konstante  20  °"°,  also  für  a  =  —  =  1  Vs  >  haben  wir  die  verschiedenen  aufein- 
anderfolgenden Potenzen  nach  Fig.  15  gebildet,  pm^  =  a^,  pq  =  a^  = 
p^qi  u.  s.  w.  Ferner  haben  wir  die  Konstante  nach  po  übertragen. 
Da  die  senkrechten  Längen  bis  zum  Kurvensclmitt  im  Abscissenpunkt  p  der 
ersten  Potenz,  in  p^  der  zweiten  Potenz  von  a  gleich  kommen,  so  müssen 
wir  in  0  die  nullte  Potenz  von  a  erhalten,  nämhch  a^  =  1 ;  die  Ordinate  in 
0  wird  der  Einheit  gleich.  Die  reciproken  oder  negativen  Potenzen  rs 
u.  s.  w.  sind  aus  der  oberen  Fig.  übertragen,  welche,  nebenbei  bemerkt, 
in  einem  grösseren  Massstab  ausgeführt  wurde.  Nach  dieser  Fig.  ist,  ent- 
sprechend der  Konstruktion  in  Fig.  19   beispielsweise  r^s^  =a'"^  =  — , 

a 

welche  Länge  der  Ordinate  rs,  Fig.  67,  gleich  sein  muss. 

Man  verbindet  jetzt  die  so  gefundenen  Punkte  s,  m,  m^ ,  q^  .  .  .  . 
qg.  q-j  zu  einer  Kurve;  aus  den  jetzt  in  der  Abscissenachse  gemessenen 
Einheiten    folgt  dann   schliessUch   für  op  als   Einheit,    y  =  pm^  =  a^, 
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für  opi  =  2  Einheiten  y  =  pjqj  =  a*  .  .  .  . ,  allgemein  für  einen  be- 
liebigen Kurvenpunkt  y  =  a*. 

Da  nun  xloga  =  logT  sein  muss,  so  werden  die  auf  OX  aufge- 
tragenen Längen  mit  den  Vertikalen  im  Sinne  dieser  Gleichung  überein- 
stimmen, das  heisst  die  Horizontalen  werden  die  Logarithmen  der  vertikalen 
Einheiten  sein,  wenn  loga=L  Wir  hatten  aber  Fig.  67  om  =  a®  =  l 
angenommen,  haben  demnach  nur  nötig,  die  Einheit  om,  welche  durch 
die  letzte  Beziehung  abhängig  ist  von  a,  von  0  auf  eine  vertikale  und 
horizontale  Linie  X  und  Y  zu  übertragen,  um  eine  graphische  Loga- 
rithmen tafel*  zu  erhalten.  Die  letztere,  Fig.  68,  genügt  thatsächUch,  so- 
weit es  die  Einteilung  zulässt  und  es  die  Genauigkeit  gestattet,  logarith- 
mische Rechnungen  durchzuführen. 

Die  auf  der  Horizontalen  OX  eingeschriebenen  Zahlen  als  Längen- 
einheiten, sind  jedoch  für  uns  relative  Werte  der  Logarithmen  im 
Vergleich  zur  Grundzahl  10.  Um  sie  auf  diese  zu  reduzieren,  beachten 
wir,  dass  der  Logarithmus  von  10  Einheiten  der  Einheit  gleich  sein  muss, 

10  10 

von  100  zwei  Einheiten  u.  s.  w.,  log  10  =  1,  log  100  =  2  .  .,  weil  10^ 

=  10,  10«  =  100 Die  Zahl  10  tallt  in  der  Vertikalen  oY  nach  z,  sie 

liefert  auf  der  Kurve  den  Punkt  z^  und  die  logarithmische  Länge,  um 
den  Ausdruck  zu  gebrauchen,  OZ^;  diese  ist  aber  log  10,  also  für  die 
Basis  10,  der  Einheit  gleich.  Teilt  man  jetzt  die  Abscissenachse  OX 
nach  dieser  Längeneinheit  ein,  so  sind  die  Teilpunkte  die  gemeinen 
oder  Brigg'schen  Logarithmen  der  auf  OY  eingetragenen  Zahlen 
(s.  Fig.  69).  Die  Grundzahl  der  in  Fig.  68  enthaltenen  Logarithmen  ist 
nach  den  in  der  Figur  eingetragenen  Zahlenbezeichnungen  1,0216;  denn  der 
Logarithmus  der   Zahl  10  (oz)  ist  oz^  =  107,8    abg.  108,    sonach  ist 

108_ 

A»««=  10,  woraus  A  =  /lO=  1,0216. 

65_ 

Der  log  der  Zahl  4  ist  66  (64,8),  wonach  A=  /4  =  1,02 16,  femer 

91 

ist  VT=  1,0216  u.  s.  w.,  es  muss  also  immer  dieselbe  Grundzahl  resultieren. 
Einige  Logarithmen  der  graph.  Tafel,  Fig.  68,  sind  beispielsweise 
log 7  =  91;  log 2  =  32,4;  log 3  =  51,4;  log  12  =  116,2; 
log  0,6  =  —  24*). 

♦)  In  der  Tal.  nicht  genau,  besser  nach  log  t^  =  log  6  —  log  10  =  83,8  — 

107,8  =  — 24. 
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Die  einfachen  logarithmischen  Operationen  liefern  hieraus 
log  (2  .  3)  =  log  2  +  log  3  =  32,4  +  51,4  =  83,8 

log  (^)  =  log  12  —  log  2  =  1 16,2  —  32,4  =  83,8, 

zu  beiden  Werten  liefert  die  Kurve  die  Zahl  6. 

Die  Brigg'schen  Logarithmen  hingegen  sind   nach    den 
Tab.  im  Anhang 

10  10  10  10 

logT=  0,845;  logY=0,30l;  logY=0,477;  log  12  =  1,079; 

log  0,6  =  0,778  —  1  =  —  0,222. 
Wollen  wir  durch  Rechnung  eine  Verwandlung  der  re- 
lativen, Fig.  68,  in  die  gemeinen  Logaritiimen  vornehmen,  so 
sei  a  eine  behebige  Zahl,  x  der  Logarithmus  für  die  Grund- 
zahl 10,  m  der  für  unsere  Grundzahl  1,0216,  dann  ergiebt 

10  1,0316 

sich  aus  log  a  =  x  und  log  a  =  m,   10*  ==  a  und  1,026  "  =  a 

10 

oder  10  *  =  1,0216  %  sonach  x  =  m  log  1,0216  =  0,009281  m. 
Nach  unserer  graphischen  Tafel  z.  B.  ist  für  a  =  7 ,  m 

10 

=  91  und  logY=:  91  •  0,009281  =  0,845;  für  a  =  12  erhält 

1,0216 

man    aus    Fig.  68    m  =  log  12  =  116,2,    es  wird  ^  danach 

10 

logT2  =  0,009281 .  116,2  =  1,079  u.  s.  w. 

10 

Umgekehrt    ist,    wenn    z.   B.    log  3    =0,477,    m  = 

1,0216  n   177 

,     ^  0,477  _,   . 

log  3  =  ^^^aoo-  =  51,4  u.  s.  w. 


1,3   2^  2.1^2^  1.9   13    IJ   1,6, j'^  1.4    1.3   1,2   l,l_j'^  0,9  0.8   0,7   0,6 _J^^  0,4   0.3  0,2   0.1^  0.1 

p,g  ^  70,  Logarithmus  negativ« ►pol 

Gemeine  Logarithmen 
Grundzahl  10. 


1,2       -1.1 
1-2       0,9-2 


0,1-1       0,2-1      0,3-1       0.4-1       Oü.i       0,6-1       0,7-1       0,8-1 
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:he  Logarithmentafeln 

lNTWorfen  vom  Verfasser 


atOrlichc?  Lo^rarithmen     ^ 
Grundzahl  2,7183- 


a.i 


0^  üj 


0,4 


0,5  (Vi     f     u,7      H     0,.H  IM»  1,0  14 


hmus. 
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Die  Logarithmen. 


Aus  der  in  Fig.  68  konstruierten  Logarithmentafel  können  mr  uns 
für  jede  Grundzahl  ein  Logarithmensystem  konstruieren.  Die  Figuren  69 
und  70  stellen  die  gebräuchlichsten,  das  Brigg'sche  und  das  natürliche 
Logarithmensystem,  dar.  Die  Grundzahl  des  letzteren  ist  e  =  2,7183  .  . . 
Nach  Fig.  68  erhält  man  ziemlich  genau  log  2,71J^3  =  46,  teilt  man  die 
dieser  Zahl  entsprechende  Länge  0  —  46,  in  10  Teile,  so  kann  man  mit 
dieser  Teilung  dieselbe  Kurvte,  Fig.  68,  verwenden,  wie  auch  in  Fig.  70 
geschehen  ist;  aus  dieser  graphischen  Logarithmentafel  ergeben  sich  die 
natürUchen  Logarithmen  unmittelbar.  Man  findet  beispielsweise 
log  nat  6  =  1,8;  log  nat  4  =  1,4;  log  nat  0,5  =  —  0,7  u.  s.  f. 

In  den  Fig.  69  und  70  sind  die  Bezeichnungen  übrigens  gleich- 
lautend mit  denen  der  angeschlossenen  Tabellen  im  Anhang  eingetragen.  — 

In  der  zweiten  Formel  der  Gl.  11,  p  =  b",  erkennen  wir  äusser- 
lich  dasselbe  Potenzialgesetz  wie  in  der  soeben  besprochenen  Gleichung. 
Unter  a  ist  aber  hier  eine  gewisse  Bogenlänge  eines  Kreises  oder  besser 
gesagt,  ein  Stück  Umfang  eines  Kreises,  verstanden,  dessen  Halbmesser 
einer  Einheit  gleich  ist;  p  nach  obiger  Formel  berechnet,  ist  die  radiale 

Fig.  71. 


Länge  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  durch  den  zugehörigen  Bogenpunkt 
gehend,  der  jedesmalige  Endpunkt  dieses  sogenannten  Leitstrahles 
(radius  vector)  ist  Kurvenpunkt.  Man  nennt  ein  solches  von  einem 
Kreise  ausgehendes  System,  um  eine  Kurve  zu  konstruieren,  im  Gegen- 
satz zu  dem  obigen  rechtwinkligen  Koordinatensystem,  ein  Po- 
larkoordinatensystem, den  Mittelpunkt,  den  Polanfang. 

Wir  konstruieren,  Fig.  7 1 ,  mit  dem  Radius = 1 ,  hier  ursprünglich  3  •",  einen 
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Kreis  und  teilen  diesen  in  gleiche  Bogenlängen  a  =  — ^    des    Umfanges 

oder  a'^  =  ——  =  iO°,     Diese  bilden   für  uns  die  veränderlichen  Ex- 
1  z 

ponentiallängen;  die  erste  liefert,  wenn  a  =  l,  p==b^  =  b,  welche  wir, 
der  Einheit  entsprechend,  beliebig  annehmen  können;  in  der  Fig.  71 
haben  wir  b  =  1,5  zu  Grunde  gelegt,  die  zweite  Länge  für  a  ==  2  ergiebt 
p  =  1,5*  =  2,25  =  P  2,  der  dritte  Leitstrahl  erhält  die  Länge  p  =  1,5'  . 
=  3,38  =  P  3,  u.  s.  w.  Die  Endpunkte  0,  1 ,  2,  3  .  .  .  verbunden,  re- 
sultiert eine  spiralartige  Kurve,  eine  logarithmische  Spirale,  aus  welcher 
man  arithmographisch  dieselben  Beziehungen  entnehmen  kann,  ^^^e  durch 
Vermittlung  der  Kurve  in  Fig.  68.  Es  folgt  auch  hier  log  p  =  a  log  b 
und  log  b  =  1  gesetzt,  das  heisst,  die  Linie  b  als  Basis  eines  Logarith- 
mensystems betrachtet, 

a  =  logp (12a); 

es  sind  hiemach  die  Bogenlängen   die  Logarithmen  der  zugehörigen 
Leitstrahlen. 

In  den  Figuren  72  und  73  wurde  die  Konstruktion  einer  solchen  Kurve 
durchgeführt.  — 

P  ist  Polpunkt,  also  zugleich  Mittelpunkt  des  mit  dem  Halbmesser 
R  =  Po=l  (hier  ursprünghch  50™°)  gezeichneten  Kreises,  dessen  Um- 
fang wir  in  40  Teile  geteilt  haben,  0  12  3  4 ,  jeder  dieser  enthält 

10  Zwischenteile^ 

Der  erste  Leitstrahl  PA  =  b  ist,  damit  die  Kurve  nicht  gleich  all- 
zustark ansteigt,  Vio  grösser  als  die  Einheit  angenommen,  PA  =1,1 
(55""),  das  heisst  fiir  die  erste  Bogenlänge  0  1  =  a  =  1  wird  p^  =  b^ 
=  PA  =  1,1.  Für  die  zweite  Bogenlänge,  also  a  =  02  =  2  wird  pj 
=  PB  =  b^=  1,1  «=1,21  (60,5°");  wenn  a  =  03  =  3,  wird  pg  = 
PC  =  b»  =  1,1 »  =  1,331   (66,55  "»).     Ferner  sind  die  Leitstrahlen 

P^=PD=  1,1*  =1,4641 

P5  =  PE=  1,1*=  1,61051 

Pe=PF=  1,1«=  1,771561 

p^  =PG  =  l,r=  1,9487171 
p,jj  =  PZ  =  1,1"  =  8,14027  (407,014"»). 

Unterhalb  des  Radius  Po  werden  die  Leitstrahlen  für  a=  —  1^ 
p-i  bei  PAj  1,1-»  =  -^=  0,9091  (45,46"");  p_sj  bei  PB^   1,1-« 

'  ^     =0,82645; 


1,1»        1,21 

Hecht.  Ueebauik.    IIL 
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Gemeine  Lostrithmen. 


flO     03  03  0,7  0  6  0,^  0.4  03  0^  0.1  0,0 

|M.^lM.,.l.rnlYt.l,..M|...(lML.I..,nl.M.I,MM,I.M^I..|.h|.J|M.lMMl.M,.I.Y 

ra      1^2      21      20     19     18      17      16      ß       4      13     12      11      10       9       8       7        6       %       4       3        2       1       k) 


v      r   '  I       I' 

23      22      21      20     19      18      17      16 


7       "6       *       4      "3        2 
Abgewickeita  Bogenlängen  •Logahtbmeo  der 
Leitstrablen  der  Spirale 
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beiPCj,  ^  =  0,75132, 


1_ 
1,1 
bei  PD„  -:7^  =  0,68 301  (34,16-") 

P-22  =  i  122  =  0,12284  (6,142-). 

Zu  jedem  Leitstrahl  gehört  eine  bestimmte  Bogenlänge,  welche  den 
Logarithmus  des  Leitstrahles  als  lineare  Grösse  im  Bogen  darstellt.  Der 
Länge  PH  =  2,36  entspricht  die  Bogenlänge  9,00;  es  wäre  also  nach 
der  dieser  P'ig.  zu  Grunde  hegenden  I^inheit  log  2,36  =  9,00.  Femer 
log  PZ  =  log  8,14  =  22,  weil  1,12^  =  8,14  abg. 

In  der  unteren  Fig.  73  haben  wir  zur  Vergleichung  mit  den  Logarithmen 
zur  Grundzahl  10  beide  nebeneinander  gezeichnet.  Es  ist  uns  bekannt,  dass 

10 

log  10  =  1,00,  weil  10^=10.  Da  wir  nun  die  Fig.  nicht  bis  zur 
Leitstrahllänge  PL  =:  10,  Fig.  72,  ausgeführt  haben,  um  die  hierzu  ge- 
hörende Bogenlänge  a  gewinnen  zu  können,  so  müssen  wir  uns  diese 
für  die  Grundzahl  1,1  berechnen,  es  muss  dann  1,1*=  10  sein,  woraus 
X  log  1,1  =  log  10  folgt,  oder  nach  den  gemeinen  LogariÜimen 

Jogl0____l         _ 
""""  log  1,1  "  0,04139  ~  ^^'"^ 
Diese  Zahl  stellt  die  Bogenlänge  OM  dar,  gleichzeitig  aber  auch  die 
Einheit    des    gemeinen    Logarithmus;    denn    es    ist  1,1  ^^'^i  =  lO    und 

10 

log  10  =1.  Die  Fig.  73  enthält  die  abgewickelten  Bogenlängen  von 
0  bis  24,21,  diese  ist  oberhalb  in  10  Teile  und  entsprechende  Unter- 
abteilungen geteilt;  die  obern  Skalenwerte  sind  daher  die  gemeinen 
Logarithmen  der  Leitstrahllängen. 

Dem  Strich  der  Bogenlänge  9,  also  dem  log  PH,  steht  auf  der  oberen 

10 

Skala,  Fig.  73,  die  Masslänge  0,37  gegenüber,  es  ist  somit  log  2,36  =0,37, 

hingegen  nach  Fig.  72  logY,36  =  9;  weil,  wie  gesagt,  10^'3^  =  2,36 
bezw.   1,1»  =  2,36,  abg.*). 

Die    Bogenlänge    des    Leitstrahles    4,5   ist    (Fig.  72)  15,8,    sonach 

log  4,5  =  15,8,  in  gemeine  Logarithmen  übertragen  nach  Fig.  73  0,65,  das 

10 

heisst  log  4,5  =  0,65;  indem  die  Bogenlänge  1 5,8  mit  0,65  abschUesst  — 
Auf  dem  Wege  der  graphischen  Multiplikation  können  wir  analog 
*)  8.  die  Logarithm.  in  Tab.  I,  Anhang. 
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der  Fig.  67  zu  demselben  Ziele  gelangen,  wenn  vdr  (wie  in  Fig.  17) 
om=  1  und  on  =  b  auftragen  (Fig.  74),  on  nach  on^  schlagen,  wobei 
der  Winkel  9  beliebig  gross  sein  kann;  es  verhält  sich  dann,  wenn 
n  pi   parallel  zu  m  n^ :   1  :  b  =  b  :  opi  und  folgt  opi  =  b^. 


Fig.  74. 


Flg.  75. 


Überträgt  man  die  Einheit  nach  om^,  b  nach  onj,  verbindet  m^  mit 
Hj  und  zieht  die  Parallele  PiP2y  dann  verhält  sich  weiter 


om^  :  oug  =  opi :  opj,  woraus 
— ^       ouo  -opi        b  -b^ 


om, 


1 


=  b« 


Fährt  man  in  diesem  Sinne  unter  Beibehaltung  desselben  Winkels  9 
fort,  dann  erkennt  man,  dass  die  Winkel  in  einer  einfachen  (arithmetisclien) 
Beihe,  hingegen  die  jedesmaUgen  Strahlen  opi  opg  .  .  .  nach  Potenzen 
zunehmen.  Das  Verfahren  lässt  sich  wie  in  Fig.  75  geschehen,  dadurcli 
erleichtem,  dass  man  mit  der  Einheit  mo=  1  imd  der  Konstanten  als 
Radius  zwei  konzentrische  Kreise    aufzeichnet,    diese  in  gleiche  Centri- 
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winke!  teilt  und  die  Punkte  mu^,  mj^n^,  nigUg  .  .  .  .  miteinander  ver- 
bindet; hieraufzieht  man  die  Parallelen  np^  ||  mn^;  p^p^  ||  m^n^;  p^p,  || 

mgUg Die  Punkte  np^  pg  pg  ...  sind  Kurven  punkte;  je  kleiner 

die  Einteilung  der  Kreise,  um  so  nälier  rücken  die  Punkte  aneinander. 
Die  Länge  eines  beliebigen  Straliles  op  ist  dann  wieder  p  =  b^. 

3^ 

Beispiele.  I.  x  =  V  5,8  findet  man,  wenn  man  beiderseitig  loga- 
rithmiert,  logx  =  lg  (5,8*/«)  =  Vs  log  5,8,  und  die  Zahl  sucht. 

Nach  Fig.  68  ist  log  5,8  =  82,  somit  %  82  =  27,3.  Die  Zahl  5,8 
auf  der  Vertikalen  OY  weist  auf  (nahe)  82  in  der  Horizontalen  OX; 
die  Länge  0  —  82  in  3  Teile  geteilt  oder  mit  der  Zirkelöffiiung  den  3.  Teil, 
27,3  abgegriffen,  hefert  die  Kurve  am  Endpunkt  von  27,3  den  Numerus  1,81, 
die  zweite  horizontale  Linie  vor  2  in  der  Vertikalen  OY  gemessen. 

Nimmt  man  auf  dem  Massstab  für  die  Leitstrahlen  Fig.  72  0,8  der 
Einheit  im  Zirkel  und  setzt  diese  Länge  an  5,0  (oder  0,3  an  5,5),  so 
gelangt  man  zu  dem  Kurvenpunkt  v,  welcher,  wie  sich  leicht  taxieren 
lässt,  zwischen  18,4  und  18,5  der  Bogenlänge  fällt,  auf  18,44.    Da  nun 

— ^- —  =  6,15  und  dieser  Logarithmus  dem  Leitstrahl,  nach  dem  ersten 
o 

Teilpunkt  nach  F  1,81  entspricht,  so  ist  auch  hier  x=  1,81.    Der  dem 

Logarithmus  5,8  bezw.  18,44  entsprechende  gemeine  Log.  ist  0,76,  wie 

die  Fig.  73  ergiebt. 

65 

II.  Es  soll  "/4~ logarithm.-graph.  berechnet  werden. 

Die  Zahl  4  (Numerus)  in  der  veiükalen  Linie  OY,  Fig.  67,  zeigt 
auf  den  Kurvenpunkt,  welcher  in  der  Entfernung  65  von  0  auf  der  ho- 
rizontalen Linie  OX  abschliesst;  es  ist  also  log  4  =  65;  da  nun  ^^^  log  4 

DO 

65 
=  —-=1,  so  folgt  die  Zahl,  der  Numerus,  aus  der  Figur  entnommen 

DO 

(nach  dem  Augenmass  taxiert)  1,02.  Der  erste  vertikale  Strich  neben 
om  zeigt  auf  den  ersten  Kurvenpunkt  und  dieser  liegt  in  der  Höhe 
zwischen  den  Zahlen  1  und  1,1. 

In  Fig.  72  zeigt  die  Zahl  (Leitstrahl)  4  auf  die  Bogenlänge  14,55, 
der  65.  Teil  derselben  ist  0,223,  diesem  Logarithmus  entspricht  die  Leit- 
strahllänge 1,02.  Der  zweite  Teilpunkt  auf  dem  Kreis  oberhalb  Po 
zwischen  o  und  A  Uefert  diese  Länge. 

III.  Es  soll  x  =:  yö^6  logarithmographisch  berechnet  werden. 
Nach  Fig.  67  ist  log  0,6  =  —  23,  wir  haben  diese  Werte  durch  die 
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Buchstaben  w  w^  markiert,    logniW  =  oWi.     Die    Hälfte  von  — 23  ist 

—  11,5,    die  Zahl  des  Logarithm.  von  — 10  ist  nahezu  0,8,    die  von 

—  ll,5,  wie  man  sich  durch  Verfolgung  der  Linien  mit  einem  Bleistift 
oder  Zirkel  leicht  überzeugen  kann,  ist  0,77;  so^dass  also  x=  "V^0,6  = 
0,6*'«  =  0,77. 

Nach  Fig.  72  ist  log  0,6  =  6,5  und  da  zu  der  Hälfl;e  dieser  Bogen- 
länge 2,75  die  Leitstrahllänge,  z^vischen  PB^  und  PCi  gelegen,  0,77 
gehört,  so  ist  auch  hiernach  x  =  0,77  =  Vo,6, 

IV.    Man  soll  berechnen 

4  8  

Xi  ==  /6,72;  Xg  =  YÖT^]  Xg  =  V672. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Fig.  72  entspricht  der  Leitstrahllänge  6.72 
die  Bogenlänge  20,  es  ist  also  hier  log  6,72  =  20. 

Da  uns  nun  in  der  genannten  Figur  nur  die  Zahlen  bis  8,22  zur 
Verfügung  stehen,  und  wir  noch  nachträglich  den  log  10  =  24,21  ein- 
getragen haben,  bei  M,  so  sind  wir  genötigt,  alle  Logarithmen  grösserer 
Zahlen  zusammenzusetzen. 

Es  ist  nämUch 

4      4    8    8   

Xj=  /67,2  =  -/l0.6,72  und  X3= /672  =  VlO  •  10  •  6,72, 
folglich,  weil  log  6,72  =  20,  wird  log  67,2  =  log  10  +  log  7,72,  das  ist 
aber  24,21  +  20  =  44,21  und  log  672  =  log  10  +  loglO  -j-log  6,72  oder 
log  672  =  24,21  +  24,21  +  20  =  68,41. 

Die  Wurzeln  der  gebrochenen  Exponenten  V2?  ^U?  Vs  bedingen  eine 
Division  mit  den  Nennern  2,  4  resp.  8. 

Es  folgt  hiernach 

logxi  =  log  /6j2"=  V2  20  =  10. 

4  

log  x,  =  log  y67,2  =  V4  44,21  =  11,05. 

8 

logxg  =  log  /672'=  Vs  68.41  =  8,55. 
Die  diesen  Bogenlängen    entsprechenden  Leitstrahlen   sind  aus  der 
Figur  zugleich  die  Resultate 

Xi  =  nimi  log  Xi  =  num  log  10  =  2,6  (2,59) 

X,  =  num  log  Xj  =  num  log  11,05  =  2,86 

Xj  =  num  log  Xj  =  num  log  8,55  =  2,25. 

Die    zu    den    gemeinen    Logarithmen    gehörigen   Zahlen    wachsen, 

wie    uns    bekannt,    mit    den    ganzen    Zalilen    10^  =  10,    10^  =  100. 

10*=  1000  .  .  ,,    also  mit   1,   2,   3  .  .  .,    mr   brauchen    also    hier   den 

Logarithmus  von  6,72   nur  mit  einer  um  1  wachsenden  Kennziffer  ein- 
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zustellen,  um  den  von  67,2  zu  erhalten,  der  von  672  ist  wieder  um  1 
grösser  u.  s.  w.,  umgekehrt  haben  wir  nur  nötig,  die  Mantissen  (Dezi- 
malstellen) nur  einmal  von  6,72,    672  oder  67,2  zu  bestimmen,   es  ist 

10 

dann  nach  Fig.  70:  log  6,72  =  0,827,  die  abgewickelten  Bogenlängen 
Fig.  73  ergeben  oberhalb  bei  20  auch  0,827,  somit  ist 

10  10 

log'67,2  =  1,827  und  log6T2  =  2,827. 

Weiter  ist  nun  V2 '  0,827  =  0,4135;  V*  •  1,827  =  0,457  und  % 
2,827  =  0,353.  Diese  3  Zahlen  ergeben  die  gleichen  obigen  Bogen- 
längen der  Fig.  73  bei  10,  11,06  und  8,55. 

Die  graphische  Darstellung  der  Fig.  68  giebt  natürUch  dieselben 
Resultate. 

Es  ist  hier  log  6,72  =  88,5,  und  weil  log  10  =  107,8  (Seite  61),  so 
folgt    log  672  =  log  10  .  10  .  6,72  =  log  10  +  log  10  +  log  6,72  =  107,8 

304  1 

+  107,8  +  88,5  =  304,1;  der  8.  Teü  ist  —^  =  38  abg. 

o 

Der  horizontalen  Länge,  diesem  Logarithmus  38  in  OX,  kommt  aber 

8 

der  Kurvenpunkt,  in  OY  gemessen,  2,25  zu,  wonach  V  672  =  2,26. 

V.  Aus  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  folgt  h  =  12,28  tang  15°  40 
und  es  soll  fiir  tang  16°  40  =  0,28,  h  logarithmisch  berechnet  werden. 
Man  erhält  zunächst  log  h  =  log  12,28  +  log  0,28. 

Nach  dem  in  Fig.  68  zu  Grunde  gelegten  Logarithmensystem  folgt 
für  log  12,28  =  117;  den  Logarithmus  von  0,28  findet  man  aus  dem 
linken  Teil  der  Kurve;  weil  0,28  ein  Bruch  ist,  so  wird  der  Logarithmus 
negativ,  log  0,28  =  —  55,  danach  wird 

logh=  117  —  55  =  61, 
die  diesem  Logarithmus  entsprechende  Zahl  ist  3,68  =  h. 


^=Vl 


VI.    Man  soll  nach  Fig.  72  x  =  1/  —  log.-graph.  berechnen.    Es 
3 

ist  log  X  =  log  (|/f )  =  log  (y) '''  und   Vs  log  ({-)  =  V3  (log  1  - 

log  8).     Da  nun  log  1  =  0  und  log  8  =  21,84,  der  Kreis  8  schneidet  in 

der  Nähe  von  Z  bei  der  Bogenlänge  21,84  ein,   so  folgt  logx=  —  (0 

o 

—  21,84)  =y  — 21,84  =  — 7,28.     Die    Bogenlänge  7,28    zeigt    auf 
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den  Leitstrahl  2,    da  aber  logx  negativ,  so  ist  x  als  Zahl  ein  Bruch, 

nämlich  -1-;    (y)   =  y- 

Yll.  Zählt  man  zur  Bogenlänge  7,28  (Zahl  2)  die  Bogenlänge  11,55 
(Zahl  3,  Fig.  72),  so  giebt  die  Summe  18,83;  dieser  kommt  aber  die 
Leitstrahllänge  6  zu,  daher  2.3  =  6. 

VIII.  En  Kapital  von  C  =  1000  Mark  steht  n  =  40  Jahre  zu 
a  =  5®/o  auf  Zinseszins,  wie  gross  ist  nach  Verlauf  dieser  Frist  das  End- 
kapital, Kapital  +  Zinsen? 

Dasselbe  ist  E  =  C  (l  +  -^y  =  1000  (1  +  0,05)*o  oder 

E=  1000. 1,05  *<>. 

Aus  Fig.  72  findet  man  log  1,05  =  0,51  (0,5125  als  Bogenlänge 
zum  Leitstrahl  1,05),  da  nun  40  •  0,5125  =  20,48  und  dieser  Bogenlänge 
der  Leitstrahl  7,04  entspricht,  so  folgt  1,05*^  =  7,04,  sonach  E  = 
7040  Mark. 

IX.  Man  soll  1,5^  log.-graph.  berechnen.  Aus  Fig.  68  ergiebt 
sich  log  1,5=  19;  diesen  Wert  mit  5  multipliziert,  folgt  5  log  1,5  = 
5.19  =  95.     Dieser  Logarithmus  auf  OX  zeigt  durch  Vermittlung  der 

Kurve  auf  die  Zahl  7,67;  sonach  ist  1,5^  =  7,67  und  1,5  =  ylfil, 

X.  In   dem   Ausdruck   12*=  6,44   (Exponentialgleichung)    soll  x 

berechnet  werden.     Zunächst  ist  x  log  12  =  log  6,44,  hieraus 

log  6  44 
X  =    .      ^      ;  entnimmt  man    nach    Fig.  68  die  beiden  Logarithmen 

ftfi  7 
log  6,44  =  86,7  und  log  12  =  115,7,  so  erhält  man  x  =  —rj-    =  0,75, 

4  1I0,< 

abg.  »/4,  wonach  12'/*  =  6,44  oder  /IP  =  6,44. 

XI.  Die  Verwertung  der  graphischen  Logarithmentafeln,  Fig.  69 
und  70,  dürfte  nach  dem  Vorhergehenden  wohl  keine  Schwierigkeiten 
bereiten.  Der  log  5,6  nach  Fig.  70,  bei  dem  Kurvenschnittpunkt  von 
a  und  b,  ist  0,748;  log  560  =  2,748;  log  0,56  =  0,748  —  1  oder,  wie 
auch  aus  dem  Num.  zwischen  0,5  und  1  zu  ersehen, 

log  0,56  =  —  0,252;  log  5600  =  3,748  u.  s.  w. 

Femer  ist  die  dem  Logarithmus  0,437  entsprechende  Zahl,  Num  log 
0,437  =  2,74,  c  und  e  Fig.  70,  folglich  auch  Num  log  2,437  =  274,  und 
weiter  auch  log  0,0274  =  0,437  —  2. 

Um  die  Zahl  zu  finden,   deren  Logarithmus   2,66,   suchen   wir  zu- 
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nächst  die  Zahl,  Num,  zu  0,66  bei  f,  Fig.  70,  diese  liegt  zwischen  4 
und  5  bei  g  und  ist  4,58,  somit  ist  Num  log  2,66  ==  458. 

Es  ist  log  14  =  1,15,  log  1,4  =  0,15,  beide  haben  gleiche  Man- 
tissen, wie  auch  aus  der  Fig.  68  fiir  den  Num  14  und  Num  zwischen 
1  und  2  zu  entnehmen  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  log  4  ::=  0,6  und  log  0,4  =  —  0,4  =  0,6  —  1  abg. 

Die  natürUchen  Logarithmen  zwischen  0  und  0,  l ,  zwischen  1  und 
13  sind  unmittelbar  aus  Fig.  69  abzulesen,  die  grösseren  Zahlen  müssen 
nach  der  graph.  Tafel  zusammengesetzt  werden,  da  der  natürl.  log  der 
Zahl  10  der  Einheit  nicht  gleich  ist. 

Es  ergiebt  sich  log  nat  5,6  =  1,72,  a^,  b^,  Fig.  69;  femer  nat  log 
0,56  =  —  0,6,  beide  Logarithmen  lassen  sich  unmittelbar  ablesen,  log  nat 
56  hingegen  muss  zusammengesetzt  werden  aus  log  nat  (10  •  5,6)  =:  log  nat 
10  +  log  5,6  =  2,3  +  1,72  =  4,02;  femer  ist  log  nat  560  =  log  nat 
100  .  5,6  =  log  nat  10  +  log  nat  10  +  log  nat  5,6  =  2  •  2,3  +  1,72 
=  6,32. 

Ferner  findet  man  unmittelbar  nat  log  0,8  =  —  0,22,  zur  Kontrolle 
kann  man  diesen  Logarithmus  auch  durch  Subtraktion  finden,  indem 
log  nat  0,8  =:  log  nat  */§  =  log  nat  4  —  log  nat  5  oder  log  nat  0,8  = 
1,39  — 1,61  =  — 0,22  ist. 

Weiter  ergiebt  sich  aus  Fig.  69  log  nat  12  =  2,5  (2,48)  und  log  nat 

12  6 

—  =  log  nat  —  =  log  nat  6  —  log  nat  5  =  1,79  —  1,61  =  0,18;   diesen 

lü  0 

Wert  kann  man  aus  der  graph.  Tab.  unmittelbar  finden;  zwischen  Num  1 

und  Num  1,5  hefert  log  nat  1,2  einen  KuiTenwert,  welcher  zwischen  0,15 

und  0,2  fallt;  er  lässt  sich  auch  leicht  nach  dem  Augenmass  feststellen. 

4  

XII.    Es  soll    r  56  berechnet  werden. 

Nach  Fig.  70  findet  sich  bei  a  und  b,  log  56  =  1,748.  In  Fig.  69 
bei  a^,  bj,  bezw.  bei  d  log  nat  56  =  log  nat  10  •  5,6  =  2,3  -}-  1,72  =  4,02. 

Teilt  man  nun  ob  in  4  Teile,    oder  berechnet  ^4  *  1?748  =  0,437, 

so  entspricht  dieser  Länge  oc,  Fig.  70,  die  Zahl  2,74,  welchen  Num  mau 

bei  e  findet. 

4,02 
Der  natürl.  Log.  4,02  ergiebt  als  vierten  Teil  nahe  -  '£-  =  1 ,  die 

zugehörige  Zahl  bei  e,  Fig.  69,  ist  wieder  2,74. 

XIIL  YjS  soll  y^l2,8  ausgeführt  werden.  Aus  Fig.  70  findet  sich 
unmittelbar  log  12,8  =  1,107;  da  nun  ^/g  1,107=0,554,  so  folgt 
nimi  log  0,554  =  3,58  als  Resultat;   •/l2,8  =  3,58. 
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2 

Will  man   Vl2,8*  log.-graph.  finden,  so  hat  man  den  obigen  Log. 

3  3 

mit  -X-  zu  multiplizieren  -^.    1,107  =  1,66.    Die  Zahl,  der  Num  zu  0,66 

2 

ist  4,58,  sonach  folgt  wegen  der  Kennziflfer  1,   1^12,8^  =  45,8. 

XIV.  Zur  analytischen  Berechnung  einer  Dampfmaschine,  Berechnung  des 
Kolbenquerschnittes,  ergiebt  sich  der  Expansionskoeffizient  aus  (s.  Bd.  1 1 S.  3  50) 

1       I      xr\ 

k  =  6  +  (m  -}-  e)  log  nat  — ~ —  ,  wenn  m  der  Koeffizient  des  schäd- 
lichen Raumes,  gewöhnlich  3^,  e  der  Expansionsgrad  ist.  Es  soll  nun 
für  e  =  0,5,  Expansion  auf  dem  halben  KolbenAveg,  k  berechnet  werden, 

Es  ergiebt  sich  k  =  0,5  +  (0,05  +  0,5)  log  nat -^-t-^^= 0,5 +0,55 

ü,oo 

log  nat  1,9.     Log  nat  1,9   kann  man    unmittelbar    aus   Fig.  69    finden, 

0,64,  sonach  folgt  k  =  0,5  +  0,55  •  0,64  =  0,85. 


7.   Die  graphische  Auflösung  der  Oleichungen. 

Jede  Gleichung  lässt  sich  auf  die  Fonn  bringen 

ax"+bx°-^  +  cx"-2+....  +  z  =  0  .     .     .     .     (13). 

Mit  dem  Buchstaben  n  bezeichnen  wir  den  beliebigen  Grad  der 
Gleichung,  nten  Grades,  und  sind  a,  b,  c  . . .  Koeffizienten,  Faktoren  aus 
einfachen  Zahlen,  Buchstaben  oder  math.  Ausdrücken  bestehend,  die  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen,  mit  welchen  eine  beliebige  Potenz 
der  Unbekannten  multiphziert  erscheint.  Ausgesclilossen  ist  hierbei 
durchaus  nicht,  dass  ein  oder  der  andere  dieser  Koeffizienten  Null  ist, 
dann  fallt  das  eine  oder  andere  Glied  mit  der  betreflenden  Potenz  von 
X  hinweg. 

Die  in  GL  13  angedeutete  Ordnung,  die  äussere  Form  dieser  Gleichung 
soll  weniger  als  die  Reduktion  auf  0  für  uns  massgebend  sein,  indem  es 
gerade  für  das  graphische  Verfahren  mehr  auf  die  Reduktion  aufO 
ab  auf  die  Ordnung  der  GUeder  ankommt. 

Ohne  die  Gleichung  13  zu  verändern  und  ohne  Einfluss  auf  eine 
dadurch  veränderte  graph.  Darstellung,  können  wir  dieselbe  durch  a  di- 
ndieren  und  erhalten 

x»+—  x°-^  +   --  x"-2  +  --xn-3_|.  _       -    A=:0. 
a  '      a  '     a  a 
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b       C 

Die  Koeffizienten  — ,  —  ...  sind  wieder  Konstante,  welche  wir  mit 
a      a 

A,  B,  C  .  .  .  bezeichnen  wollen,  so  dass  die  vorstehende  Gleichung  auch 

geschrieben  werden  kann 

Setzen  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  gleich  y  und  betrachten 
in  der  neuen  Gleichung 

y  =  x»  +  Ax'»-^  +  Bx°-2  +  Cx°-8  +  ...  +  Z   .     .     (15). 

X  als  eine  veränderUche,  so  kann  (15)  bekanntlich  als  Gleichung  einer 
Kurve  angesehen  werden.  Man  hat  nur  nötig,  für  x  irgend  welche 
positive  oder  negative  Werte  einzusetzen  und  für  jedes  x  ein  y  zu  be- 
rechnen. Trägt  man  dann  das  angenommene  x,  von  einem  Punkt 
(Koordinatenanfang)  ausgehend,  die  positiven  nach  rechts,  die  nega- 
tiven nach  links,  auf,  imd  die  berechneten  y  senkrecht  an  den  End- 
punkten der  betreflfenden  x,  so  hat  man  nur  nötig,  die  erhaltenen  Punkte 
zu  einem  Kurvenzug  zusammen  zu  fügen,  um  eine  übersichtliche  gra- 
phische Darstellung  der  Gleichung  15  zu  erhalten.  Die  eingesetzten  Werte 
von  X  nennt  man  Abscissen  (Abschnitte),  die  berechneten  y  die  Ordi- 
naten  (die  zu  x  gehörenden),  beide  die  Koordinaten  (die  zusammen- 
gehörigen Werte).  Die  erforderlichen  AusgangsUnien  nennt  man  Achsen, 
Abscissen,  bezw.  Ordinatenachse.  Bei  der  Berechnung  der  y  ist  nicht  aus- 
geschlossen, dass  y  auch  negativ  wird,  wir  tragen  dann  einen  solchen  Wert 
unterhalb  der  Abscissenachse  am  Endpunkt  des  zugehörigen  x-Wertes 
an;  zwischen  einem  solchen  negativen  und  dem  darauffolgen- 
den positiven  Wert  y  kreuzt  aber  die  Kurve  die  Achse,  d.  h. 
es  giebt  einen  Wert  von  x,  fiir  welchen  y  zu  Null  \vird.  Dieser  Wert 
von  X  genügt  demnach  auch  der  Gleichung  (14)  und  stellt  somit  eine 
Lösung  (Wurzel)  dieser  Gleichung  dar. 

Ein  in  obigem  Sinne  aufgetragener  Linienzug  kann,  Fig.  76  und 
77,  eine  krumme  oder  gerade  Linie  mnp  sein,  im  letzteren  Fall  haben 
wir  nur  nötig  2  Punkte  zu  berechnen,  femer  kann  eine  oflfene  oder  ge- 
schlossene Figur  (Fig.  85)  resultieren  oder  es  kann  y  mohraial  die  Achse 
schneiden,  dann  hat  die  Gleichung  mehrere  Auflösungen.  EndUch  kann 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kurve  die  X-Achse  nur  berührt  oder 
überhaupt  nicht  trifift  (Fig.  81),  dann  ist  keine  wirkliche  (reelle)  Lösung 
der  Gleichung  vorhanden,  sondern  nur  eine  imaginäre  (eine  eingebildete, 
theoretische,  mathematische  Lösung). 
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In  Fig.  76  wird  y  am  Endpunkte  von  x  positiv,  für  —  X4  auch  po- 
sitiv (in  der  Fig.  ist  für  das  erste  +  y  die  Abscisse  x^  in  x  und  für  das 


andere  -{"J  di®  zugehörige  Abscisse  x  in  x^  zu  ändern),  für  H-x^,  Xg 
und  X3  wird  y  Null.  Aus  der  Figur  einen  der  letzteren  Werte  entnom- 
men und  als  positiven,  event.  negativen  in  die  fragHche  Gleichung  ein- 
gesetzt, wird  der  Gleichung  Genüge  geleistet,  diese  aufgelöst.  Die  3  so- 
genannten Wurzeln  der  diese  Kurve  darstellenden  Gleichung  III.  Grades 


Fig.  77. 


sind  abo  Xj,  x,  und  Xg,  davon  ist  also  Xg  positiv,  die  andern  sind  negativ. 
Man  nennt  die  eine  Gleichung  auflösenden  Werte  darum  Wurzel,  weil 
die  endgültige  Reduktion  der  Rechnung  schUesslich  die  Form  annimmt 


x«=M,  woraus  x=  YM, 

In  Fig.  77  ist  nur  eine  Lösung  der  Gleichung  vorhanden, 


denn 
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wird  nur  bei  Xj  zu  Null.  Die  Bedingung  der  Auflösung,  abhängig  von 
den  Wurzeln  x^,  x^,  Xg  . . .  ausgedrückt,  kann  man  auch  schreiben 

(x,-a)(x,-ß)(x,-Y)(x,-8)...  =  0    .     .     .     (16), 

woraus  Xj  —  a  =  0,  Xj  =.  a;  x^  —  ß  =  0;  Xj  =  ß,  Xj  =  y  u.  s.  w., 
sofern  a,  ß,  y  . . .  die  Wurzeln,  die  Auflösungen  selbst,  bedeuten.  Grund- 
princip  ist  nun  auch  hier,  wie  schon  fiiiher  bemerkt,  dass  der  betreflfende 
Wert  X,  welcher  eine  Lösung  ergiebt,  um  so  sicherer  aus  der  Zeichnung 
entnommen  werden  kann,  je  genauer  diese  ausgeführt  ist. 

Um  eine  Gleichung  graphisch  zu  lösen,  reduzieren  wir  sie  nach  dem 
Vorherigen  zunächst  auf  0,  nehmen  für  0  einen  Wert  y  an,  setzen  fiir 
X  der  Reihe  nach  Werte  ein,  imd  suchen  nach  der  resultierenden  Kurve 
denjenigen  Wert  x,  für  welchen  y  zu  0  >\'ird,  die  Achse  schneidet. 

Die  analytische  Geometrie  lehrt  uns  aber  nicht  allein  die  Konstruk- 
tion der  Kurven  nach  der  Gleichung  auszuführen,  sondern  auch  die  Be- 
deutung der  Kurve  aus  der  Gleichung  zu  erkennen,  wodurch  wir  ihren 
Verlauf  schon  von  vornherein  andeuten,  und  uns  demnach  die  gestellte 
Aufgabe  erleichtern  können. 

Für  die  gewöhnhchen  Fälle  der  praktischen  Technik  genügt  es  uns 
zu  wissen,  dass  eine  Gleichung  I.  Grades,  in  welcher  x  als  1.  Potenz 
erscheint  und  in  welcher  auf  y  reduziert,  keine  Produkte  xy  auftreten, 
bei  einer  etwaigen  algebraischen  Auflösung,  eine  gerade  Linie  be- 
deutet; jede  Gleichung  IL  Grades  hingegen  einen  Kegelschnitt  (Kreis, 
Ellipse,  Parabel,  Hyperbel).  Eine  gerade  Linie  kann  nur  einmal 
durch  Null  gehen,  die  Achse  kreuzen,  hat  also  nur  eine  Auflösung;  ein 
Kegelschnitt  kann  so  in  dem  Achsenkreuz  gelagert  sein,  dass  entweder, 
wie  schon  angedeutet,  gar  keine  Auflösung,  Durchkreuzung,  oder  nur 
eine  Berührung,  oder  eventuell  zwei  negative  oder  positive,  oder  ein  ne- 
gativer oder  positiver  Wert  resultiert,  keinesfalls  mehr  als  zwei«  Kreis 
und  ElUpse  sind  geschlossene,  Parabel  und  Hyperbel  sind  offene  Kurven, 
deren  Äste  schhessUch  für  ein  unendliches  ±  x  im  ünendUchen  verlaufen. 
Jede  andere  höhere  Gleichung  hat  theoretisch  so  viel  Auflösungen,  Wur- 
zeln, als  der  Grad  der  Gl.  angiebt,  von  denen  allerdings  je  nach  der 
Lage  der  Kurve  ein  oder  mehrere  positiv,  negativ,  ev.  imaginär  sein 
können,  welche  im  letzteren  Fall  für  die  Pmxis  nicht  verwertbar  sind. 

Beispiele.     I.    Es  soll  die  Gleichung  4.  Grades 

5  X*  +  30  X  -f  10  =  10  x»  +  55  x^ 

graphisch  aufgelöst  werden.  Dividiert  man  dieselbe  durch  5  und  redu- 
ziert auf  Null,  so  erhält  man 


Die  Gleicbangen. 
Fig.  78. 
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X*  _  2  x»  —  1 1  X*  4-  6  X  +  2  =  Os 
in  die  konstruktlTe  Form  gebraclit,  Gl.  15,  folgt 

y  =  X*  —  2  X»  —  11  X*  +  6  x*  +  2. 
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Setzt  man  in  diese  Gleichung  x  =  —  3 ,  so  erhält  man 
y  =  81  +  54  —  99  —  18  +  2  =  +  20; 
für  X  =  —  2  wird 

y  =  16  +  16  —  44  —  12  +  2  =  —  22 ; 
für  X  =  —  1  folgt 

y=l  +  2  — 11— 6  +  2  =  — 12; 
für  x  =  0,  folgt  y  =  +  2; 

endlich  fürx=  +  l,  +2,  -f-3 findet  man, 

wenn  x  ===  +  1,  y  =  —  4, 
„     x  =  +  2,  y=  — 30, 
„     X  =  +  3,  y  =  —  52, 
„     x  =  +  4,  y  =  -22, 
„     x  =  +  ö,  y  =  — 132, 
„     X  =  +  6,  y  =  —  506. 
Für  X  =  ±  CO  folgt  in  beiden  Fällen  y  =  +  OO. 
Das  vorstehende  Ergebnis  ist  in  Fig.  78    eingetragen.     Die   resul- 
tierende Kurve  kreuzt  an  vier  Stellen  die  Abscissenachse  OX,  für  Xi  = 
+  0,73,  x^  =  +  4,24,  Xs  =  —  0,24  und  für  x^  =  —  2,73.    Die  gegebene 
Gleichung  hat  4  Wurzeln,  zwei  positive  und  zwei  negative,  jede  für  sich 
eingesetzt,    genügt  der  Gleichung.     Die  erste  Auflösung  liefert  beispiels- 
weise ganz  richtig  5  •  0,"73^  +  30  •  0,73  +  10  =  10  •  0]n^  +  55  •  0^^ 
oder  1,420  +  31,9  =  3,9  +  29,32  =  33,2. 

Die  3.  Wurzel  5  •  (—  0,24)*  -f  30  •  (—  0,24)  +  10  =  10  •  (—  0,24)» 
+  55  .  (—  0,24)2  oder  abg.  +  0,02  —  7,2  +  10  =-  —  0,18  +  3,1. 

n.  Es  sei  die  Gleichung  zu  lösen, 
(8  —  3  x)2  +  (4  —  4  x)2  =  (9— 5  x)^ 
Auf  Null,  bezw.  y  reduziert,  folgt 
y  =  (8  — 3x)2  +  (4  — 4x)2  — (9  — 
5x)2. 
Berechnet  man  y  für  x  =  —  1,0, 
+  1,2,  so  erhält  man 
y=  ll2-f-8-  — 142  =  — 11,    wenn 

x  =  -l; 
y=8«  +  42  — 92  =  — Ifür  x  =  0; 
y  ==  52  +  0  — 42=  +  9  für  x  =  1  und 
y=19  für  x=2. 

Wie  aus  der  Figur  zu  ersehen, 
resultiert  eine  gerade  Linie,  welche  für  x=  Vio  die  X-Achse  schneidet. 
Die  gegebene  Gleichung  ist  I.  Grades,  ihre  Wurzel  ist  x  =  0,l;    würde 
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man  die  Klammem  auflösen  und  die  Glieder  algebraisch  summieren,  so 
müssen  sich  die,  welche  die  zweite  Potenz  enthalten,  heben,  d.  h.  addiert 
für  sich  allein  Null  geben*). 

IIL    Man  soll  die  Gleichung 
2-5+^  =  1-^-^ 


auflösen, 
folgt 

y  = 


7  14 

Auf  0,  bezw.  y  reduziert, 


5  +  x 


1  — 


9  — X 


7  U 

Für  die  graphische  Darstellung 
genügen  uns  hier  zwei,  höchstens 
drei  Punkte,  da  die  vorstehende  Gl. 
I.  Grades  wieder  eine  gerade  Linie 
liefern  muss,  Fig.  80. 

1  ß 
Für  X  =  —  1  folgt  y  =  —  --^, 

13 
für    x  =  0,    y  =  —  jj  und   für 

X  =  1  wird  y  =  —  ^. 

In  beistehender  Figur  haben 
wir  für  x  und  y  verschiedene  Ein- 
heiten gewählt;  weil  die  Ordinaten 
y  alle  gleichen  Nenner  haben,  so 
genügt  es ,  in  den  betreffenden 
3  Punkten  die  Zähler  16,  13  und 
10  aufeutragen  (1,6"",  1,3  und  1«"), 


5y 

♦)  Die  Differentiation  ergiebt  ^  = 

—  6  (8  —  3  X)  -  8  (4  —  4  x)  +10  (9  —5x) 
=  -|-  10.  Die  Tangente  an  die  Kurve  ist 
in  allen  Punkten  für  x  konstant;  es  ist 
dies  aber  nur  für  eine  gerade  Linie  der 
Fall,  bei  welcher  die  Tangente  in  die  Linie 
föllt;  tang  a  =  10  ergiebt  a  =  84°  20'.  Trägt  man,  wie  übrigens  in  der  Figur  'ge- 
schehen, in  demselben  Massstab  die  berechneten  Ordinaten  y  auf,  in  welchem  die 
Abflössen  x  aufgetragen  sind ,    oder  an  dem  Punkt  m ,    für  welchen  x  =  0  ist ,    a  = 

84 *"  20',  so  schneidet  diese  Linie  auch  für  x  =  — -  die  Achse. 

H«obt,  Msotaanik.    IIL  9 


/ 
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Die  Linie  schneidet  in  dem  Punkte  für  x  =  4  Vs  die  Achse,  für  welchen 
zugleich  die  Auflösung  der  Gleichung  erfolgt,  setzt  man  x  =  i^l^,  so  ist 

5  +  n._,        9-4V3 

IT.   Gegeben  ist  die  Gleichung  II.  Grades 
3  X«  +  12  =  2  X, 
man  soll  dieselbe  graphisch  auflösen. 

Auf  0  reduziert  und  durch  3  dividiert,  folgt  zunächst 

Fig.  81.  X«  -f  4  —  */,  X  =  0. 

Setzen  wir  jetzt  wieder 
y  =  x»— «/3X+4 
und   fuhren  fiir  x  der    Reihe 
nach  verschiedene  Werte   ein, 
so    berechnen    sich    die    zuge- 
hörigen y  wie  folgt: 
Für  X  =  0  wird  y  =  4, 
„     X  =  1     „      y  =  1  —  */j 

„     x  =  2     „      y  =  4— */, 

+  4  =  6*/, 
„     x=3     „      y=9-2+ 

4  =  11 
„     x  =  4     „      y=16— »/8 

+  4  =  17  V, 
„     x=— 1„     y  =  l+4  + 

*/,=5*/, 
„     x=— 2„      y  =  4+4  + 

*/,=9V, 
u.  s.  w. 

Die  resultierende  Kurve,  eine 
Parabel,  Fig.  81,  welche  ihre 
tiefste  Krümmung  (ihr  Minimum*)  bei  x  =  Ve  ^^^y  schneidet  nirgends  die 
X-Achse;  eine  reelle  Auflösung  für  x  ist  nicht  vorhanden,  die  beiden  Wur- 
zeln sind  imaginär  x  =  Vs  ±  1/  "ö *  =  Vs  i  Vs  ^ —  3^  ^^zw.  Xi 

=  Vs  +  Vs  /=^  und  X,  =  Vs  —  Vs  /^^Sö. 


dy 
♦)  Aus  der  Gleichung  ji-  =  2  x  —  %  =  0,  folgt  x  =  Va- 
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8x  — 28  =  (4x  +  21) 


6  X  —  22 
3x  +  14* 


Wir  setzen  wieder 


y  =  (4x  + 21) -5^^=^-8x4- 28 


und  für  x  entsprechende  Werte. 


3xH-U 


Fig.  82. 


Man  erhält  fiir  x  =    0,  y  =  —  5, 
x=    2,  y  =  — 2,6, 
x=    4,  y  =  — 1,15, 
x=    6,  y  =  -0,3, 
x=    8,  y=  +  0,26, 
X  ==  10,  y  =  +  0,30  u.  8.  w. 

Trägt  man  diese  Werte  auf  (Fig.  82),  so  findet  man,  dass 
y  =  0  zwischen  x  =  6  und  x  =  8  liegt,  man  entnimmt  aus  der  Zeich- 
nung y  =  0  für  X  =  7  und  erhält  auch  nach  obiger  Gleichung 

10 00 

y  =  (28  +  2l)|^-p^-56  +  28  =  0. 

VI.  Man  soll  auf  graphischem  Wege  x  aus  der  folgenden  Gleichung 
bestimmen   ^36+  x  =  18  —  "/xT 

Setzt  man  in  dem  auf  y  reduzierten  Ausdruck  y  =  1^36  +  x  —  18 
+  r  X  für  x  die  folgenden  Werte  ein,  und  berechnet  y,  so  erhält  man: 
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wenn  x  =    0,  y  =  /36  —  18  =  —  12, 

x=    4,  y= /iÖ— 18  +  2  =  — 9,675, 
x=    9,  y= -/lö— 18  +  3  =  — 8,3 
X  =  16,  y  =  /ö2  —  18  +  4  =  —  6,789, 
x  =  25,  y  =  — 5,19, 
x  =  49,  y  =  -l,87, 
x  =  81,  y=  +  l,82. 

Fig.  83. 


Der  Gleichung  wird  Genüge  geleistet,  wenn,  Fig.  83,  x=64;  es 
wird  dann  y  =  0. 

Die  Gleichung  ist  II.  Grades  und  stellt  einen  Parabelast  dar,  und 
zwar  den  oberen  Ast,  welcher  in  der  Entfernung  x  =  64  die  X-Achse 
schneidet,  für  x  =  oc  wird  y  auch  oc,  der  untere  Ast  kommt  in  der 
Gleichung  nicht  in  Betracht.  Quadriert  man  die  GL,  dann  verschwinden 
die  Glieder  mit  x,  die  Gl.  wird  auf  eine  einfachere  IL  Grades  reduziert 
Links  der  Y-Achse  sind  dann  keine  Punkte  mehr  vorhanden,  da  für  alle 
negativen  Werte  von  x  das  Glied  Vx^imaginär  ^vird *).    Aus  ( Vsß  +  x) ^  = 

(iS—Vxj»  folgt   Vx  =  -=^  =  S  und  x  =  64. 


*)  Der  Differentialquotient  ist  ,-  =  -—        -._ 

«^      2  Lyse 


-}-  ~/  ^^  I  i    dieser  wird    für 


+  x-^/ 


X  =^  0    unendlich ,    die  Tangente   -p-  =  tang  9  =  oo  liefert  aber  9  =  90° ;  die  Kurve 
wendet  sich  in  der  Y-Achse.    Vertauscht  man  die  Koordinaten  und  setzt  x  =  "^^86  -|-  y 

+  "V^v  —  18,  woraus  v  =  1    '-— ; — 1  ,    so  findet  man   durch  weitere  Unter- 

^   ^  '  '         L      2(x  4-  18)     J 

suchungen,   da   diese  Gl.  zwei  Parabeln   enthält,   dasa  obige  Gleichung  den  Aßt  einer 
derselben  darstellt. 
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Fig.  84. 


VII.  Auch  die  Gleichung  Vi x^  —  7x  —  6  =  9  —  2x  reduziert 
sich  durch  die  algebraische  Rechnung  auf  eine  Gl.  I.  Grades;  obgleich 
sie  als  Gl.  II.  Grades  eine  Hy- 
perbel darstellt;  der  eine  Ast 
schneidet  die  Absassenachse,  der 
andere  liegt  unterhalb  derselben. 

Setzt  man  wieder 
y  =  2  X  — 9  +  y^x^^Tx— 6, 
so  liefert  diese  Gleichung  so  lauge 
keine  reellen  Werte  für  y,  als 
4x^ — 7  X  <;  —  6,  nämlich  inner- 
halb der  abgerundeten  Grenzen 
x=— %undx=  +  2  2/g.  Erst 
für  X  =  —  »4,  —  1,  —  2,  —  3 

und  für  X  =  21/2,  3,  4 

wird y  4x^  —  7x — 6 reell,  lässt 
sich  die  Wurzel  ausziehen  und 
y  berechnen. 

Da  nun  alle  Werihe  von  y  zwischen  x  =  —  ^/^  und  ^  negativ, 
hingegen,  wie  Fig.  84  zeigt,  y  positiv  für  x  =  4bi8^»,  so  ist  es  nur 
nötig,  einige  der  letzteren  aufisutragen,  um  zu  ermitteln,  für  welchen 
Wert  von  x,  y  =  0  wird;  man  findet,  dass  die  Gleichung  für  x  =  3  ge- 
löst ist  Wir  haben  darum  auch  den  unterhalb  der  X-Achse  liegenden 
Ast  zwischen  x  =  —  %  . . .  •  —  00  hin  weggelassen;  infolge  des  einmaligen 
Schnittes  für  x  =  3  ist  auch  die  Reduktion  auf  eine  Gleichung  I.  Grad, 
begründet  Quadriert  man  die  Gleichung,  so  folgt  4x* — 7x  —  6:= 
81  —  36  X  +  4  x^  hieraus  folgt,  29  x  =  87  und  x  =  3. 

Till.    Es  soll  die  Gleichung  IL  Grades 
/6x  — x^  — 5=  — 4 
graphisch  dargestellt  werden. 

Setzt  man  y  =  4  +  y  6  x  —  x^  —  5  und  für  x  die  Werte  x  =  0, 
1,  2,  3,  4,  5,  6  . . .  ein,  so  erhält  man  erst  für  x  =  1,  2,  3,  4,  6  reelle 
Werte,  nämlich 

für  X  =  1,  y  =  4  +  /6  — 1  —  5  =  +  4, 
„  X  =  2,  y  =  4  +  /I2"—  4  —  5  =  +  5 J3, 
„  x  =  3,  y  =  6;  x  =  4,  y  =  +  5,73;  x  =  5,  y  =  +  4. 

y  wird  für  x  =  6  und  für  x  =  0  imaginär,  d.  h.  die  Wurzel  lässt  sich 
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nicht  ausrechnen.  In  Fig.  85  haben  wir  die  Figur,  den  Kreis,  aufge- 
tragen; derselbe  schneidet  in  keinem  Punkt  die  X-Achse.  Löst  man  die 
Gleichung  algebraisch  auf,  so  erhält  man  aus 


Fig.  85. 


7  imaginär 


6  X  —  X*  —  5  =  16  bezw.  x^  —  6x  +  5  =  —  16  oder 
x2  — 6x  =  — 11,  x=4-3±/9— 11=:3±  V^^. 
Die  beiden  Wurzeln    sind  x^  =  3  +  1?414  V —  1   und  x,  =  3  — 
1,414  V —  1,  für  die  Praxis  also  nicht  verwendbare  Werte. 

IX.  Die  Gl.  II.  Grades  x^  —  6  x  =  7  liefert  die  beiden  Werte 
Xj  =  +  7  und  Xg  =  —  1 ,  denn  es  ist 

72— 6.7  =  7  und  (—1)2  +  6  =  7. 

In  nachstehender  Figur  ist  die  Gl.  graphisch  gelöst.  Man  erhält 
eine  parabolische  Kurve,  welche  die  X-Achse  in  x  =  —  1  und  +7 
schneidet;  die  betr.  Koordinaten  sind  in  der  Figur  eingetragen. 

In  der  Fig.  ist  unterhalb  x  =  —  I,  zwischen  y  und  0,  ein  =  zu 
setzen. 

X.  Die  folgende  Gl.  I.  Grades 

2x  — 3        4x  — 9_8x  — 27        16x  — 81         9 

15  20       ~       30  24  40 

stellt  eine  gerade  Linie  dar.    Wir  haben  die  beiden  Ordinaten  für  x  =  0 

3    ,    9    ,   27       81    ,    ü  ^      , 

y  =  -T5  +  2Ö  +  3Ö-24  +  4Ö  =  "2und 
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m  beistehender  Fig.  87  aufgetragen,  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte 
schneidet  in  der  Entfernung  x  =  +  6  die  Achse.  Der  Gleichung  wird 
hiemach  für  x  =  -f"  6  Genüge  geleistet. 

XI.  Die  Gleichung  x»  +  2  x*  +  3  x  +  4  =  0  hat  als  Gl.  III.  Gra- 
des  3  Wurzeln,  bezw.  3  Auflösungen.  In  Fig.  88  haben  wir  die  gra- 
phische Lföeung  ausgeführt. 
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Setzt  man  y  =  x'4-2x*4"3x-|-4  und  für  x  =  0,  so  erhält  man 

y  =  +  4.     Alle  Werte,  welche  >  0,  x  =  1,  2 oo,  liefern  für  y  ein 

positives  Resultat,  weil  sämtliche  Glieder  positiv  sind  und  für  ein  posi- 
tives X  positiv  bleiben;  fiir  x  =  1,  wird  y  =  10;  fiir  x  =  2,  y  =  26  etc. 
Wenn  x  negativ,  dann  wird  das  erste  und  das  dritte  Glied  mit  den  un- 
geraden Potenzen    negativ;    x  =  —  1  liefert  noch  einen  positiven  Wert 


Die  Gleichungen.  g9 

von  y,  nämUch  y  =  (— 1)»  +  2  •(— 1)^  +  3  •  (— 1)  +  4  =  +  2,  in 
allen  andern  Potenzen  überwiegt  aber  die  stets  negative  dritte  Potenz 
der  Unbekannten  im  ersten  Gliede  die  andern.  Von  x  =  —  2  bis  x  = 
—  oo  wird  y  negativ,  man  erhält  hiemach  nur  eine  Auflösung,  eine 
reelle  Wurzel,  wie  aus  der  Figur  ersichthch,  x  =  —  1,65.  Die  andern 
beiden  in  der  Theorie  vorhandenen  Auflösungen  müssen  imaginär  sein; 
die  algebraisch,  nach  der  Cardanischen  Formel  berechneten  Wurzeln 
sind  Xj  =  —  1,66063,  x,  =  --_0,174685  +  1,646871  V^H  und 
xs  =  —  0,174685  —  1,546871  V—  1. 

X  4- 1 
XII.    Es  sei  die  Gleichimg  — —r  =  —  3  aufisulösen. 

Fig.  89. 


Wir  setzen  y  =    _     +  3. 

Wie  aus  vorstehender  Figur  zu  ersehen,  resultieren,  Werte  für  x  ein- 


90  Maxima  und  Minima,  §. 

gesetzt  und  y  berechnet,  zwei  getrennte  Kurven  (Hyperbeln),  von  denen 
die  eine  die  Achse  schneidet;  thatsächhch  liefert  auch  obige  Gleichung, 
auf  0  reduziert,  einen  Wert  für  x,  nämlich  x=  Vs»  während  das  in  der 
Auflösung  der  Gleichung  fiir  y  erscheinende  Produkt  xy  eine  Gl.  IL  Gra- 
des bereits  andeutet. 


Man  erhält  für 

x  =  0,  y  = 

=  +  •2 

x  =  -l,  y  =  +  3 

1, 

+  30 

-2,     =  +  3V, 

% 

+  6 

-3,      =  +  3V, 

3, 

+  5 

-4,      =  +  3»/5 

4, 

+  n 

-5,      =  +  3»/, 

5, 

+  4,5 

6, 

+  M. 

y  wächst  fiir  ein  positives  und  negatives  x  in  beiden  Fällen  zu  po- 
sitiven Werten  an,  welche  jedoch  für  x  =  ±  oc  nie  grösser  als  y  =  +  4 
werden  können*)  (asymptotische  Annäherung).  Für  x  =  +  V2  ^^^ 
y  =  0,  und  für  alle  Werte  zwischen  x  =  +  V2  bis  x  =  +  1  wird  y  ne- 
gativ. Wie  oben  angedeutet  lässt  sich  diese  Gleichung  durch  Umformung 
auf  eine  Gl.  I.  Grades  reduzieren,  man  erhält  x  +  l  =  —  3(x — 1) 
und  hieraus  4  x  =  2,  bezw.  x  =  V2- 

8.   Graphische  Darstellung  einiger  Maxima  und  Minima 
und  einiger  Werte  für  J. 

Unter  Maxima  und  Minima  versteht  man  die  grössten  und  kleinsten 
Werte  eines  mathematischen  Ausdruckes.  Die  Bestimmung  oder  Auf- 
suchung derselben  ist  für  die  Praxis  oft  von  grosser  W^ichtigkeit. 

Ist  es  nicht  möglich,  unmittelbar  aus  der  betreffenden  Formel  einen 
Schluss  zu  ziehen,  so  lassen  sich  nur  mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik 
auf  dem  Wege  der  Rechnung  diejenigen  Werte  bestimmen,  für  welche 
der  Ausdruck  am  grössten  oder  kleinsten  wird.  Wir  wollen  nun  in  die- 
sem Abschnitt  versuchen,  auf  gniphiscliem  Wege  zum  Ziele  zu  gelangen, 
um  uns  unabhängig  von  den  Hilfsmittehi  der  höheren  Mathematik  einen 
solchen    Überblick    zu  verschaffen,    der  uns  sofort    erkennen  lässt,    für 

*)  Für  x=:±oo  folgt  y  =  -^-;  Zähler  i.nd  Nenner  differentiiert,  ergiebt  sich  aus 

(1 

I    .  .  o        ,  -  (4x  — 2) 

v  =  ^-^Ll  +3  =  1^—2,     '^^ -^1  =  4. 

-,-   (X  -  1) 
(Ix 
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welche  Werte,  oder  praktisch  ausgedrückt,  unter  welchen  Umständen  der 
gewonnene  mathematische  Ausdruck  den  grössten  oder  kleinsten  Wert 
Hefert. 

Nicht  allein  die  Technik,  sondern  auch  das  praktische  Leben  fordert 
oft  zu  der  Frage  auf:  wie  muss  man  es  anfangen,  um  den  grösstmög- 
lichen  Vorteil  zu  erzielen,  oder  wie  ist  es  mögUch,  dieses  oder  jenes  auf 
das  Minimum  zu  beschränken?  Die  Antwort  auf  solche  Fragen  stehen 
mit  der  Aufsuchung  und  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  in  enger 
Verbindung.  Der  Bautechniker  hat  einen  Baumstamm  mit  kreisförmigem 
Querschnitt  vor  sich,  er  beabsichtigt,  einen  vierkantigen  Balken  daraus 
herzustellen;  der  Zweck  desselben  ist  ihm  massgebend  für  die  Wahl  der 
Seitenverhältnisse  des  Rechteckes.  Entweder  kommt  es  ihm  hierbei  auf 
die  grösste  Oberfläche  an,  oder  er  fragt  nach  der  grösstmögUchen  Trag- 
fähigkeit des  Balkens,  wenn  er  ausgehauen  ist.  Oder  ein  Klempner  soll 
aus  einem  quadratischen  Stück  Blech  einen  Kasten  herstellen;  der  Zweck 
desselben  ist  ihm  massgebend  für  die  Dimensionen  des  Kastens,  ob  dieser 
gross  oder  klein  zugeschnitten  werden  soll,  so  dass  er  schhesslich  viel 
oder  wenig  Baum  bietet,  u.  s.  f. 

Beispiele.  I.  Es  ist  ein  Dreieck  gegeben,  Fig.  90.  Die  Höhe  h  und 
die  Grundlinie  b  sind  bekannt,  h  =  6,25"  und  b  =  8,5°';  es  soll  ein 
Rechteck  eingezeichnet  werden  von  mögUchst  grossem  Inhalt;  wie  sind 
dessen  Seitenverhältnisse  zu  wählen? 

Bezeichnet  man  mit  x  und  m 
die  Seitenlängen  des  Rechteckes, 
dann  stehen  diese  zu  h  und  b  in 
folgendem  Verhältnis: 

h  —  X  :  h  =  m  :  b. 

Aus  dieser  Proposition  ergiebt 
(h  — x)b 


Fig.  90. 


sich  m  = 


Der    Inhalt 


des  Rechtecks  ist  F  =  x  •  m,  m  ein- 
gesetzt, folgt 

F  =  ^x(h  — x)  ....     (17) 
n 

Für  welchen  Wert  von  x  wird  nun  F  am  grössten,  wenn  die  ge- 
gebenen Dimensionen  des  Dreiecks  in  Rücksicht  gezogen  werden  ?  Führt 
man  die  Zahlenwerte  von  b  und  h  ein,  so  erhält  man 

8,5 


F  = 


6,26 


X  (6,25  —  x). 
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In  Fig.  91  haben  wir  diese  Gleichung  für  beliebige  Werte  von  x 
konstruiert,  und  zwar  in  derselben  Weise,  wie  wir  dies  schon  mehrfach 
oben  ausführten. 

Flg.  91. 


Die  Wahl  der  Grenzen  von  x  kann  nicht  schwer  fallen,  x  kann  nur 
innerhalb  x  =  0  und  x  =  h  =  6,25  liegen. 
Für  X  =  0  wird  F  =  0 


» 

X 

=  i 

7» 

F  = 

•ela''.^" 

1)  = 

7,14 

Jf 

X 

=  2 

1J 

F  = 

^■'^'•'' 

-2) 

=  11,56 

yj 

X 

=  3 

» 

F  = 

6,26 '(«•■^^- 

-3)  = 

=  13,2Ü 

Ji 

X 

=  4 

» 

F  = 

12,24 

jj 

X 

=  5 

V 

F  = 

8,50 

>> 

X 

=  6 

yj 

F  = 

2,04 

>> 

X 

=  6,25,, 

F  = 

:0 

Man  trägt  x  als  Abscissen  auf  OX  und  zu  jedem  zugehörigen  Wert 
die  berechneten  Ordinaten  F  parallel  OY,  verbindet  die  Endpunkte  zu 
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einer  regelmässig  verlaufenden  Kurve.    Diese  erreicht  gleich  hinter  x  =  3, 
im  Punkte  x=  3,125,  ihren  Höhepunkt;  dann  wird  aber 
(h  — x)b  _  (6,25  —  3,125)8,5 


m 


=  4,26 


h  6,25 

und  hiemach  ist  der  grösstmögUche  rechteckige  Querschnitt  aus  dem  ge- 
gebenen Dreieck  F  =  x  •  m  =  3,125  •  4,26  =  6,80^". 
Die  Rechnung*)  liefert  den  Wert  x  allgemein 
h        6,25 


X  = 


=  3,125. 


Fig.  92. 


2  2 

IL    Es  sei  allgemein  p  =  sin  a  +  cos  a,  und  soll  ermittelt  werden 
für  welchen  Winkel  a  p  am  grössten  wird. 

Wir  beschreiben  mit  einem  beliebigen 
Halbmesser  einen  Viertelkreis,  Fig.  92, 
und  teilen  diesen  in  9  gleiche  Teile,  jeder 
derselben  umfasst  einen  Winkel  von  a  = 
10°.  Setzen  wir  der  Reihe  nach  in  die 
gegebene  Formel  a  =  0°,  10°,  20°  .  .  ., 
dann  erhalten  wir  für  y  die  folgenden 
Werte: 

Für  a  =  0     mrd  p  ==  0  +  1  =  1 , 
„     a=lO°    „     p  =  0,174 +  0,U85  = 

1,159, 
„     a  =  20°    „     p  =  0,342  +  0,940  = 

1,282, 
Für  a  =  30°  wird  p  =  0,500  +  0,866  =  1,366, 
„     a  =  40°     „      p  =  0,643  +  0,766  =  1 ,409, 
„     a  =  50°     „      p  =  0,766 +  0,643  =  1,409, 
„     a  =  60°     „      p=  1,366, 
„     a=70°     „      p  =  1,282, 
„     a  =  80°     „      p  =  1,159, 
„     a=90°     „      p  =  1,000. 
Die  Darstellung  der  aufgetragenen  Kurve  zeigt,  dass  p  am  grössten 
wird,  wenn  a  =  45°,  nämlich  p  =  0,707  +  0,707  =  J  VJ+  i  V¥= 
V2  =  1,414. 

III.    Versucht  man  nach  den  Grundsätzen  der  Elektrotechnik  die 
günstigste    Schaltung    auf    dem    Wege    der    Rechnung    zu    bestimmen, 

♦)  Setzt   man   den   Differentialquotienten   des  Ausdruckes  in  (t1.  17  gleich  Null, 


d  [h  X  —  X«] 


dx 


=  0,  so  erhält  man  unabhängig  von  b,  h  —  2x=zO,  sonach  x  = 
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wenn  der  innere  Widerstand  der  Batterie  mit  wi,  der  äussere  Wider- 
stand mit  Wa  bezeichnet  wird,  und  zwar  so,  dass  x  Elemente  neben- 
einander geschaltet  werden  und  man     -  solcher  Reihen  bilden  kann,  die 

man  hintereinander  schaltet,  so  lässt  sich  die  Stromstärke,  wenn  E  die 
elektromotorische  Kraft  ist,  ausdrücken  durch 

j==-  :i'     (18). 

Flg.  93. 


Y 

/] 

J 

4 

^ 

p^ 

r-^ 

p. 

O 

r             X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

'f x-l, 

i^-^ 

Da  die  Konstante  E  für  uns  kein  besonderes  Interesse    bietet,    so 
wollen  wir  die  Gleichung  für  E  =  1  schreiben  J  =  5—; und 

WaX^  +  nWi 

uns  die  Frage  vorlegen:    wann  wird  J  für  bestimmte  Werte  von  n,  w» 
und  Wi  am  grössten? 

Wir  wollen  Wa=^0,8,  wi  =  0,2  und  n  =  10  setzen*);  man  erhält 

Setzt  man  wieder  für  x  verschiedene  W^erte  ein  und  berechnet  jedes- 
mal J,  so  findet  man,  Fig.  93: 

Für  X  =  0,  J  =  0, 

„     X  =  1,  J  ==  7.  o   ,  -^  =  3,57, 


2,  j= 


0,8+2 
20 


=  3,84, 


0,H  .  4  +  2 
x  =  3,  J  =  3,27, 
X  =  4,  J  =  2,70, 
x  =  5,  J  =  J,27, 
„     X  =  6,  J  =  1,95  ü.  s.  w. 
*)  Die  Widerstände  w»  und  wi  werden  gewöhnlich  in  Ohm-  oder  Siemens-Ein- 
\   heit«n  gegel^en.    1  Ohm  ist  der  Widerstand,  welchen  ein  1  °"°  starker  Kupferdraht  von 
48} "  Länge  bietet.     1  Siemens-Einheit  ist  eine  Quecksilbersäule  von  1  <»""  Querschnitt 
und  1  ™  Länge. 
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Je  grösser  x,  um  so  kleiner  wird  jetzt  J,  weil  der  Nenner  mit  dem 
Quadrat  von  x  wächst. 

Das  Maximum  liegt  zwischen  x  =  1  und  x  =  2;  für  x  =  1,5,  wird 
J  =  3,95.  J  wird  am  grössten  zwischen  x  =  1,5  und  x  =  2,  und  zwar 
in  der  Nähe  von  x=  1,5;  genau  fällt  es  nach  x=  1,58;  man  erhält 
dann  abg.  J  =  4*). 

IV.  Es  ist  ein  quadratisches  Stück 
Papier,  Blech  oder  Holzbrettcheu  von 
12'"  Seitenlänge  gegeben,  Fig.  94;  man 
soll  hieraus  ein  Kästchen  formieren,  wel- 
ches mögUchst  viel  fassen  kann,  dessen 
Volumen  also  ein  Maximum  wird. 

Lassen  wir  den  Boden  des  Kästchens 
von  jeder  Seite  um  x  abstehen,  so  ist 
das  Volumen  desselben 

V  =  (12  — 2x)«x  =  4x(6— x)^ 

In  Fig.  95  haben  wir  die  Werte  von 
V  innerhalb  der  Grenzen  x  =  0  und  x=6  aufgetragen;  man  findet  für 

Fig.  95. 


Tis.  94 

1 

_.j__ 

i 

-1^ 

i 

h 

j 

l_._ 

_.l 

12 


-X 


-12- 


x  =  0,  V  =  0; 

x=l,  V  =  4(6  — 1)2=100; 
x  =  2,  V  =  4.  2  (6  — 2)2=128; 
dJ 


♦)  Differentiiert  man  obige  Gl.  18,  und  setzt  ^r— =  0,  so  erhält  man 


(WftX*  +  n  Wi)  n  —  nx  (2  w»x)    

(w»x« -f-nwi)»  "~ 


0,  hiemach 


l/n  wi        l/rÖ-0,2 
(Wax»  -f  nwi)  n  =  nx  (2  w»x)  und  x  =  1/  — — =  y  —^—  =  1,58. 
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x==3,  V=  108; 

x  =  4,  V  =  64; 

X  =  5,  V  =  20. 
Die    Figur   zeigt,    dass  V  am  grössten  wird,    wenn  x  =  2.     Der 
Maximalinhalt  des    Kastens    Tvird  dann  V  =  128  ccm*).     Würde    man 
statt  1'2*"  eine  andere   oder  eine  beliebige  Seitenlänge  des  Kastens  ge- 
wählt haben,    so  würde  man  bald  übersehen,  dass  das  Maximum  für  x 

stets  den  sechsten  Theil  der  Seitenlänge  a  beträgt  Xnux  =  -r-;   dann  ent- 

o 

hält  der  Kasten  stets  den  grössten  Inhalt. 

V.  Es  soll  aus  einer  Kugel,  deren  Halbmesser  r,  Fig.  96,  ein  Kegel 

gewonnen  werden,    welcher   den   grösst- 
möglichen  Inhalt  ergiebt 

Nennt  man  h  die  Höhe,  a  den  Halb- 
messer des  Basiskreises,  so  ist  der  Inhalt 


Fig.  96. 


v  =  : 


Tch 


Bezeichnet  man  mit  x  den 


Abstand  des  Gnmdkreises  von  derKugel- 
oberfiäche  in  der  Kegelachse  gemessen, 
so  lassen  sich  a  und  h  abhängig  von  r 
und  X  folgendermassen  ausdrücken.  Aus 
h  -f-  X  =  2  r  folgt  h  =  2  r  —  x,  im  recht- 
mnkeligen  Dreieck  ABC  ist 

(r  — x)2  4-a2  =  r2, 
löst  man  die  Klammer  auf,  so  ergiebt  sich 

a^  =  2  r  x  —  x^. 
Führt  man  h  und  a^  in  obige  Gleichung  für  V  ein,  dann  folgt 

V  =  y(2rx-x>)(2r-x)  =  ^x(2r-x)^     .     .     (19) 


*)  Differentiiert  man  obige  Gl.,  für  12  allgemein  a  eingeführt,  V  =  (a — 2  x)* 
X  =  a*  X  -f  4  x^  —  4  a  x*,  so  folgt,  den  Differentialquotienten  Null  gesetzt,  eine 
Gleichung  II.  Grades: 

a> 
a'  4"  12  X*  —  8  a X  =  0  oder  x*  —  |ax  =  —  — ;  aus  dieser  findet  man 


^^T  ^  |/?^S  =  T  ^  T'  ^'' '''  ^»  =  Y  "°^  '^«  ^T   Y  '"''^''^'^ 


Null 


ergeben  als  Inhalt,  zur  Geltung  kommt    demnach    nur  der  Wert  -;-,   wie   bereits  be- 

6 

12 
kannt   x  =  -  =  2. 
6 
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Der  Halbmesser  der  Kugel  sei  r  =  3,25,  dann  folgt 

Flg.  97. 
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In  vorstehender  Figur  haben  wir  das  Maximum  von  V  wieder  auf 
graphischem  Wege  bestimmt.  Die  Wahl  von  x  kann  auch  hier  nicht 
schwer  fallen;  für  x  können  nur  Werte  zwischen  Null  und  6,5  einge- 
setzt werden. 

Die  Formel  liefert  für 

X  =  0,  V  =  0;  X  =  4,  V  =  25,00; 


x=l,  V  =  30,25 
X  =  2,  V  =  40,50 
X  =  3,  V  =  36,76 


x  =  5,  V=  11,25; 
x  =  6,  V=l,60; 
x  =  6,5,  V  =  0. 

Der  Maximalwert  fallt  auf  x  ==  2 '/« ;  für  die  gegebene  Kugel,  deren 
Halbmesser  r  =  3V4''  und  deren  Inhalt 

*/,  r»  IC  =  */s  3,14  •  3,25»  =  129,5"^, 
ist  der  grösstmöglichste  Kegelinhalt 

V  =  ^  2,167  (6,6  —  2,167)«  =  42,6*'"". 

Nach  den  Grundsätzen  der   höheren  Mathematik   erhält   man    für 
x  =  »/,r*). 


7C 

♦)  Löst  man  Gl.  19  auf,   so  folgt  V  =  — -  (4  r*  x  +  x«  —  4  r  x*)    und    durch 


Differentiation   4^  =  ^  (4  r«  +  3  x«  —  8  r  x). 
dz        o 

wickelt,  findet  man 

Hteht,  Xeohanlk.    in. 


Diesen  Wert  Null  gesetzt  und  x  eut- 


10 
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VI.  1)  Die  vorstehende  Figur  stellt  den  kreisförmigen  Querschnitt 
«ines  Baumstammes  dar,  welcher  letzterer  zu  einem  Bau  verwendet  wer- 
den soll.  Es  handelt  sich  zunächst  darum,  einen  vierkantigen  Balken 
zuzuhauen,  der  die  grösste  Tragfähigkeit  besitzt  (s.  Bd.  II.,  S.  103). 
Wie  uns  aus  dem  IL  Band  bekannt,  ist  die  Tragfälligkeit  eines  Balkens 
abhängig  von  der  Last  und  der  Länge  des  unterstützten  oder  einge- 
mauerten Balkens,  das  ist  von  dem  grössten  Moment,  welches  durch- 
biegend auf  den  Balken  einwirkt;  femer  wird  die  Tragfähigkeit  grösser, 
wenn  die  einzelnen  Holzfasern  des  Balkens  fester,  elastischer  sind,  und 
«ndlich,  wenn  ein  Balken  überhaupt  grössere  Dimensionen  in  der  Breite 
und  Höhe  erhält. 

Ist  das  Moment,  welchem  der  Balken  Widerstand  leisten  soll,  M, 
und  kann  ein  Faserelement  von  etwa  l**"""  Querschnitt  mit  Sicherheit 
k  kg  Zug-  oder  Druckkraft  aushalten,  ohne  zu  reissen,  dann  gilt,  um  die 
ijuerschnittsdimensionen  b  und  h  zu  ermitteln,  die  Beziehung  (s.  Bd.  II, 
Gl.  46) 

•    M^kVßbh^  .     .   - (20) 

Bezeichnet  man  mit  d  den  Durchmesser  des  Baumstammes,  welchen 
wir  als  gegeben  betrachten  müssen,  so  kommt  es  darauf  an,  einesteils 
h  und  b  abhängig  von  d  auszudrücken,  andernteils  nach  dem  Verhältnis 
der  Breite  b  zur  Höhe  h  zu  fragen. 

Fig.  98  liefert  h*4-*^*  =  d*,  und   wenn  wir  b  =  —  hannehmen, 


(  —  )    -^  h^  =  d^,  woraus  folgt 
h*  =  ,  ,  ,  ^ und  h  =  —j^ 


(!)+> 


/l+x- 


Setzt  man  h  und  b  in  Gl.  20  ein,  dann  erhält  man 
^^_k^  _l_r_    x(i_   y^kd"   x'   __ 

Die  Frage  nach  der  grösstmöghchsten  Tragfähigkeit  ist  nun  gleich- 
bedeutend mit  der  Ermittelung  eines  Maximalwertes  von  M  in  Gl.  21: 
für  welchen  Wert  von  x  wird  M  am  grössten?    Wir  erreichen  hier  das- 


:  =  V.r±)/yr.-^r«=V,r±Va 


Das  untere  negative  Zeichen    kann    hier  nur    zur   Geltung  kommen;    es    folgt  dann 
x  =  V,r. 

10* 


:i68(U)i 
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selbe,  da  — ^—  als  Faktor  steht,  wenn  wir  — ^—  für  den  Augenblick  der 

0  D 

Einheit  gleich  annehmen.     Es  folgt  dann 

M  =  -—^= (21a) 

/(l+x«)» 

Die  Figur  99  stellt  die  graphische  Ermittelung  des  Maximums  dar* 
Setzt  man  der  Reihe  nach  x  =  0,  x  =  1,  2,  3  ...  ein,  dann  folgt 
für  X  =  0,  M  =  0, 

„    x=l,  M  =  ^  =  0,35, 

„    x  =  2,  M=-^=L-=  =  0,18, 
■/(1+4)« 

„    x  =  S,  M=  -rr-r-1-^ — ^  =  0,09; 
■/(l  +  9)3 

je  grösser  x,  um  so  kleiner  wird  M,  weil  der  Nenner  schneller  ak  der 

Zähler  wächst.    Das  Maximum  liegt  sonach  zwischen  x  =  0  und  x  =  1 . 

Führt  man  darum  für  x  Bruchwerte  ein,  so  findet  man 

für  X  =  0,2,  y  =    ^_    ^'^^     _^  =  0,19, 
'  '  ^       /(l  +  0,04)» 

„    x  =  0,4,  y  =  0,32, 

„    X  =  0,6,  y  =  0,38, 

„    x  =  0,8,  y  =  0,37; 
aus  der  Figur  ist  zu  ersehen,   dass  man  für  x  =  0,7,  wenn  x  zwischen 
0,6  und  0,8  hegt,    einen  grössten  Wert  für  M  erhalten  muss;    das  ist 
aber  für  b  =  0,7  h  oder  für  b  ==  ^/^  h  *). 

2)  Soll  der  Querschnitt  b  h  so  aus  dem  Rundholz  gewonnen  werden^ 
dass  die  grösste  Oberfläche  entsteht,  so  ist  diese  Frage  gleichlautend  mit 
dem  grösstmöglichsten  Umlang  des  Querschnitts 
L  =  2  h  +  2  b  =  2  (h  +  b). 

Setzt  man,    wenn  r  =  -^  der  Halbmesser  des  Balkens  und  a  der 


♦)  Setzt  man  den  Differentialquotient  von  M  in  Bezug  auf  x  gleich  Null, 
d    —  r     =0,    80  folgt  ! -^,^^:L±^ ^ =  0, 

woraus  (1  -\-  x^f-,  2  x  =  2  x^  8/..  (1  +  x«)»/2  oder  1  4-  x«  =  »/,  x« ,  bezw.  x  =  ■/2    und 


b  =     /--  =  T~.\.  =  V?  b. 

y2       ij^i-* 
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Centaiwinkel  ist,  die  aus  Fig.  98  sich  ergebenden  Werte  -^  =  r  sin   ^    und 

—  =  r cos  -^  ein,  so  folgt  L  =  4  r  f  cos-^+  sin  — J. 

Da  für  uns  wieder  4r  ein  konstanter  Faktor  ist,  welcher  der  Ein- 
heit gleich  gesetzt  werden  kann,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  unter  den 

mögUchen  Winkeln   a   denjenigen   zu  ermitteln,    für  welchen  cos-^  + 

sin  -^  am    grössten  wird.     Eine    allgemeine   graphische  Lösung   dieser 

Aufgabe  ist  bereits  im  Beispiel  II,    Seite  93,  Fig.  92,    enthalten;    wir 

fanden  —  =  46°,    bezw.   a  =  90®,    es  resultiert  also  ein  quadratischer 

Querschnitt. 

3)  Man  kann  nun  noch  endlich  bei  Herstellung  eines  vierkantigen 
Balkens  aus  einem  runden  das  Verlangen  stellen,  dass  die  Seiten  h  und 
b  in  einem  solchen  Verhältnis  zu  wählen  sind,  dass  das  grösste  Eigen- 
gewicht oder  dass  grösste  Volumen  des  Balkens  resultiert,  dann  wäre 
ein  Maximum  für  F  =  h  b,  ein  Maximum  des  Querschnitts  zu  ermitteln. 

Setzt  man  wieder  h  =  2  r  cos  -^  und  b  =  2  r  sin  -^  in  F  ein,  so  folgt 

F  =  4  r*  sin  -^  cos  — (22) 

Für  4r*  =  l  wird  F  am  grössten,  wenn  a  =  90°,  also  auch  für 
einen  quadratischen  Querschnitt*).  Die  Fig.  100  Hefert  die  graphische 
Lösung. 

Wir  haben  den  Viertelkreis  mn,  dessen  Halbmesser  der  Einheit  gleich 
sein  kann  (in  der  Figur  ist  p  =  0,25),  in  9  Teile  geteilt  und  für 

y  =  10°,  20°,  30° F  =  sin  y  cos  -^  berechnet: 

Für  -^=10°  wird  F  =  0,174 -0,985  =  0,1710, 
a 


^  =  20°     „      F  =  0,342  . 0,940  =  0,3214, 

a 
2" 


*=30°     „      F  =  0,5      .0,866  =  0,4330, 


dF 


a  .   a       «    .     a 


♦)   Setzt   man   in  Gl.  22  i —  =  0,  so  folgt  aus  sin» cos*       =0,  sin--  = 

da  2  2  2 

QC  (X 

O05    - ,    welche  Gleichung  nur  für  —  =  45®  zur  Lösung  gelangt. 

A  2 
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Für  Y  =  40°  wird  F  =  0,643  •  0,766  =  0,4924, 


|=w 


a 


=  60° 


F  =  0,766  .  0,643  =  0,4924, 

F  =  0,866  . 0,5      =  0,4330  u.  s.  w. 


Der  Ausdruck  wird  am  grössten  für  —  =  45°,  dann    erlangt   der 

Querschnitt  seinen  Maximalwert. 

TU.  An  einem  Hebel,  dessen  Eigengewicht  q  =  20  kg  pro  lfd. 
Meter,  wirkt  eine  Kraft  P,  welche  das  an  dem  Hebelarm  a  =  0,8"  wir- 
kende Gewicht  Q  =  250  kg 
um  den  Drehpunkt  A  zu  heben 
strebt.  Es  fragt  sich:  für 
welche  Hebellänge  x  wird  P 
am  kleinsten? 

Lassen  wir  das  Eigen- 
gewicht unberücksichtigt  ^ 
dann  ist  nach  dem  Hebelgesetz 

T^         rx  Qa  ,  ^j       Qa 

P  X  =  Qa,  woraus  x  =  -rp—  bezw.  P  =  — . 

P  X 

Hier  wird   offenbar  P  am   kleinsten,  wenn  x  unendhch  gross  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Eigengewicht  gilt  aber  die  Momentengleichung 

um  A  als  Drehpunkt 

Flg.  102. 


Flg.  101. 

P 

^^a.0,8                           q-2ükg  lauM. 

<< 

>■ 

> 

Q 


-x-4.5- 
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Px  =  Qa  +  qxy  =  Qa4-qy, 
aus  dieser  folgt  jetzt 


p  _  Qa   ,  qx 

X   "•"  2" 


i^) 


oder  die  Zahlenwerte  eingesetzt, 
p^  250 -0.8    ^ 


20. 


.=  200+iOx. 


X  2  X 

Um  diesmal  das  Minimum  zu   ermitteln,    haben  wir  in  Fig.   102 
die  aus  der  letzten  Gl.  sich  ergebenden  Kurven  aufgeti-agen. 
Man  setzt  für  x  =  0  und  findet  P  =  oc, 


x=l 


P  =  200+  10  =  210, 


x=2 

P=20(>+ 10-2  =  120, 

x  =  3 

P  =  97, 

x  =  4 

P  =  90, 

x  =  6 

P  =  90, 

x=  (J           , 

P  =  93, 

x  =  7 

,          P  =  96, 

x  =  8 

,          P  =  105  u.  8.  w., 

fiir  alle  weiteren  Werte  von  x  wächst  P  wieder  bis  ins  Unendliche.  Der 
kleinste  Wert  von  P  fällt  zwischen  x  =  4  und  x  =  5  nach  x  =  i,b. 
Diese  Minimalkraft,  welche  hier  nur  möglich  ist,  ergiebt  sich  aus 

200 


P  = 


4,5 


+  10  .  4,0  =  89,5  kg*). 


VIII,  Man  soll  zwischen  den  Wänden  W  und  Wj,  Fig.  103,  von 
denen  dieletztere  eine  Thür  von  bestimmter  Höhe  h  besitzt,  einen  Balken 
von  der  Länge  1  einschieben  und  aufrecht  zu  stellen  suchen,  der  Abstand 
der  Wände  ist  a".  Man  wird  zunächst  versuchen,  den  Balken  durch  die 
Thür  in  den  Gang  einzuschieben  und  ihn  dann  aufrichten,  er  mag  hier- 
bei   eine    beliebige    Höhenlage    annehmen,    die    aus    der   Figur   ersicht- 


dP 


Qa 


Qa 


♦)  Die  Differentiation  der   Gl.  a  liefert  -; —  =^ i-  -f  -tt >    woraus  -J  =  — — 


2         X« 

Diffe- 


und     hieraus   x  =   l/i^  =  l/?--250j^8    ^^20  =  4,47-;    der   zweite    Di 

.           .  j      .  ^            .  .      d«  P        .    2  Q  a 
rentialquotient  wird  wieder  positiv,  -z—    ==  -\ — . 
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lieh  ist.    Aus  der  Figur  entnehmen  wir  femer  mn  =  li,   pm=y  und 
pn  =  x  als  Koordinaten  der  beliebigen  Lage. 


Fig.  108. 


Der   grösste  Wert,    welchen   y   erreichen   kann,    ist   h.     Nun  ver- 
hält sich  Ij  :  1  =  X :  X  +  a^  woraus 

Ix 
Ij  =  ;  femer  ist  y^  =  lj*  —  x*. 


x  +  a' 
Setzt  man  1^  ein,  dann  ergiebt  sich 

y-  VI,         X    -^  (a  +  x)« 


)'  a  +  x 

Gegeben  ist  a  =  2,4"*  und  1  =  6",  somit  folgt 


/F  — (a  +  x)^ 


y  = 


/36  — (2,4  +  x)«. 


2,4 +  x 

Der   grösste  Wert  von  y  kann    nur    zwischen  x  =  0  und  x  =  3,6 
liegen,  denn  für  x  =  3,6  wird  y  schon  Null,  und  für  x>  3,6  wird  der 
Flg.  104.  Wurzelwert  imaginär. 

Man  findet  (Fig.  104)  für  x  =  0, 
y  ==  0;  für  X  =  1,  y  =  1,46;  für  x  = 
2,  y  =  l,71;  für  x  =  3,  y  =  1,06  und 
für  x  =  3,6,  y  =  0.  Das  Maximum 
fällt  nahe  bei  x  =  2  (genau  nach  x  = 

2,02)*);    damit  der   Balken   von    6- 

*"^®     Länge  in  den  2,4"  breiten  Gang  zur 


-xinax-2,oa- 


")  Mit  Zuhilfenahme  der  höheren  Analysia  findet  man 

8      _  8  

X  =  —  a  +  -/a  1»  =  —  2,4  +  y86,4  =  2,02;  es  muss  also 


^>y Ly^li  —  y^a^J    sein. 
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Verwendung  gelangen  kann,  muss  die  Thürhöhe 

h  =  y  =      ^        /36  —  (2,4  +  2p  =  1,86-  hoch  sein. 

IX.    Es  seien  die  Gleichungen  gegeben 

_1— X»  _x«— 1 
y~  1— x'  y—  X— 1  ' 
man  will  aus  denselben  berechnen,  wie  gross  y  wird  für  x=  1;  setzt 
man  x  =  1  ein,  so  findet  man  in  beiden  Gleichungen  y  =  §.  Es  entsteht 
nun  die  Frage,  was  dieser  Ausdruck  für  eine  Bedeutung,  für  einen  wirk- 
lichen Wert  hat?  Man  könnte  im  ersten  Augenblick,  weil  Zähler  und 
Nenner  gleich  gross,  den  wahren  Wert  zu  1  annehmen,  oder  weil  der 
Zähler  Null,  y  =  0  für  x=l  setzen  wollen,  eventuell  für  denselben 
Wert  von  x,  da  der  Nenner  Null,  y  unendlich  gross  annehmen  wollen; 
jedenfalls  ist  ^  ein  unbestimmter  Ausdruck,  welchen  wir,  um  seine  wahre 
Bedeutung  zu  erforschen,  graphisch  ermitteln  wollen. 

Wir  verwenden  hierzu  die  vorstehende  Figur  105,  welche  wir  nach  be- 

X* —  1 
rechneten  Werten   aus  der  Gleichung  y  =- —  aufgetragen  haben. 

Die  berechneten  Werte  sind  für 

28 

X  =  —  3,  y  =  —-^  =  +  7, 

x  =  -2,  y=-^  =  +  3, 

x  =  -i,  y  =  -^i  =  +  ^^ 

x=       0,  y  =  -~-[-  =  +  l, 

X  =  +  2,  y  =  ^-— Y  =  +  7, 

27  —  1 
x  =  +  3,  y  =  — _^  =  +13  U.S.W. 

Lässt  man  x  nach  der  positiven  und  negativen  Richtung  weiter 
wachsen  als  x  =  ±3,  so  wird  y  jedesmal  oc. 

Aus  der  aufgetragenen  Kurve  ersieht  man  nun  leicht,  dass  der  wahre 
Wert  von   y,    wenn  x  =  -|"  1  >    thatsächlich  y  =  +  3   sein  muss;    die 
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X»  —  1 
Gleichung  y  = -,  nach  den  Grundsätzen  der  höheren  Mathematik 

bebandelt,  führt  übrigens  durch  Rechnung  zu  demselben  Resultat*). 

Die  graphische  Darstellung  lässt  uns  auch  hier  in  den  meisten  ein- 
fachen Fällen  die  wahren  Werte  dieser  sogenannten  unbestimmten  For- 
men  erkennen,    deren  es  übrigens    ausser  ^  noch  andere,   — ,  0®,  -^c^ 

u.  8.  w.  giebt. 

x'  —  8 
X.    Setzt  man  in  die  Gleichung  y  =  -— — ,  x  =  2,  dann  er- 

hält   man    wieder   die    unbestimmte   Form   y  =  ^ ;    denn  es  wird  y  = 

2(2-2)       *  , 

Der  wahre  Wert  für  x  =  2  ist  y  =  6.  Denn  konstruiert  man  die 
der  gegebenen  Gleichung  entsprechende  Kurve,  Fig.  106,  so  schneidet 
diese  auf  der,  der  Abscisse  x  =  2  zugehörigen  Ordinate,  y  =  6  ab,  es 
kann  also  für  den  wahren  Wert  von  §  in  diesem  Fall  auch  kein  Zweifel 
entstehen. 


♦)  Differentiiert  man  Zähler  und  Nenner  der  Gleichung 

y  =  -^q^->  ßo  folgt  -2^-^ z=:  +  nx  "  -  »  ; 

setzt  man  x  =:  1 ,   dann   erhält   man  allgemein  y  =  n.     In   obigem  Beispiel  ist  n  =  8, 
somit  wird  für  x  =  1,  y  =  3. 


II.  Die  graphische  Statik  oder  Graphostatiic. 

Wir  deuteten  in  der  Einleitung  bereits  an,  dass  die  graphische 
Statik  auf  rein  geometrischem  Wege  die  Bedingungen  entwickelt,  unter 
welchen  sich  ein  System  von  Kräften  das  Gleichgewicht  hält.  Die  gra- 
phische Statik  setzt  also 'auch,  wie  das  graphische  Rechnen,  die  Kennt- 
nis der  Geometrie  voraus  und  schliesst  sich  in  gewissen  Beziehungen  an 
die  graphische  Mathematik  an.  Die  letztere .  vermittelt  uns  durch  die 
Schlusslinie  einen  Zahlen  wert,  das  Resultat  der  Rechnung,  in  Gestalt 
einer  Länge,  welche  wir  durch  den  zu  Grunde  liegenden  Massstab  in  eine 
Zahl  umsetzen. 

Die  Ausgangselemente  in  der  Graphostatik  sind  eine  oder  mehrere 
Kräfte,  welche  in  einer  Ebene  wirken,  oder,  wenn  mehrere  Kraft«  im 
Räume  gegeben  sind,  wenn  sie  also  nach  verschiedenen  Richtungen  im 
Räume  wirken,  so  fassen  wir  diejenigen  zusammen,  welche  sich  in  der- 
selben Ebene  vereinigen  lassen.  Die  Resultate  sind  auch  hier  >vieder 
Linien,  bestimmte  Längen,  welche  Kräfte  darstellen;  oder,  sofern  wir 
die  gegebenen  Kräfte  mit  gegebenen  Hebelarmen  kombiniert,  grapho- 
statisch  zusammengesetzt  haben,  so  resultieren  jetzt  Linien,  welche  Mo- 
mente darstellen,  die  ihrerseits  wieder  mit  Hilfe  der  gewählten  Mass- 
stäbe in  Zahlen  umgesetzt  werden  müssen. 

A.  Das  Eräftepolygon. 

Zasammensetzun^  und  Zerlegung  der  Kräfte  In  der  Ebene. 

Wirken  von  einem  Punkt  a  aus,  Fig.  107,  mehrere  Kräfte  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin,  so  lehrt  uns  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  diese  gegebenen  Teilkräfte  (Komponenten)  nacheinander  zu  einer 
Resultierenden  zu  vereinigen.  Die  Teilkräfte  haben  wir  der  Einfachheit 
wegen  mit  Zahlen  1,  2,  3  und  4,  statt  mit  P^  Pg  P3  P4  bezeichnet,  und 
OS  ist  die  gezeichnete  Lage  diejenige,    welche  die  Kräfte  in  der  Ebene 
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haben  sollen;  ferner  sind  auch  die  Längen  der  Kräfte  genau  mit  den 
gegebenen  übereinstimmend,  oder  richtiger  gesagt,  nach  einem  bestimmten 
Massstabe  aufgetragen.     Was  den   letztem  anlangt,    so  thut  ein  Meter- 


Fig.  107  nnd  108. 


oiass  dieselben  Dienste,  man  greift  mit  einem  Zirkel  die  einzelnen  Kräfte 
nacheinander  ab,  und  bedeutet  dann  1""  10,  100,  1000  oder  10  000  kg; 
die  Resultierende  ist  natürlich  demselben  Massstab  unterworfen. 


Fig    109  nnd  110. 


Wir  setzen  nun  zunächst  die  erste  mit  der  zweiten  Kraft  zusammen, 

Fig.  108,    und    erhalten   das    Resultat  R^,    die  beiden  Kräfte  1   und  2 

[      können  dann    entbehrt  werden,    weil  sie  eben  durch  Rj  ersetzt  werden 

■      können.   Rj  kombiniert  man  dann  mit  3  und  findet  R,  als  Resultat,  man 
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kann  also  wieder  Rj  und  3  als  wirkungslos  betrachten.  Es  bleiben  nun 
noch  die  Kräfte  Rg  und  4  übrig,  welche  den  Punkt  a  zwingen,  sich  nach 
der  Kraft  R,  der  Resultierenden  aus  beiden,  zu  bewegen,  die  Grösse 
dieser  ergiebt  sich  aus  dem  Massstab.  Hätten  wir  als  5.  Kraft  Ro  mit- 
wirken lassen,  und  zwar  nach  entgegengesetzter  Richtung  von  R,  aber 
mit  der  gleichen  Stärke,  also  in  der  Zeichnung  gerade  so  gross  wie  R, 
dann  würde  der  Punkt  a  sich  offenbar  von  vornherein  im  Gleichgewicht 
beftinden  haben,  denn  die  Wirkung  der  Kraft  R  wäre  aufgehoben,  durch 
Ro  vernichtet  worden. 

Man  kann  sich  nun  die  konstruktive  Arbeit  der  Fig.  108  bedeutend 
erleichtem,  wie  in  Fig.  109  geschehen,  wenn  man  bedenkt,  dass  es  zur 
Konstruktion  der  einzelnen  Parallelogramme  schon  genügt,  an  1  eine 
Linie  parallel  und  gleich  lang  mit  2  anzuschliessen ,  es  ist  dann  1  # 
ab,  bc  oder  linder  Kraft  2;  schliesst  man  an  c  noch  III  gleich  und 
parallel  3,  und  an  d  die  Kraft  IV  gleich  und  parallel  4  an,  so  ge- 
langt man  auch  zu  dem  Punkte  e,  also  zur  Resultanten  ae  =  R. 

Durch  die  aufeinanderfolgende  Konstruktion  der  einzelnen  Parallelo- 
gramme werden  die  Teilkräfte  schHessHch  sämtlich  vernichtet;  die  Reihen- 
folge, wie  dies  geschieht,  bleibt  sich  gleich;  thatsächlich  bleibt  es  sich 
auch  gleich,  wie  die  einzelnen  Kräfte  der  Reihenfolge  nach  zu  den  Pa- 
rallelogrammen vereinigt  werden.  In  Fig.  110  gelangen  wir  zu  dem- 
selben Resultat,  wir  haljen  jedoch  hier  mit  3  #  III,  hieran  anschliessend 
2  #  II,  IV  #  4  und  1  gleich  und  parallel  I,  begonnen  (s.  Bd  I, 
S.  68  u.  f.). 

•80-800-8000    \g 


Fig.  111  UDd  112. 
i         2 
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Befindet  sich  ^  gleich  vom  Anfang  an  das  ganze  Kräftesystem  um 
einen  Punkt  herum  im  Gleichgewicht,  so  gelangt  man  mit  der  letzten 
Parallelen  wieder  in  den  Anfangspunkt  zurück,  die  Resultante  ^^^rd 
Null,  es  kann  keine  vorhanden  sein,  weil  Gleichgewicht  herrschte;  die 
Figuren  111  und  112  liefern  ein  solches  Beispiel.  (Die  Zahlen  IV  und 
V  sind  in  Fig.  112  zu  zergänzen.) 

In  allen  Fällen  gelangt  man  auf  die  einfachste  Weise  durch  ein 
Vieleck  zum  Resultat.  Man  nennt  darum  die  obige  Hilfsfigur  Kräfteviel- 
eck oder  Kräftepolygon;  stellt  sich  dasselbe  als  eine  geschlossene 
Figur  dar,  dann  ist  Gleichgewicht  vorhanden,  im  andern  Fall  bildet  die 
jedesmalige  Schlusslinie  die  Resultante.  Die  Richtung  der  einzelnen 
Polygonkräfte  muss  stets  durch  Pfeile  im  Sinne  der  gegebenen  Kräfte 
markiert  werden. 

Fig.  118  und  114. 


Das  einfiujhste  Kräftepolygon  ist  das  Kräftedreieck,  Fig.  113  und 
lU,  sotem  der  Punkt  a  durch  3  Kräfte  im  Gleichgewicht  erhalten  wird; 
es  schliesst  sich  dann  das  Polygon  zu  einem  Dreieck.  Auf  a,  Fig.  1 1 3,  wirken 
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gleichzeitig  die  Kräfte  1,  2,  3.  Zieht  man  I  parallel  1,  11 1|  2,  m  ||  S 
und  macht  1  =  1,  11  =  2,  IU=3,  so  läuft  das  Kräftedreieck  in  sich 
zurück,  es  bildet  eine  geschlossene  Figur,  die  Pfeile  deuten  die  Richtung 
der  Kräfte  in  Fig.  113  an.  Die  Kräft;e  1  und  2  würden  sich,  wenn  3 
nicht  vorhanden,  zu  einer  Resultierenden  ac  vereinigen,  ihr  entgegen 
wirkt  die  Kraft  3;  das  Kräftedreieck  in  Fig.  114  deckt  sich  vollständig 
mit  dem  halben  Parallelogramm  in  Fig.  113.  Die  Richtungen  der 
Kräfte  in  1  und  2  sind  entgegen  der  in  3,  vereinigt  man  in  Fig.  114 
alle  3  Richtungen  dadurch,  dass  man  die  Kräfte  I  und  11  durch  Kreis- 
bögen nach  m  und  m^  überträgt  oder  auf  eine  Linie  projiziert,  so  lässt 
sich  der  Verlauf  der  Richtungen  leichter  übersehen. 

Flg.  115. 


In  vorstehender  Figur  haben  wir  ein  entwickeltes  Kräftepolygon 
auf  die  Linie  ab  projiziert,  um  die  Richtungen  der  Kräfte  leichter  über- 
sehbar festzustellen;  diese  Feststellung  ist  namentlich  in  den  Anwen- 
dungen da  von  Wert,  wenn  es  sich  darum  handelt,  innere  Zug-  und 
Druckkräfte  zu  bestimmen. 

Ein  praktisches  Erkennungszeichen  solcher  inner n  Kräfte  liefert 
uns  die  Fig.  116.  Die  Stange  ab  ist  bei  a  mit  Q,  sagen  wir  6000  kg 
bdastet,  und  bei  b  drehbar  befestigt,  durch  die  Kette  oder  das  Seil  ac 
ist  sie  festgehalten.  Die  Belastmig  Q  bewirkt  offenbar  in  ab  eine  Druck- 
kraft, in  ac  eine  Zugkraft.  Jeder  Stab,  welcher  einer  Druck- 
kraft   ausgesetzt   ist,    muss   steif  sein    und  so  stark^    dass  er 
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nicht  geknickt  werden  kann;  es  wird  uns  gewiss  nicht  einfallen,  den 
Stab  ab  durch  eine  Kette  zu  ersetzen.  Jeder  Zugstab  kann  aber 
stets  durch  eine  Kette  oder  durch  ein  Seil  ersetzt  werden.   Die 


OD 

3 


innere  Kraft  in  ab  verursacht  einen  Druck  auf  die  Unterlage  bei  b, 
hmgegen  werden  bei  c  die  Befestigungsteile  der  Kette,  des  Seiles  oder 
des  Zugstabes  nach  auswärts,  hier  nach  rechts,  gezogen. 


Hiebt,  lUohuük.    m. 
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114  I^^s  Kräftepolyjjon. 

In  Fig.  117  haben  wir  die  Lage  der  in  Frage  stehenden  3  Kräfte 
angedeutet.  Q  wirkt  als  Zugkraft  senkrecht  nach  unten,  die  Kräfte  P^ 
und  P2  seien  uns  noch  unbekannt. 

Wir  ziehen  in  Fig.  117  Q  =  a^  d^  parallel  der  in  Fig.  116  ge- 
gebenen Belastung  Q,  und  machen  diese  senkrechte  Linie,  weil  Q  = 
6000  kg,  6 "°  lang,  1 ""°  entspricht  sonach  100  kg.  Hierauf  ziehen  wir  a^  Cj  und 
d^Ci  parallel  den  Richtungen  PjPi,  bezw.  den  ursprünghch  gegebenen 
Richtungen  ac  und  ab  in  Fig.  116.  Die  Längen  a^  Cj  und  Cj  d^  in 
Fig.  117  ergeben  sich  erst  durch  das  geschlossene  Kräftedreieck  ajCidi, 
in  welchem  der  Punkt  c^  durch  die  Länge  aj  d^  =  6*",  entsprechend  der 
Kraft  Q  =  6000  kg,  bestimmt  wird.  Misst  man  die  Längen  nach  dem 
der  Figur  beigefügten  Kräftemassstab  ab,  so  ergiebt  sich  die  Kraft  in  II 
zu  1180  kg  (11,8*""  Länge),  und  Pj  mit  8,6'"  Länge  zu  8600  kg.  Pro- 
jiziert man  die  Kräfte  in  Fig.  117  auf  eine  Linie  a^,  Co,  so  wirken  Q 
und  I  der  Kraft  II  entgegen,  wie  man  aus  den  eingezeichneten  Pfeil- 
richtungen sofort  erkennen  kann. 

Wir  nannten  nun  oben  die  Kräfte  P^  und  Pg  in  ac  und  ab  innere, 
weil  sie  vermöge  des  starren  Materials  der  Streben  imstande  sind,  den 
von  Q  empfangenen  Zug  oder  Druck  nach  aussen  zu  übertragen.  Die 
äusseren  Kräfte,  zu  denen  natürUch  die  gegebene  Belastung  in  erster 
Reihe  mit  gehört,  sind  die  in  c  und  b  wirkenden  Wandkräfte,  welche 
hier  den  innem  Kräften  gleichwertig  sind,  d.  h.  die  gleiche  Richtung 
und  die  gleiche  Grösse  haben  wie  diese.  Um  den  Gleichgewichts- 
zustand der  inneren  Kräfte  zu  erkennen,  müssen  die  äusseren 
auch  im  Gleichgewicht  sein.  Die  äussere  Kraft  P^  in  ac  versucht 
den  Stab  oder  die  Kette  in  c  von  ihrer  Befestigung  loszureissen,  sie  wirkt 
nach  rechts;  in  Bezug  auf  den  Knotenpunkt  a  ist  es  also  erforderlich, 
eine  Kraft  Pj  anzubringen,  welche  sich  vom  Knotenpunkt  a  entfernt,  an 
diesem  zieht,  P^  ist  hiemach  eine  Zugkraft,  w^ährend  die  Kraft  P,  als 
äussere  Kraft  auf  b  drückt;  in  Bezug  auf  den  Knotenpunkt  a  wirkt  Pg 
als  Druckkraft,  ihre  Richtung  zeigt  auf  den  Knotenpunkt  a.  Diese 
Kräfterichtungen  im  Knotenpunkt  a  sind  die  gleichen  wie  die  im  Kräfte- 
polygon, Arie  sie  sich  aus  dem  Gleichge^richtszustand  durch  das  ge- 
schlossene Polygon  ergeben. 

Konstruieren  wir  für  einen  Knotenpunkt  das  Kräftepoiy- 
gon  und  zeichnen  in  das  geschlossene  Polygon  die  Pfeilrich- 
tungen der  Reihe  nach  ein,  so  erhalten  wir  die  Druck-  und 
Zugkräfte  der  betreffenden  Stäbe,  bezw.  Streben,  wenn  wir 
die  Polygonpfeilrichtungen  um  den  betr.  Knotenpunkt  herum 
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in  die  Streben  selbst  übertragen;  alle  Pfeilrichtungen,  welche 
sich  vom  Knotenpunkt  abwenden,  deuten  Zug-,  diejenigen, 
welche  sich  zuwenden,  Druckkräfte  an.  Die  Dimensionen  der 
Streben  berechnen  wir  dann  aus  den  im  Band  II  entwickelten  Gesetzen. 


Fig.  119  und  120. 


Die  Kräfte  Z,  Fig. 
119,  bewirken  eine  Zug- 
thätigkeit  in  dem  Stab  s, 
während  die  Kräfte  D 
den  Stab  a  auf  Druck, 
event.  Knickung  bean- 
spruchen. 

Ist  keine  bestimmte 
Ausgangskraftrichtung 
vorhanden,  wie  im  l)ei- 
stehenden  Kniftesystem, 
Fig.  120,  um  den  Punkt 
a  hemm,  dann  kann 
auch  von  einer  bestimm- 
ten Zug-  und  Druckkraft 
keine  Rede  sein.  Es 
können  hier  alle  Kräfte 
als  Zugkräfte  an  a  auf- 
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gefasst  werden,  obgleich,  je  nach  Annahme  der  Grenze  mn  oder  m^  n^ 
gewisse  Gruppen  sich  entgegen  wirken.  Nimmt  man  in  m^  n^  die  Grenze 
an,  dann  wirken  die  Kräfte  1  und  6  den  Ej*äften  2,  3,  4  und  6  ent- 
gegen; hingegen  die  sämtlichen  Kräüe  auf  m^n^,  Fig.  121  projiziert,  bezw.mn 
als  Grenze  angesehen,  so  wirken  sich  1,  2  imd  3  und  4,  5  und  6  ent- 
gegen. Dass  im  ganzen  System  Gleichgewicht  herrscht,  ist  aus  Fig.  121 
zu  ersehen.  Die  Kraft  6  könnte  ebensowohl  als  Resultierende  des  ganzen 
Systems  angesehen  werden. 

Zieht  man  im  Ejüftepolygoii,  Fig.  121,  die  Linien  B^,  R,,  Rs  von 
a  aus,  so  stellen  diese  die  Resultierenden  der  einzelnen  Parallelogramme 
dar,  eine  Vergleichung  mit  Fig.  108  lässt  dies  sofort  erkennen.  R^  er- 
setzt die  gegebenen  Kräfte  1  und  2  in  Fig.  120,  würde  man  R3  von  a 
aus  als  Kraft  in  Fig,  120  wirken  lassen,  so  könnte  man  die  Kräfte  1, 
2,  3,  4,  deren  Resultierende  R4  ist,  hinweglassen;  ebenso  ersetzt  R,  die 
3  ersten  Kräfte  1,  2,  3  in  Fig.  120.  R  in  Fig.  121  ersetzt  die  sämt- 
Uchen  5  ersten  Kräfte,  da  sie  als  Resultierende  der  Kraft  6  gleich 
sein  muss. 

Fig.  122,  123  und  124. 


Beispiele.    I.  Um  eine  Rolle,  Fig.  122,  ist  ein  Seil  oder  eine  Kette 
geschlungen,  die  beiden  gleichen  Kräfte,  welche  das  Seil  beanspruchen, 
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sind  Pi  =  P,  =  1  =  2  =  300  kg;  wie  gross  ist  der  Achsendruck  Rj,  bezw. 
die  Zugkraft  an  der  Befestigungsstelle? 

Wir  ziehen,  Fig.  123,  I  parallel  1  und  11  parallel  2  und  machen 
deren  Länge  3"",  sodass  also  1"*™  =  10  kg  bedeutet.  Das  Kräftedreieck 
schliesst  sich,  indem  man  in  Fig.  123  R  zurück  nach  a  zieht,  und  R 
abmisst,  es  ergiebt  sich  4,25^;  in  der  Richtung  der  Schlusslinie  R  liegt 
in  Fig.  124  die  Befestigung.    Der  Achsendruck  ist  sonach  426  kg. 

Fig.  125  and  126. 


IL  Es  sollen  in  der  vorstehenden  Eck-  oder  Bogenverbindung  die 
senkrecht  auf  den  Kräften  1  imd  2  wirkenden  äusseren  Gegendrücke  be- 
stimmt werden,  wenn  in  a  eine  Kraft  Q  =  6000  kg  wirkt 

Wir  ziehen,  Fig.  126,  Q  parallel  dem  gegebenen  Q  und  machen 
diese  Linie  60"™  lang  (l"™  =  100kg),  dann  schliessen  wir  an  Q  die 
Linien  I  und  11  parallel  1  imd  2,  bis  sich  das  Kräftedreieck  schliesst 
Die  Längen  der  Linien  I  imd  11  geben,  in  demselben  Massstab  wie  Q 
gemessen,  die  Kräfte  1  und  2,  somit  auch  ihre  gleichgrossen  Gegen- 
kräfte. Aus  dem  Kräftedreieck  Fig.  126  ersieht  man,  dass,  je  grösser 
der  Winkel  wird,  unter  dem  die  Kräfte  1  und  2  zusammenwirken,  also 
je  flacher  beispielsweise  ein  Gewölbe,  um  so  grösser  werden  die  Seiten- 
kräfte (s.  Bd.  I,  S.  199),  umgekehrt,  je  kleiner  dieser  Winkel,  um  so 

mehr  nähern  sich  I  und  11  dem  WertTr* 
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Fig.  127  und  128. 
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III.  Auf  einen  Punkt  a  eines  frei- 
stehenden Körpers,  Fig.  127,  dessen  Ge- 
wicht G,  wirkt  eine  Kraft  W  ein;  man 
soll  die  Stablität  des  Körpers  (s.  Bd.  I, 
S.  175)  in  Bezug  auf  die  ümsturzkante 
m  untersuchen. 

Nach  uns  bekannten  Grundsätzen  tritt 
ein  Umsturz  des  Körpers  ein,  wenn  die 
Resultante  aus  W  und  G  ausserhalb 
der  Basis,  links  von  m fällt.  Tragen 
wir  von  a  aus,  Fig.  128,  G  und  W  an 
und  schliessen  das  Kräftedreieck,  so  giebt 
^^  uns  B  die  Lage  und  Grösse  der  Resul- 
tierenden ^  welche   wir  nur  parallel   in 

Fig.  129,  ISO.  181  und  182. 
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die  Fig.  127  zu  übertragen  brauchen,  um  uns  darnach  zu  überzeugen, 
ob  event  ein  Umsturz  eintreten  könnte,  es  müsste  die  Basis  von  m 
aus  nach  Unks  erbreitert  werden;  oder  wie  weit  R  von  m  nach  rechts 
fällt,  dann  ist  allerdings  der  Körper  standsicher.  Wir  werden  noch 
weiter  unten  erkennen,  dass  uns  der  Abstand  R  von  m  innerhalb  der 
Basis  massgebend  für  die  Materialspannung  sein  wird. 

IV.  Im  Punkt  a  der  Fig.  129—132  wirkt  die  Kraft  Q  =  7000  kg, 
sie  zerlegt  sich,  wie  ims  das  Kräftedreieck  Fig.  130  zeigt,  in  die  beiden 
Kräfte  I  und  II,  welche  beide  Q  entgegen  wirken  müssen.  Als  innere 
Kräfte  treten  sie  als  Druckkräfte  auf,  welche  die  Streben  zu  biegen,  zu 
zerknicken  suchen;  als  Aussenkräfte  Ij  und  2^  bilden  sie  die  Auflager- 
reaktionen. Aus  Fig.  130  ergiebt  sich  I  =  6800  und  II  =  6800  kg. 
Verbindet  man  die  Endpunkte  m  und  n  beider  Balken  durch  einen 
dritten,  wie  dies  Fig.  131  andeutet,  dann  entsteht  in  diesem  eine  hier 
horizontal  wirkende  Kraft.  Die  3  Balken  bilden  dann  gleichzeitig  ein 
in  sich   geschlossenes  System,  in  welchem,  wenn  Q  in  der  Mitte  wirkt, 

die  beiden  Auflager  A  und  B  als  Aussenkräfte  von  der  Grösse  -^  ent- 
gegen wirken.  Genau  betrachtet  wurden  die  Kräfte  1^  und  2j  in  Fig.  129 
in  zwei  horizontale  5  und  4  und  in  zwei  vertikale  A  und  B  zerlegt 
Die  ersteren  sind  mit  der  Kraft  3  gleichwertig.  Die  letzteren  müssen  mit 
Q  im  Gleichgewicht  sein.     Infolge  der  symmetrischen  Konstruktion   ist 

A-fB  =  QundA  =  B  =  ^. 

Es  liegen  uns  hier  nun  3  Knotenpunkte  in  Fig.  131  vor:  a,  m  und 
n,   von  diesen  liegen  m  und  n  symmetrisch.     In  m    wirken    die    Kräfte 

A  =  -^  als  bekannte  äussere  Kräfte,  Pg,  oder  kürzer  in  mn  mit  3  be- 
zeichnet und  P,  oder  1  in  ma.  In  a  wirken  Q,  1  und  2;  in  n 
B  =  -^,  2  und  3.  In  Fig.  132  sind  die  Kräftepolygone  dieser  3  Knoten- 
punkte vereinigt  aufgezeichnet,  luid  da  sie  sich  sämtlich  schUessen,  so 
ist   das   Gleichgewicht   gesichert.     Von   A  =  ^  =  3500  kg  (3,5^°^)    geht 

man  als  bekannte  Aussenkraft  aus,  zieht  1 1|  1,  lU  ||  3,  wodurch  der 
Schnitt  s  bestimmt  ist.  An  dieses  Kräftedreieck  schhesst  man  das  für 
den  Knotenpunkt  n  an,  aus  der  Zusammenstellung  beider  ergiebt  sich 
schliesslich  das  geschlossene  Kräftedreieck  des  Knotenpunktes  a  für  1, 
2  und  Q.     A  wirkt   als  Auflagerreaktion  von  unten  nach  oben,  trägt 
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man  von  A  ausgehend,  deren  Kraflbrichtung   bekannt  ist,  die  Pfeilrich- 
tungen  in   das    geschlossene  Kräftedreieck   tus   und  tiberträgt  deren 
o  Richtungen  auf  den  Knotenpunkt  m, 

so  wirkt  der  Pfeil  in  1  auf  den  Knoten- 
punkt m,  1  ist  also  ein  Druckstab, 
der  Pfeil  in  3  zeigt  ab  vom  Knoten- 
punkt, 3  ist  also  durch  P,  auf  Zug 
beanspiiicht.  Die  Feststellung  der 
Kräfte  im  Knotenpunkt  n  durch  das 
Kräftedreieck  tsuj  geschieht  in  der- 
selben Weise,  3  ist  Zug-  und  2  wird 
Druckstrebe;  die  entsprechenden  Rich- 
tungspfeile sind  auch  in  den  Knoten- 
punkt a  übertragen. 

Die  Druckkräfte  Pj  und  P^  sind, 
die  Längen  I  und  II  gemessen,  wie 
oben  5800  kg,  die  Zugkraft  P,  hat 
die  Grösse  4700  kg. 

V.  In  nebenstehender  Fig.  wirkt 
Q  in  dem  Bauwerk,  event.  Dach- 
stuhl, nicht  symmetrisch,  sondern  mehr 
nach  dem  Auflager  B  zu.  Wie  aus 
dem  Kräftepolygon  zu  ersehen,  ist 
2  stärker  als  1  belastet  mit  II  = 
6200  gegen  I  =  5300  kg.  Die 
Pfeilrichtungen  des  Kräftedreiecks 
tsu,  ausgehend  von  B  im  Knoten- 
punkt n,  sind  in  die  Streben  des 
Knotenpunktes  übertragen,  und  er- 
giebt  sich  Pj  als  Zugkraft  zu  4600  kg. 
Die  Druckstreben  sind  gegenüber  der 
Zugstrebe  besonders  markiert. 

VI«  An  dem  Wandkrahn  oder 
Wandgerüst  Fig.  134  hängen  in  den 
Knotenpunkten  c  u.  c,  Q  kg.  In  Fig.  134 
sind  die  Wandbefestigungen  A  und  B 
horizontal  angeordnet,  in  Fig.  135  liegt  die  Befestigung  A  in  der  Richtung 
der  Strebe  2 ,  bezw.  a,  c. ;  es  sind  die  Kräfte  in  den  Streben  1 ,  2  imd 


3  zu  untersuchen  und  zu  bestimmen,  wenn  Q  für  jedes  Gerüst  einen  be- 
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sonderen  Wert  annimmt;  man  kann  für  Q  den  Kräftemassstab  in  Fig.  129 
zn  Grande  legen.   In  dem  Kmftepolygon  Fig.  134  ist  mit  Q,  als  bekannt, 
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begonnen,  und  zwar  im  Knotenpunkt  c  1 1|  1,  II  ||  2  gezogen;  lür  den 
Knotenpunkt  a  wird  II  als  bekannt  verwertet  und  daran  schliesst  man 
in  II  3  und  A  II  A  an;  in  b  ergiebt  sich  I  =  B.  Im  Kräftepolygon  Fig.  135 
wird  A  =  II  und  B  =  I,  somit  die  Kraft  in  3,  P,  =o,  die  Wandkraft 
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Fig.  136  and  137. 


Ej  bj  verschwindet,  hingegen  hat  die  Wand,  oder  die  Strebe  ab  in  Fig.  134 

eina  Druckkraft  lU,    deren    Mass   sich   aus    dem   Kräftepolygon    durch 

Messung  der  Länge  III  ergiebt,  auszuhalten. 

Die  Verteilung  der  Druck-  und  Zugkräft^e  ergeben  sich  sofort  aus 

den  Pfeilrichtungen  der  geschlossenen  Eräftedreiecke.     In  Fig.  135  haben 

wir  von  derBichtimg  derKraftQausgehend, 
die  Pfeilrichtungen  im  Kräftedreieck  nach 
Cj  übertragen,  P,  wird  Zug-,  Pj  Druck- 
kraft; in  Fig.  134  von  der  Aussenkraft  A 
ausgehend,  die  Pfeilrichtungen  des  Kno- 
tenpunktes a  aus  dem  Kmftedreieck  nach 
a  übertragen,  P3  wird  Druck-,  P,  natür- 
Uch  wieder  Zugkraft.  In  Fig.  134  wird 
A  =  B,  in  Fig.  136  A>B. 

VII.     Auf   einer    schiefen    Ebene, 
Fig.    136,    liegt   ein    Körper  a,    dessen 

Flg.  139. 
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Gewicht  Q  =  8600  kg  ist.  Eine  ihrer  Richtung  nach  gegebene  Kraft  P  soll 
den  Körper  auf  der  schiefen  Ebene  im  Gleichgewicht  erhalten.  Wie  gross 
ist  P  und  welchen  Druck  R  übt  der  Körper  gegen  die  Ebene  aus?  Man 
trägt  Q  unter  irgend  einem  Massstab  in  Grösse  und  Richtung  auf  und 
zieht,  Fig.  137,  Rj  ||  R,  Pj  ||  P,  beide  Kräfte  ergeben  sich  dann  aus  dem 
Kräftedreieck;  Pj  =  5000  kg  und  R  =  4800  kg. 

Tm.  An  der  Stange  D,  Fig.  138,  ist  eine  Rolle  r  befestigt,  über 
welche  ein  Seil  geschlungen  ist.  Letzteres  ist  mit  Q  =  460  kg  belastet, 
abgesehen  von  der  Reibung  ist  dann  der  Seilzug  Z  auch  450  kg;  es 
soll  die  Druckkraft  in  D  bestimmt  werden.  Man  konstruiert  wieder 
das  Kräftedreieck  imd  findet  aus  demselben  die  Resultierende  Di  =  700  kg. 

IX.  In  Figur  140  wirken  eine  Reihe  von  Kräften  Pj  .  .  .  P^ 
zerstreut,,  also  nicht  um  einen  Punkt  herum  auf  einen  Körper  ein;    es 

Flg.  140. 


soll  die  Grösse  der  Resultierenden  bestimmt  werden,  auf  die  Lage  der- 
selben konmien  wir  weiter  unten  zurück.  Die  Kräfte  wirken  an  den 
Punkten  a,  b,  c,  d.  Verlängert  man  die  Kraftrichtungen  1  und  2  bis 
zum  Schnittpunkt  a^,  imd  trägt  in  diesem  Punkt  die  Grösse  der  Kräfte 
Pi  und  P,  an,  so  ergeben  diese  die  Resultierende  Rj ;  lässt  man  die  Kraft 
Pi  in  ihrer  Verlängerung  im  Punkt  bj  in  der  Richtung  R^  angreifen,  so 
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ergiebt  sich,  von  diesem  Punkte  an  gerechnet,  aus  R^  und  P3  die  Re- 
sultierende R,.  Anstatt  die  Kraft  P4  bis  zur  letzteren  Resultierenden 
zu  verlängern,  haben  wir  femer  R,  nach  dem  Angriffspunkt  der  Kraft 
P4,  nach  d  übertragen,  und  es  ergiebt  sich  schliessUch  R.  Dieselbe 
Schlusslinie  erhält  man  durch  Konstiiiktion  des  Kräftepolygons  von  a  aus- 
gehend, Fig.  139.  Die  Schlusslinie  Rj  wirkt  entgegengesetzt  der  Resultierenden 
R,  da  R|  um  das  Gleichgewicht  herzustellen,  die  Kraft  R  aufheben  muss. 

Auf  den  Körper  A,  Fig.  141,  wirken  5  Kräfte  in  verschiedenen 
Punkten.  In  Fig.  143  haben  wir  die  einzelnen  Resultierenden  und  das 
Gesamtresultat  R  ermittelt.  R  ist  seiner  aus  der  Figur  zu  entnehmenden 
Grösse  nach  im  stände,  das  Gleichgewicht  herzustellen,  die  Bestimmung 
der  Lage  innerhalb  der  5  Kräfte  behalten  wir  ims  noch  vor.  Würde 
man  sich  dieselben  Kräfte  um  einen  Punkt  a^  herum  vereinigt  denken, 
Fig.  142,  so  giebt  R  gleichzeitig  Grösse  und  Lage  an. 

X.  Der  einfache  Krahn,  Fig.  144,  ist  mit  Q  =  600  kg  belastet; 
es  sollen  die  Kräfte  in  den  Hauptstreben  1,  2,  3  und  die  Zapfenkräfte 

Fig.  144  uod  145. 
1 


bestimmt  werden.  Man  trägt  Q  nach  einem  passenden  Massstab,  hier 
zu  6  cm,  also  1  mm=  10  kg  entsprechend,  auf,  indem  man  die  Linie 
Q,  Fig.  146,  parallel  der  gegebenen  Kraftrichtung  Q  in  Fig.  144  zieht. 
Die  Kräfte  P|  und  P,  in  den  Streben  1  und  2,  Fig.  144,    finden  sich 
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durch  Konstruktion  des  Kräftedreiecks  1,  2,  Q,  Fig.  146,  indem  man  l 
und  2  parallel  den  Richtungen  1,  2,  Fig.  144,  zieht,  der  Punkt  q  bildet 
dann  den  Abschluss  der  Kräfte  im  Kräftedreieck;  dieses  schliesst  sich, 
und  damit  ist  das  Gleichgewicht  der  Kräft;e  im  Knotenpunkt  p  fest- 
gestellt. Die  Zapfeukraft  4  liegt  in  derselben  Richtung  lyie  1  und  ist, 
weil  3  senkrecht  auf  1  und  4  steht,  P^  =  Pi.  Im  unteren  Knotenpunkt 
wirken  die  Kräfte  Pg,  Pg  und  Pj,  P«,  von  diesen  ist  P^=P^.  P^  ist 
bereits  bekannt  und  kann  aus  Fig.  145  entnommen  werden,  indem  man 
die  Länge  2  abgreift  und  die  Kraft  mit  Hülfe  des  Massstabes  abliest. 
Man  konstruiert  das  Kräftedreieck  2,  5,  6  bezw.  3,  indem  man  die 
Richtungen  3  und  5  parallel  nach  Fig.  145  überträgt  und  an  2  an- 
schliesst. 

Man  erhält 
P,  =P,  =  Pg  =  775  kg;  P,  =  980  kg;  P3  =  P^  =  Q  =  600  kg. 

Überträgt  man  aus  Fig.  145  die  Pfeilrichtungen  p  und  p^  nach 
Fig.  144  für  jeden  Knotenpunkt,  so  ergeben  sich  1  und  3  als  Zugstreben, 
2  als  Druckstrebe;  die  Pfeile  in  2  zeigen  nach  dem  Knotenpunkt,  wäh- 
rend die  in  1  und  3  von  den  betr.  Knotenpunkten  abweisen. 

XI.  In  nebenstehendem  Krahngerüst,  Fig.  146,  ist  das  Eigengewicht 
G,  welches  am  Schwerpunktshebelarm  s  wirkt,  mit  in  Rücksicht  gezogen. 
Die  Ausladung  des  Krahns  ist  a,  die  Schwerpunktsentfemung  s  =  ^/j  a. 
Die  Belastung  sei  Q  =  3000  kg,  reduziert  man  das  Eigengewicht  G, 
welches  wir  der  Krahnlast  gleich  annehmen  wollen,  G  =  Q  =  3000  kg, 
auf  den  Knotenpunkt  p,  dem  Angrifispunkt  der  Last,  so  wirken  dort 
Qi  =  Q  +  V3G  =  4000  kg.  Der  untere  Teil  der  Krahnsäule  st  ist  im 
Boden  verankert  imd  in  s  auf  das  Moment  Q^a  zu  berechnen.  Fig.  147 
stellt  den  Kräft^plan,  das  Kräftepolygon  der  Streben,  Fig.  148  das  ge- 
schlossene Kräft^polygon  der  äusseren  Kräfte  dar;  diese  sind  die  Last 
mit  dem  Eigengewicht  Q  +  G,  die  Zapfenkräfte  P5  =  P4  und  Pg  =Qi. 
Der  Zapfen  p^  ist  auf  Biegung  durch  P4,  der  in  s  auf  Biegung  durch 
P5  und  auf  den  Vertikaldruck  Pg  zu  berechnen. 

Man  stellt  zunächst,  weil  P5  und  P4  vorläufig  noch  unbekannt  sind, 
das  Gleichgewicht  des  Knotenpmiktes  p  her,  indem  man  das  Kräftedrei- 
eck Q,  1,  2  ermittelt,  Fig.  147,  in  diesem  geht  man  von  der  gegebenen  Last 
Qi  =^  4000  aus,  und  schUesst  an  diese  die  Parallelen  zu  1  und  2  an. 
Im  Knotenpunkt  p^  sind  3  und  4  unbekannt,  1  ist  bekannt,  man 
schliesst  in  Fig.  149  4  und  3  parallel  an  1  an;  im  Knotenpunkt  s 
sind  Pg  und  Pj  durch  die  Längen  2  und  3  in  Fig.  147  bekannt;  zu 
bestimmen    sind   noch   P5  und    die    Kraft  P^,    die    seitUche   und  senk- 
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rechte  Zapfenkraft  Man  schliesst  in  Fig.  147  an  2  zunächst  3  an,  in- 
dem man  diese  parallel  überträgt;  Parallele  zu  6  und  5  ergeben 
dann  den  Schluss  des  Kräftepolygons  in  Fig.  147.  P^  und  Pg  in  den 
Knotenpunkten  pj  und  s   werden    gleichgross.     Pg  wird   der   gesamten 


vertikalen  Belastung  gleich.  Die  Fig.  148  stellt  das  Gleichgewicht  der 
äuaseren  Kräfte  dar.  Die  Zug-  und  Druckstreben  erkennen  wir  wieder 
aus  den  Pfeilrichtungen.  Im  Knotenpunkt  p,  von  Q  ausgehend,  dessen 
Pfeilrichtung  senkrecht  nach  unten  weist,  überträgt  man  die  Pfeil- 
richtungen p  im   geschlossenen    Kräftepolygon  (Dreieck)    Q,    1,  2  aus 
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Fig.  147  nach  dem  Knotenpunkt  p  in  Fig.  146  und  findet  in  2  Druck, 
in  1  Zug.  Im  Knotenpunkt  P|,  von  4  der  äusseren  Kraftrichtung  P^  oder 
der  Zugpfeibichtung  in  1  ausgehend,  trägt  man  zunächst  die  Pfeile  p^  in 
das  Kräftedreieck  1,  3,  4  und  überträgt  sie  nach  Pi,  Fig.  146;  es  ergiebt 
sich  Zug  in  3.  Die  Pfeihichtungen,  also  die  Zug-  oder  Druckthätigkeit 
in  s  bezw.  p,  ist  hiemach  durch  die    beiden    Knotenpunkte  p  und  pj 
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bereitB  bekannt,  sie  ergiebt  sich  übrigens  auch  in  derselben  Weise  durch 
Übertragung  der  Pfeile  p,  aus  Fig.  149  nach  Fig.  148.  Die  Kräfte 
entnimmt  man  aus  dem  beigefügten  Massstab. 

XII.    In  den  Fig.  149  bis  152  ist,  um  die  Ausladung  vergrössern 
zu  können,    noch    die  Strebe  3  angeordnet;    in  Fig.  151  ist  noch  be- 

Fig.  151  und  152. 


sondere  Rücksicht  auf  den  Seil-  oder  Kettenzug  a  = ))  =  Q  genommen. 
Obgleich  b>Q  und  a>b,  so  haben  wir  aber  in  der  Darstellung  der 
Kräftepolygone,  Fig.  152,  die  Reibungsverluste  weggelassen.  In  beiden 
Fällen  erhält  man  in  3  eine  Druckkraft  und  in  7  Zugkraft,  wie  sich  aus 
der  Übertragung  der  Pfeilrichtungen  leicht  ergiebt. 


Htoht,  Meohuilk.    m. 
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Man  beginnt  mit  dem  Knotenpunkt  p  für  Qj  =  4000  kg,  in  Fig.  160 
und  152  wurde  das  Längenmass  von  Q^  zu  4  cm  angenommen;  bildet 
in  Fig.  150  das  Kräftedreieck  für  1,  2  und  Qj,  in  Fig.  152  mit  Rück- 
sicht auf  die  Seil-  oder  Kettenkraft  b  =  Q  das  Kräfteviereck  von  1,  2, 
Qi  und  b.  Durch  Übertragung  der  Pfeile  p  aus  Fig.  152  nach  Fig.  151, 
ausgehend  von  Q^,  erkennt  man,  dass  der  Kettenzug  die  Druckkraft  in 
2  vergrössert,  die  Differenz  der  Druckkraft  ergiebt  sich  durch  Eintragung 
der  punktierten  Linie  os  parallel  der  Richtung  1.  Die  Zugkraft  in  1 
hingegen  wird  kleiner,  je  mehr  die  Kettenrichtung  b  in  die  Richtung  der 
Zugstange  1  fällt.  In  Fig.  150  schliesst  man  zimächst  das  Kräftepolygon 
des  Knotenpunktes  p^  an,  um  3  zu  erhalten,  indem  der  Knotenpunkt  pg 
eine  unbekannte  Kraft  mehr  aufveeist  als  p^;  dann  bringt  man  den 
Knotenpunkt  pj,  in  welchem  1  und  3  bekannt  sind,  zum  Schluss  und 
überträgt  pg,  femer  die  Innenkraft  7  =  mo,  diese  fällt  mit  der  Aussenkraft 
8  =  mn,  welche  wieder  Qj  gleich  sein  muss,  in  eine  Richtung  no  =  7  +  8. 
In  Fig.  152  haben  wir  einige  Parallelübertragungen  vorgenommen.  Der 
Knotenpunkt  pj  besteht  aus  den  Kräften  a,  b,  3,  2  und  6,  von  denen 
ist  6  aus  dem  ersten  Knotenpunkt  p  und  a  =  b  =  Q  bekannt,  a  und 
b  bilden  die  Resultierende  R,  welche  auf  3  einwirkt;  R  wird  Null,  wenn 
a  in  die  Richtung  b^  fallt.  Man  trägt  nun  die  Richtungen  und  Grössen 
von  a  und  b  an  2  in  Fig.  154,  die  Parallelen  zu  3  und  6  bestimmen 
deren  Grössen.  An  x,  bezw.  an  1  schUesst  man  dann  die  Kräfte  im 
Knotenpunkt  p2,  indem  man  3  parallel  überträgt;  die  Parallelen  zu  4 
und  7  liefern  deren  Grössen  in  dem  Polygon  1,  3,  4  und  7.  Die  Kräfte 
des  letzten  Knotenpunktes  p,  :  6,  5,  7,  a,  8  schliesst  man  dann  an  z 
an,  7  wird  übertragen,  no  =  a  und  8  =  Qi  sind  bekannt,  die  Kräfte  4 
und  5  werden  gleich  gross. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  aus  den  beigefügten  Massstäben 
entnommenen  Kräfte  eingetragen. 

Kräfteplan  des  Krahns  ¥ig.  149. 


Bezeichnung 

Äussere  Kräfte 

Zug 

Druck 

Gegeben  Q  =  3000 

(Ji  =  4000  mit  Eigengewicht 

1 

— 

13600 

— 

2 

— 

— 

15200 

3 

— 

— 

6300 

4 

7200 





5 

7200 



— 

6 

— 

— 

12200 

7 

— 

4000 

— 

8 

4000 

— 

— 
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Krilfteplan  des  Krahns  Fig.  151. 

Bezeichnung 

Äussere  Kräfte 
Qi  =  4000  mit 

Zug 

Druck 

Bemerkungen 

Gregeben  Q  =  8000 

Eigengewicht 

l=:mx 



10000 



2 





16400 

" 

1=08 



10000 

— 

\  ohne  Rücksicht  auf 
/        d.  Kettenzug. 

2 

— 

— 

12400 

8 

— 

— 

3200 

wird  Null,  wenn  6  u.  2 

4 

5700 

— 

— 

in  eine  Richtg.  fallen. 

5 

5700 

— 

— 

R 

900 

— 

— 

6 

— 

— 

16300 

7 

— 

6900 

— 

8 

4000 

— 

— 

^ ' 

> 

J 

/ 

6 

Xm.  Das  Krahngerüst,  Fig.  153  u.  154,  ist  mit  Q  =  1500  kg 
belastet,  das  Eigengewicht  G=Q  =  1500  in  0,4  der  Ausladung  ange- 
nommen und  auf  den  äussern  Punkt  p  reduziert,  ergiebt  Qj  =2100  kg. 
Von  dieser  Belastung  ausgehend,  wird  zunächst  das  Eräftedreieck  1,  2,  Q^, 
Fig.  154,  des  Knotenpunktes  p  konstruiert,  hieran  schliessen  sich  dann  iu 
derselben  Weise  wie  oben  die  Kräftepolygone  der  Knotenpunkte  p^  und  p^ 
an.  Die  Streben  2  und  7  sind  auf  Druck,  bezw.  Knickung  zu  berechnen;  im 
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Kräftepolygon  ist  keine  BUcksicht  auf  eine  etwaige  Verbindung  in  k  ge- 
nommen.   In   der  Ausführung  wd  man  7  aus  zwei  Druckstreben  her- 
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stellen,  zwischen  welchen  die  Druckstrebe  2  als  die  schwächere  hegt,  in 
k  kann  dann  event  eine  Verbindung  hergestellt  werden,  welche  die 
Ausbiegung  durch  Knickung  vermindert.     Die  Druckkraft  in  2  ist  Pg  = 


Fig.  156. 


0         12         3         15         0000^« 
litnl.ml I I I I 1 1 


6500y  die  in  7  hingegen  12000  kg.  Von  den  Zugstangen  ist  3  am  stärk- 
sten belastet  In  der  Konstruktionszeichnung  des  Kräfteplanes,  Fig.  164, 
ist  in  der  Zugstrebe  1  imterhalb  p,  neben  dem  Pfeil  der  Buchstabe  p 
zu  ergänzen. 

Hecht,  Ifftflhanllc.    TLL  13 
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Fig.  157. 
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Krahngerüste. 
Fig.  158  und  159. 
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XIV.  Der  in  Fig.  155  gezeichnete  Wandkrahn  ist  mit  Q  kg  belastet, 
und  genügt  es,  ihm  durch  die  beiden  Wandkräfte  Pj  und  P3  bereits 
einen  sicheren  Halt  zu  bieten.  Wenn  dieser  Krahn  mit  der  selbständigen 
Zugstrebe  6  ausgeführt  wird,  so  ist  die  Seiten  wand  bei  6  und  eine  Be- 
festigung 1\  an  derselben  unnötig;  wird  aber  die  Verbindung  dieser  beiden 
Knotenpunkte,  also  die  Strebe  6,  durch  die  Wand  ersetzt,  so  ist  eine 
Wandverbindung  als  Ersatz  der  Kraft  Pg  erforderlich.  Das  Gleichgewicht 
der  äusseren  Kräfte  Pg  P3  und  Q  ist  in  der  Figur  durch  besondere  An- 
deutung dieser  Kräfte  hervorgehoben.  Die  Pfeile  des  Knotenpunktes  p 
sind  im  Kräfl;epolygon  in  dem  geschlossenen  Kräfteviereck  2,  3,  4,  5 
zunächst  eingetragen,  imd  zwar  ausgehend  von  der  Druckpfeilrichtung  in 
der  vorher  bestimmten  Druckstrebe  2,  die  Richtungen  der  Pfeile  sind 
daim  nach  p  in  die  Hauptfigur  übertragen,  man  findet  in  8  imd  5 
Druck,  und  ergiebt  sich  4  als  Zugstrebe.  Mit  Q  als  Einheit  im  Kräfte- 
polygon  ergeben  sich  leicht  die  übrigen  Kräfte. 

XV.  Die  nächsten  Figuren  sind  Krahngerüste,  deren  Belastungen 
Qi  aus  den  angefügten  Massstäben  entnommen  werden  können. 

Die  Belastung  in  Figur  156  ist  Qi  =  8000  kg.  Man  be- 
ginnt mit  dem  Knotenpunkt  p,  in  welchem  die  gegebene  Last  Qj  an- 
greift, das  betreffende  Kräftedreieck  liefert  2  als  Druck  imd  1  als  Zug- 
stab; dann  geht  man  zimi  Knotenpunkt  p^  über,  in  welchem  1  bekannt 
ist  und  nur  4  ||  4,  3  ||  3  angeschlossen  wird.  1  als  Zugstab  ist  bereits 
bekannt.  Das  Kräft^dreieck  1 ,  3,  4  lässt  sich  sonach  durch  die  Pfeile  p^ 
leicht  schliessen;  überträgt  man  dieselben  nach  p^  der  Hauptfigur,  so 
findet  sich  3  als  Druck  und  4  wieder  als  Zugstab,  weil  der  letztere  Pfeil 
von  pi  abweist,  der  in  3  auf  p^  hinweist.  Man  schUesst  nun  am  besten 
den  Knotenpunkt  P3  an,  dieser  enthält  die  beiden  unbekannten  Kräfte 
5  und  7 ;  es  bleibt  dann  nur  noch  das  Kräftedreieck  4,  5,  6  des  Kjioten- 
punktes  p,.  Wenn  sich  eine  der  Streben  6  oder  7  senkrecht  an  den 
biiti\  Knotenpunkt  anschhesst,  wie  dies  in  der  Figur  durch  (7)  ange- 
deuU^t  ist,  dann  fällt  die  betreffende  Krafthnie  im  Polygon  in  dieselbe 
Richtung  mit  Q.  In  der  praktischen  Ausfulirung  wd  man,  um  die  Kon- 
struktion noch  stabiler  zu  gestalten,  selbst  wenn  theoretisch  nur  eine 
Diagonalstange  erforderhch  sein  sollte,  meistens  noch  eine  Kreuzstrebe 
anbringcMi. 

lk»stoht  das  Gerüst  aus  zwei  in  dieser  Weise  zusammengesetzten 
Wänden  (Schilden),  welche  in  der  andern  Ansicht  nach  p  zu  konisch 
verlaufen,  event.  in  p  in  einer  Spitze  auslaufen,  und  welche,  um  gegen 
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seitliche  Kraftwirkungen  geschützt  zu  sein,  durch  Kreuzstreben  verbunden 
sind,  80  ist  die  Tragfähigkeit  doppelt  so  gross. 

Die  Verbindungselemente  der  beiden  Schilde  sind  dann  wieder  als 
besonderes  Gerüst  zu  betrachten,  auf  welches  seitliche  Kräfte  einwirken; 
wir  werden  weiter  unten  auf  die  graphostatische  Bestimmung  der  Zug- 
und  Druckstreben  solcher  Gerüste  zurückkommen. 

XTI.  Die  Figuren  157  bis  160  stellen  ein  ähnüches  Gerüst  wie 
das  eben  betrachtete,  auch  aus  4  Feldern  bestehend,  dar.  Die  Höhe  und 
Ausladung,  sowie  die  event.  auf  ein  Schild  reduzierte  Belastung  im  Knoten- 
punkt Pj  ist  bei  allen  dieselbe,  Q  =  6000  kg.  Die  Anordnung  der 
Diagonalstreben  ist  in  Fig.  167  entgegengesetzt  der  in  den  anderen  Figuren. 
Wie  aus  den  Kräftepolygonen  ersichtlich,  ist  das  System  mit  einseitigen  Ver- 
strebungen in  allen  drei  Fällen  im  Gleichgewicht,  Kreuzverstrebungen  er- 
höhen allerdings  die  Stabilität,  das  heisst  bieten  mehr  praktische  Sicher- 
heit, sind  jedoch  theoretisch  nicht  erforderUch.  In  Fig.  160  ist  dasselbe 
Gerüst  wie  Fig.  158  angenommen  worden,  nur  sind  die  äusseren  Knoten- 
punkte noch  mit  in  der  gleichen  Schildebene  hegenden  Seitenkräften  be- 
lastet, diese  können  beispielsweise  als  Windkräfte  angesehen  werden. 
Die  äusseren  Begrenzungsstreben  sind  auf  Zug,  die  inneren  auf  Druck 
beansprucht,  ebenso  müssen  die  Bingstreben  3,  7,  11  auch  auf  Zer- 
knickung  berechnet  werden.  Die  Diagonalstreben  sind  in  dem  einen 
Fall,  Fig.  158,  160,  auf  Zug,  im  anderen,  Fig.  157,  auf  Druck  beansprucht. 
Eine  wesentUche  Differenz  infolge  der  Kräfte  W  zeigt  die  Kräftebean- 
spruchung in  Fig.  160,  wie  auch  aus  den  weiter  unten  stehenden  Ta- 
bellen zu  erkennen  ist,  in  welchen  wir  die  sämtUchen  Kräfte  in  über- 
sieht ausgetragen  haben. 

Man  beginnt  wieder  mit  dem  äussersten  Kräftedreieck  an  den  Knoten- 
punkten px,  weil  dort  nur  3  Kräfte  vorhanden  sind,  von  denen  die  eine, 
Qy  bekannt  ist;  daran  schhesst  man  die  unmittelbar  daran  hegenden 
Knotenpunkte  an,  und  von  denen  diejenigen  zuerst,  welche  die  wenigsten 
Unbekannten  aufweisen,  also  in  Fig.  158  zunächst  p,,  dann  P3  u.  s.  w. 
SchliessUch  muss  das  Gleichgewicht  der  äusseren  Kräfte  noch  kontroUiert 
werden.  P„  P^  und  Q  in  Fig.  157  bis  159;  W^,  W^,  W3,  P.,  P^  und 
Q  in  Fig.  160.  In  Fig.  157  fallen  P.  und  P,,  in  die  Richtungen  der 
Streben  12  und  14.  In  Fig.  158  hegt  Pa  auch  m  Richtung  der  Strebe  12. 
Die  Kräfte  13  und  14  in  den  Knotenpunkten  p^  und  p^  sind  durch  diese 
Knotenpunkte  bereits  fest  bestimmt.  Das  Gleichgewicht  von  13,  14  und 
P.  als  letzten  Knotenpunkt  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Q,  P.  imd  Pd 
auch  im  Gleichgewicht  sein  müssen,  wird  dann  durch  Schluss  des  Drei- 
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ecks  abc,  Fig.  169,  hergestellt,  indem  man  im  Eräftepolygon  die 
Schlusslinie  a  b  zieht  und  parallel  auf  den  Knotenpunkt  pg  überträgt 
Da  nun  b  den  Endpunkt  von  Q,  die  Kraft  12  =  P,,  den  Anfangspunkt 
von  Q  bildet,  so  liefert  das  Dreieck  P,,  P^  und  Q  das  Gleichgewicht 
dieser  äusseren  Kräfte.  Eine  besondere  Strebe  15,  Fig.  158,  ist  dann 
nicht  erforderlich,  die  Kraft  in  dieser  wird  Null.  Denkt  man  sich  P„ 
Pd  und  Q  bis  zmn  Schnitt  verlängert,  so  schneiden  sie  sich  in  einem 
Punkte. 

In  Fig.  160  hegen  die  äusseren  Kräfte  zerstreut  in  einer  Ebene,  sie 
sind  im  Gleichgewicht,  weil  ihr  zugehöriges  Kräfteviereck  Q,  Wj  -)-  Wj  + 
W3,  P,  und  Pd  geschlossen  ist.  In  einer  Nebenfigur  sind  die  äusseren 
Kräfte  besonders  herausgezeichnet.  Auch  hier  wird  die  Richtung  von 
P,  in  der  Weise  im  Knotenpunkt  pg  geftmden,  dass  man  P,  als  Schluss- 
linie im  Kräftepolygon  des  Knotenpunktes  zieht  und  parallel  in  die 
Hauptfigur  überträgt  Die  Verfolgung  der  Pfeilrichtungen  der  einzelnen 
Knotenpunktpolygone  und  ihre  Richtungsübertragung  in  die  Hauptfigur 
ergeben  den  Zug  imd  Druck  in  den  Streben,  wie  sie  in  den  folgenden 
Tabellen  enthalten  sind.  Auf  die  Unke  Hül&figur  und  auf  den  Schnitt 
mn,  Fig.  157,  kommen  wir  weiter  unten  zurück. 
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KriftepUm  des  Krahn^iüstes  Figr.  158. 

Kräfteplan  des  Krahngerttstes  Fig.  160. 

Bezeichn. 

Äuss.  Kr. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

ÄuBs.  Kr. 

1 
Zug 

Druck 

<J«geben 

Q  =  6000 

Gegeben 

Q  =  6000 

10900 

1 



10900 



1 



2 

— 

— 

13300 

2 

— 

— 

13300 

3 



— 

5000 

3 

— 

6600 

4 

— 

9400 

— 

4 

"~ 

10200 

— 

5 

— 

5300 

5 

_ 

9700 

— 

6 

— 

— 

18000 

6 

— 

21500 

7 

— 

— 

9500 

7 

— 

— 

15800 

8 

— 

1700 

— 

8 

— 

9000 

— 

9 

— 

18200 

9 

— 

— 

26900 

10 

— 

10900 

— 

10 

— 

13500 

— 

11 

— 

— 

3200 

11 

— 

— 

10900 

12 

— 

17100 

12 

— 

— 

33250 

13 

— 

900 

__ 

13 

— 

8000 

— 

14 

— 

11900 

— 

14 

19100 

— 

— 

r« 

11100 

— 

— 

P. 

26300 

— 

— 

Pd 

17100 

— 

— 

Pd 

33250 

— 

— 

W, 

2000 

— 

— 

W, 

2000 

— 

— 

w. 

2000 

— 

— 

XVII.  Das  Krahngerüst,  Fig.  161  u.  162,  ist  mit  Q  kg  belastet, 
es  hat  5  Felder  mit  verschiedenen  Diagonalstangenrichtungen.  Wir  haben 
4  Edioten punkte  besonders  markiert  pj,  p,,  pg,  P4.  Die  Aussenkraft 
P,  bildet  mit  16  dieselbe  Richtung.  P,,  Pj  und  Q  als  Aussenkräfte  sind 
im  Gleichgewicht,  sie  bilden  ein  geschlossenes  Kräftedreieck,  dessen 
Schlusslinie  ab,  Fig.  162,  als  massgebend  für  die  Richtung  von  Pj  in 
die  Hauptfigur  übertragen  wurde.  In  der  Konstruktionszeichnung  des 
Kräfteplanes  ist  in  der  Druckstrebe  13  der  Pfeil  in  Richtimg  12,  13,  15 
neben  pj^  zu  ergänzen. 

In  Fig.  163  haben  wir  das  Gerüst  eines  sog.  Fairbaimkrahnes 
dargestellt  Derselbe  soll  für  6000  kg  Nutzlast  ausgefiihrt  werden,  das 
Eigengewicht  nehmen  wir  der  Last  gleich  zu  5000  kg  an  imd  den  An- 
griffspunkt desselben  in  Vi  d^i*  Ausladung,  dann  ist  die  auf  den  äussersten 
Punkt  reduzierte  Last 

5000  +  V4  6000  =  6250  kg. 

Hierzu  noch  Eigengewichte  der  Ketten,  Rollen  u.  s.  w.  zugeschlagen, 
rechnen  wir  insgesamt  6600  kg,  das  ist  für  eine  Seiten  wand  oder  ein 
Schild  Q  =  3300  kg  Tragfähigkeit. 

Wir  haben  nun,  wie  aus  der  Figur  ersichtUch,  eine  Flaschenzugs- 
roUe  angeordnet,  der  Kettenzug  ist  dann 
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3300        __  , 
—2—  =  1650  kg. 

Berücksichtigen  wir  hier  noch  die  Rollen-  und  Kettenwiderstände,  so 
dürfen  wir  P=1800  kg  Kettenzng  in  Anrechnung  bringen.  Die  Aus- 
ladung ist  5  m,  die  ganze  Höhe  6,5  m;  die  Höhe  der  Zapfenstützen  A 
und  B  ist  h  =  2,3  m,  die  Stärken  derselben  berechnen  sich  aus  den 
Kräften 

A  =  B  =  i?^=7000kgabg. 

Wir  haben  nun  bei  Aufzeichnung  der  Kräftepolygone  mit  dem  äusser- 
sten  Knotenpunkt  begonnen;  in  diesem  denken  wir  uns  die  Gesamtlast 
Q  =  3300  kg  und  den  Kettenzug  P  =  1800  kg  angreifend,  dann  er- 
halten wir  das  Kräfteviereck  Q,  1,  2,  P;  an  dieses  schliessen  wir  den 
Knotenpunkt  für  2,  3,  7,  femer  1,  3,  4,  5  u.  s.  w.  an.  In  dem  Knoten- 
punkt p  ist  22  als  Druckstrebe  aus  den  vorhergehenden  Knotenpunkten 
bekannt,  von  dieser  ausgehend  hat  man  nur  im  geschlossenen  Kräfl^e- 
viereck  21,  23,  25,  27  die  Pfeilrichtungen  einzutragen  und  diese  dann 
in  die  Gerüststreben  im  Knotenpunkt  selbst  zu  übertragen. 

In  pi  (der  in  der  Rolle  bei  P  eingeschriebene  Buchstabe  p  muss 
durch  pi  ersetzt  werden)  denken  wir  uns  ausser  den  Streben  31,  28. 
29  imd  33  noch  den  Kettenzug  P  angreifend,  das  entsprechende  Kräfte- 
fünfeck wird  somit  den  anderen  angereiht.  Im  imtersten  Knotenpunkt 
Po  kommen  die  Kräfte  Q,  B,  P47  und  P^g  in  Betracht,  von  denen  Q  und 
B  bekannt  sind.  In  der  Ausfuhrung  wird  man  die  untersten  Streben 
in  ein  einziges  massives  Stück  vereinigen,  ebenso  wird  man  die  Felder 
teilweise  noch  mit  Kreuzstreben  versehen.  Verfolgt  man  die  Kräfl»- 
polygone  der  einzelnen  Knotenpunkte,  so  erkennt  man  bald,  dass  die 
Kraftlinien  der  äusseren  Begrenzungen  zusammenfallen,  die  betreffenden 
Zahlen  sind  am  äussersten  Linienrande  angegeben,  in  der  Kraftlinie 
on  sind  der  besseren  Übersicht  wegen  doppelte  Zahlen  mit  Pfeilrichtung 
angegeben.  Aus  den  beigefügten  Massstäben  sind  die  Längenverhältnisse 
und  die  Kräfte  zu  entnehmen.   Die  letzteren  enthält  die  folgende  Tabelle. 


Freiträger. 
Kriifteplan  des  Fairbairnkrahns  Fig.  168. 


145 


Beceiclin. 

ÄU8S.  Kr. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

Äu88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Gegeben 

Last  Q  = 

22 

_ 

_ 

16200 

3300 

23 

— 

— 

8900 

Kettenzug 

24 

— 

15300 

— 

P=1800 

25 

— 

3200 

— 

Beredmet 

A  =  7000 

26 

— 

— 

10000 

B  =  7000 

27 

— 

— 

30800 

1 

— 

— 

4100 

28 



1000 



2 

— 

2400 

— 

29 

— 

15400 

— 

3. 

— 

— 

2100 

30 

— 

— 

20000 

4 

— 

5000 

— 

31 

— 

— 

8100 

5 

— 

— 

8300 

32 

— 

— 

18500 

6 

— 

— 

11100 

33 

— 

15200 

— 

7 

— 

1200 

— 

34 

— 

— 

4600 

8 

— 

— 

2400 

35 

— 

5800 

— 

9 

— 

8600 

— 

36 

— 

11600 

— 

10 

— 

5400 

— 

37 

— 

— 

18600 

11 

— 

— 

2000 

38 

— 

— 

5100 

12 

— 

8300 

— 

39 

— 

6900 

— 

13 

— 

2800 

— 

40 

— 

7000 

— 

14 

— 

— 

3400 

41 

— 

— 

15000 

15 

— 

— 

1700 

42 

— 

5500 

16 

— 

2800 

— 

43 

— 

7900 

— 

17 

— 

10900 

— 

44 

— 

1200 

— 

18 

— 

— 

14700 

45 

— 

— 

10200 

19 

— 

— 

1550 

46 

— 

— 

1500 

20 

— 

1900 

— 

47 

— 

2000 

— 

21 

— 

12100 

— 

48 

— 

— 

6800 

XVIII.  Die  folgenden  Figuren  164  bis  173  sind  einfache  Frei- 
träger, welche  an  zwei  Stellen  an  der  Wand  befestigt  sind. 

Die  Belastung  des  Freiträgers  in  Fig.  164  ist  am  äussersten  Punkt 
zu  Q  =  6000  kg  angenommen.  Um  die  Lage  der  3  äussersten  Kräfte 
P„  P  und  Q  festzustellen,  nehmen  wir  P.  horizontal  an  und  ziehen 
durch  den  Fusspunkt  b  die  Linie  ab,  der  Schnittpunkt  a  ist  durch  Q 
und  P.  £B8t  bestimmt^  somit  auch  die  Bichtung  der  Aussenkraft  P.  Man 
kann  nun  wieder  mit  dem  Knotenpunkt  Q,  1  und  2  beginnen,  und  schliesst 
hieran  1,  3,  4;  1  ist  gegeben  durch  das  erste  Kräftedreieck,  durch  4  ||  4, 
3  II  3  ergiebt  sich  der  Polygonschluss.  Hieran  reiht  man  den  Knoten- 
punkt p  mit  2,  3,  5,  6;  2  und  3  sind  bekannt,  man  hat  also  nur  nötig, 
5  II  6  bis  6  II  6  anzuschliessen,  6  fällt  dann  teilweise  mit  2  zusammen  und 
wird  wieder  bis  zum  Anfangspunkt  der  2  gerechnet;  hierauf  folgt  der 
Knotenpunkt  m  mit  4,  6,  8,  7,  welchen  wir  besonders  herausgezeichnet 
haben  u.  s.  w.     Die  Bestimmung  von  Druck   und  Zug  in  den    Streben 
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Freiträger. 


geschieht,  ausgehend  von  den  Aussenkräften,  wie  oben.   Für  die  Knoten- 
punkte p  und  m  haben  wir  die  Pfeile  eingetragen. 


Der  Kräfbeplan  wird  mit  Hilfe  des  angeschlossenen  Massstabes  wie 
oben  aufgestellt. 
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Im  Freiträger,  Fig.  165,  ist  die  Verteilung  der  Wandstreben 
eine  andere.  Von  der  Belastung  Q  =  6000  kg  ausgehend,  beginnt  man 
wieder  mit  dem  Kräftedreieck  Q,  1  und  2.  In  Bezug  auf  die  Bestim- 
mung von  Druck  und  Zug  haben  wir  den  Knotenpunkt  p  besonders  mar- 
kiert.    Die  Richtungen  der  Aussenkräfte  laufen  durch  den  Punkt  a. 

Die  Kräfte  sind  in  der  folgenden  Übersicht  enthalten. 

Flg.  166. 


Freilräger. 
Fig.  167. 
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Freiträger. 
Krftft^plan  zum  Freitrfigrer  Fig.  165. 
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Der  Freiträger,  Fig.  166,  ist  ausser  mit  Q  noch  mit  drei  Aussen- 
kräften  Pu  P2>  Pa?  jede  zu  2000  kg  angenommen,  in  den  oberen  drei 
Knotenpmikten  belastet. 

Die  Konstruktion  des  Kräftepolygons  ist  mit  keinen  Schwierigkeiten 
verbunden.  Die  Aus8enkräfl;e  P.,  P^,  Q,  Pi,  Pg,  Pg  bilden  ein  ge- 
schlossenes Kräftepolygon  abc,  sie  schneiden  sich  nicht  in  einem  Punkte. 
Wir  werden  weiter  unten  nochmals  auf  derartig  zerstreut  in  einer  Ebene 
liegende  Kräft;e  zurückkommen.  Die  Aussenkräfte  P,  und  Pd  sind  nahezu 
gleichgross,  18500  kg.  Die  Zugstrebe  12  und  die  Druckstrebe  15  haben 
den  grössten  Widerstand  zu  leisten,  ±18500  kg. 

Von  den  Wandstreben  ist  11  am  meisten  belastet,  sie  ist  mit  7300  kg 
auf  Knickung  beansprucht,  die  Zugstr^be  13  mit  6300  kg  Zugkraft.  Die 
Richtung  der  Aussenkraft  Pd  findet  man,  am  betreffenden  Knotenpunkt 
angelangt,  indem  man  a  mit  b  verbindet  und  diese  Richtung  in  die 
Hauptfigur  überträgt. 

Der  in  den  Figuren  167  u.  168  verzeichnete  Freiträger  unterscheidet 
sich  von  dem  vorigen  hauptsächlich  dadurch,  dass  die  am  fi:eien  Ende  aus- 
laufenden ersten  Streben  in  derselben  Richtung  wie  die  andern  äussern 
verlaufen.  Wirkt  dann  am  äussersten  Punkt  m  die  Last  Q,  wie  Fig.  168 
angedeutet,  dann  bilden  die  Kräft;e  Z,  D  und  Q  in  m  ein  geschlossenes 
Kräftepolygon,  die  Spannungen  in  den  Wandstreben  sind  Null, 
die  letzteren  sind  entbehrUch;  wir  erinneni  an  die  betr.  Andeutungen 
der  Fig.  161  u.  162.  Man  würde  nur  in  dem  Falle  Wandverstrebimgen 
anbringen  müssen,  wenn  sich  die  Druckstrebe  mD  zu  schwach  erweist 
und  Ausbiegungen  zeigen  würde.  Wandstreben  sind  aber  auch  dann  er- 
forderUch,  wenn,  wie  in  Fig.  167  angenommen,  an  den  Knotenpunkten 
Kräfte  angreifen. 

Fig.  167  ist  mit  4q  belastet  und  diese  Last  auf  die  5  Knotenpunkte 
Terteilt.     Die  Art  und  Weise  der  Verteilung  deutet  auf  eine  gleichmässig 
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yerteilte  Last  hin,  da  die  äussersten  Knotenpunkte  mit  q/,  Belastung 
angenommen  wurden;  auf  eine  etwaige  Durchbiegung  der  einzehien  Druck- 
streben 2,  4y  8,  14  müsste  hierbei  neben  den  Druck-  bezw.  Knickkräften 
event  Rücksicht  genommen  werden.  Von  der  Belastung  q/,  in  a  für 
die  Kräfte  1,  2  und  q/,  ausgehend,  entwickelt  sich  das  Diagramm,  wie 
aus  den  Kräftepolygonen  der  Fig.  167  ersichtlich,  in  bekannter  Weise. 
Am  Knotenpunkt  b^  angelangt,  stellt  man  das  Gleichgewicht  der  äusseren 
Kräfte  2q  mit  P«  und  P.  her,  indem  man  a  mit  b  verbindet  und  parallel 
mit  dieser  Richtung  die  Kraft  P,  nach  bi  überträgt. 

Fig.  168. 


Zur  Bestunmung  der  Druck-  und  Zugkräfte  fängt  man  beim  Knoten- 
punkt a^  an,  überträgt  in  a  von  der  gegebenen  Kraftrichtung  aus  die 
Pfeile  in  1  und  2  nach  a^  u.  s.  w.;  die  Knotenpunkte  p  und  p^  sind  in 
beiden  Figuren  besonders  ausgetragen.  In  p  kann  man  von  q,  in  p^ 
von  q/j  oder  Pd  als  Aussenkräfte  ausgehen,  und  überträgt  schliessUch  die 
Pfeilriditungen  in  die  Hauptfigur  167.  In  po  geht  man  von  einer  be- 
kannten Pfeilrichtung  6,  10  oder  7  aus,  welche  man  zunächst  in  das 
Polygon  für  6,  7,  9,  10,  einträgt  und  dann  die  Richtungen  wieder  nach 
p,  in  die  Streben  um  den  Knotenpunkt  selbst  herum  überträgt. 

Der  in  Fig.  169  gezeichnete  Träger  unterscheidet  sich  von  dem 
vorigen  durch  die  oberhalb  wirkende  Belastung  2Q,  Schneelast  o.  a.; 
femer  in  der  Befestigungsart,  welche  für  die  Zapfenkräfte  Pd  nnd  P.  im 
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Fig.  169. 
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Flg.  171. 
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Freiträger. 
Flg.  172  und  178. 
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horizontalen  Sinne  wirkend,  gedacht  ist.  Die  Konstruktion  der  Kräftepolygone 
ist  in  Fig.  170  auch  abweichend  durchgeführt.  Man  beginnt  mit  dem 
Knotenpunkt  sl^  und  trägt  an  a,  Fig.  170,  die  Richtungen  von  2  und  1 
bis  zum  Dreieckschluss  an.  Die  Strebenrichtung  3  steht  auf  2  und  4 
senkrecht,  im  Schnittpunkt  derselben  wirkt  daher  keine  äussere  Kraft, 
die  Kraft  in  3  wird  sonach  Null.  Man  bringt  nun  den  Knotenpunkt 
der  Kräfte  Q,  1,  6,  5  durch  das  Polygon  cde  zum  Schluss.  Um  das 
Polygon  des  Knotenpunktes  der  Kräfte  in  4,  5,  7,  8  zum  Schhessen  zu 
bringen,  überträgt  man  die  Länge  der  Kraft  in  5,  die  Linie  de  parallel 
nach  cy,  dadurch  werden  7  und  8  im  Polygon  acfy  bestimmt.  Nun  über- 
trägt man  7,  das  ist  die  Länge  fy,  parallel  nach  e,  und  kann  dadurch  das 
Polygon  der  Kräfte  6,  7,  9, 10,  Q  ausfiihren;  9  wird  wieder  parallel  nach  f 
übertragen,  um  11  und  14  zu  bestimmen;  11  wird  wieder  an  9  und  10  an- 
geschlossen u.  8.  w.,  bis  zu  den  letzten  Knotenpunkten  zur  Bestimmung 
der  Aussenkräfle  Pd  und  P«.  Diese  letzteren  bilden  mit  Po,  bezw.  2Q  = 
4Q  das  geschlossene  Polygon  eh.  Zur  Feststellung  von  Zug  und  Druck 
haben  wir  die  Pfeilrichtungen  der  Knotenpunkte  für  p,  pi  und  po  an- 
gedeutet 

Das  Wandgerüst,  Fig.  171,  hat  dieselbe  Belastung  wie  in  Fig.  169 
und  170  angenommen  wurde,  nur  ist  die  Anordnung  der  Streben 
eine  andere,  aus  diesem  Grunde  sind  auch  die  senkrechten  Stangen  hier 
auf  Druck,  die  schiefen  Streben  auch  umgekehrt  wie  in  Fig.  169  u.  170 
beansprucht. 

Die  Befestigung  des  Gerüstes  geschieht  entweder  durch  die  hori- 
zontale und  schräge  Klammer  P,  und  Pd,  oder  durch  die  beiden  schrägen 
festen  Stützen  p.  und  pd,  welche  als  Aussenkräfte  mit  2Q  im  Gleich- 
ge¥acht  sein  müssen.  Die  Grössen  der  Zug-  und  Druckkräft;e  lassen  sich 
aus  dem  beigefugten  Massstab  entnehmen.  Die  Richtungen  Pd  bezw.  pd 
müssen  nach  Annahme  der  Richtungen  von  P,  bezw.  p.  aus  dem  Polygon 
in  die  Hauptfigur  171  übertragen  werden. 

In  Fig.  172  u.  173  haben  wir  ein  gekreuztes  Strebennetz  angenom- 
men imd  eine  Einzellast  Q  im  Kreuzungspunkt  von  1  und  2.  Bei  der 
Konstruktion  der  Polygone  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Streben  in  den 
Punkten  K,  K  .  .  nicht  verbunden  sind.  Ausgehend  von  1,  2,  Q  wird 
man  die  einzelnen  Gleichgewichtsbestimmungen  bis  zur  Vollendung  des 
gesamten  Kräftepolygons  leicht  verfolgen  können.  Laufen  die  Streben 
3,  7,  11,  15  mit  1,  und  6,  10,  14,  18  mit  2  in  denselben  Richtungen 
auf  Ko  zu,  Fig.  172,  dann  verschwinden  die  Kräft;e  in  dem  Netzwerk, 
wie  in  Fig.  168  bereits  angedeutet.   Es  ist  natürUch  nicht  ausgesclüossen, 
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um  die  Knicklängen  der  Druckstreben  4,  8,  12,  16  zu  verringern,  in 
der  Ausfuhrung  Verbindungen  in  den  Kreuzungspunkten  K,  K  .  .  her- 
zustellen. 


Fig.  177. 
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XIX.  Die  folgenden  Figuren  174  bis  181  sind  Grundformen  von 
stehenden  Gerüsten,  deren  analytische  Berechnungen  wir  im  I.  Band. 
S.  263  u.  f.  bereits  durchführten. 

Das  Turmgerüst,  Fig.  1 74,  ist,  abgesehen  vom  senkrecht  wirkenden 
Egengewicht,  auf  die  Seitenkräfte  W  (Windkräfte)  beansprucht.  Die 
Anordnung  des  Strebennetzwerkes  ist  aus  dem  Grundriss,  Fig.  177,  zu 
ersehen.  Als  Grundlage  zur  Konstruktion  der  Polygone  dient  Fig.  175. 
Wenn  der  Wind  von  der  gezeichneten  Seite  \virkt,  so  kommen  die  Stre- 
ben 3,  6,  7,  9,  11  in  Betracht,  von  der  andern  Seite  wirkend,  müssen 

die  Streben  5a,  9a ,  Fig.  174,  den  Winddruck  aufiaehmen.     Die 

Kreuzung  der  Streben  ist  also  für  alle  4  Felder  (Fig.  177)  durchzuführen, 
um  jeder  Windrichtung  zu  genügen.  3,  7  und  11  werden  Wanddruck- 
streben; 5  und  7  können  auf  Zug  berechnet  werden.  Die  4  Haupt- 
ständer 1,  4,  8  und  2,  6,  10  müssen  auf  Druck  berechnet  werden,  weil 
die  allerdings  von  der  linken  Windrichtung  wirkenden  Kräfte  W  in  1. 
4,  8  Zug  erzeugen,  von  der  rechten  Seite  dennoch  Druck  erhalten.  Da 
nun  im  allgemeinen  die  Druck-  (Knickungs-)  kräfte  grössere  Querschnitte 
liefern  (s.  Bd.  11,  S.  258  u.  f.),  so  ist  nur  eine  Kontrolle  der  Zug- 
spannungen der  Querschnitte  erforderUch. 

Die  Konstruktion  der  Kräftepolygone  düi'fte  aus  Fig.  176  genügend 
zu  ersehen  sein.     Denken  wir  uns  die  Kräfte  W  in  Fig.  175  senkrecht 
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wirkend,  bezw.  die  Achse  des  Gerüstes  horizontal  und  die  innem  Streben 
entgegengesetzt  gelagert,  so  würden  wir  nahezu  auf  das  Beispiel  in 
Fig.  169  zurückgreifen  können. 

Die  Figuren  178  bis  181  stellen  zwei  Gerüste  dar,  welche,  jedes  für 
sich  allein  betrachtet,  entweder  nur  senkrecht  belastet  ist,  wie  Fig.  178, 179, 
oder  nur  durch  eine  Seitenkraft  W  oberhalb,  wie  Fig.  180,  181.  Denkt  man 
aber  beide  Gerüste  in  ein  einziges  vereinigt,  so  ist  dieses  sowohl  senk- 
recht als  seitlich  belastet;  es  kann  dieser  Fall  bei  Seilgerüsten  vorkommen, 
ein  vollkommen  einseitiger  Druck  würde,  abgesehen  vom  Eigengewicht, 
eintreten,  wenn  das  Seil  reisst.  Die  Kräfte  p  vertreten  das  Eigengewicht. 
Wirkt  W  von  der  andern  Seite  auf  das  Gerüst  ein,  so  kommen  die  Wand- 
streben (11),  (12),  (13),  Fig.  180,  u.  s.  w.  in  Betracht.  Man  beginnt  in 
Fig.  180,  181,  ausgehend  von  der  gegebenen  Kraft  W,  mit  dem  Knoten- 
pimkt  der  Kräfte  W,  2  und  11.  Die  Streben  10  und  1  kommen  nicht 
in  Betracht,  10  erst  dann,  wenn  W  von  der  andern  Seite  wirken  würde. 
Da  W  mit  11  und  2  bereits  ein  geschlossenes  Kräftedreieck  bildet,  so 
hat  1  keiner  Kraft  Widerstand  zu  leisten,  daher  ist  die  Kraft  in  10  Null 
und  kann  10  ebensowohl  senkrecht  stehend  betrachtet  werden,  wie  dies 
durch  8  mg  in  Fig.  180  angedeutet  ist.  Man  geht  dann  zum  Knoten- 
punkt mg,  weiter  zu  m^  u.  s.  w.  über. 

Nimmt  man  Pj  in  derselben  Richtung  wie  8  an  und  verbindet, 
Fig.  181,  a  mit  b,  dann  ist  ab  =  P,;  die  Richtung  dieser  Fundament- 
kraft wird  in  die  Hauptfigur  übertragen.  Es  sind  dann  sowohl  W,  Pd 
und  P,  die  Aussenkräfte,  als  die  Kräfte  6,  7  und  P,  im  Gleichge\ncht, 
weil  sie  je  ein  Kräftedreieck  bilden. 

In  Fig.  178  u.  179  geht  man  von  K,  1  und  2  aus  und  schliesst 
hieran  den  Knotenpunkt  für  2,  3,  4  und  pi  u.  s.  w.  Po  muss  schUess- 
Uch  der  Summe  der  vertikalen  Kräfte  gleich  werden. 

Wir  haben  in  diesen  Figuren  K  =  8000  und  Pi  =  P2  =  Ps  = 
3000  kg  angenommen.  Die  Verteilung  der  Kräfte  in  den  Streben  ist 
aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zu  enbiehmen. 

Krttfteplan  des  Gerüstes  Fig.  17$  und  179. 


Bezeichn. 

ÄU88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

ÄU88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Gegeben  K 
1 
2 
3 
4 
5 

1  1    1    1    1    1 

— 

1250 
8100 

500 
11120 

500 

6 

7 

Po 

Pi 

P« 

Pi 

17000 
3000 
3000 
3« -00 

2300 

14100 

Stehende  Gerüste. 


163 


Die  Strebenspannungen  und  die  äusseren  Kräfte  in  Fig.  180  u.  181, 
wenn  W=  6000  kg  angenommen  wird,  sind  in  folgender  Tabelle  ent- 
halten: 


Krftfteplan  des  Oerllstes  Fig.  180  und  181 

• 

Bezeichn. 

Äuss.  Kr.         Zug      '     Druck 

Bezeichn. 

Äuss.  Kr. 

Zug 

Druck 

Gegeb.W 

6000              -            (6000) 

8 



— 

— 

1 

—                 —              — 

9 

— 

— 

9000 

2 

—              5900            — 

10 

— 

— 

6000 

3 

—              4000            — 

11 

— 

— 

— 

4 

—        !       9100            — 

12 

— 

— 

7700 

5 

— 

3000 

— 

13 

— 

— 

4600 

6 

— 

10900 

— 

Pi       ;    11500 



3300 

7 

— 

2400 

— 

Pa 

10900 

— 

— 

Tritt  nun  der  Fall  ein,  dass  dasselbe  Gerüst  gleichzeitig  von  W  und 
den  senkrechten  Kräften  K,  p^,  p^,  Ps  belastet  ist,  dann  haben  wir  nur 
nötig,  wie  in  der  folgenden  Übersicht  geschehen  ist,  die  Druck-  und 
Zugkräfte  der  beiden  vorigen  Tabellen  in  geeigneter  Weise,  d.  h.  mit 
Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen  [Zug  (+),  Druck  ( — )]  zu  vereinigen: 

Krftft^lan  eines  gieiehzeitigr  senkrecht  und  seitlich  l>elasteten  Gerüstes 
Figr.  178,  179,  180  und  181. 
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XX.  Ein  festes  oder  in  ab  drehbares  Ausladegerüst  ist  in 
Fig.  182  dargestellt.  Das  feste  Gerüst,  bestehend  aus  den  Streben  5, 
6,  7,  kann  event.  in  pyramidaler  Form  ausgeführt  werden.  Wenn  die 
Fundamentbefestigung  P,  in  Richtung  der  Stange  6  hegt,    dann  würde 
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die  Druckstange  7  in  Wegfall  kommen  und  Pd  wäre  parallel  der  Richtung 
mn,  die  sich  aus  den  Polygonen  ergiebt,  in  die  Hauptfigur  zu  übertragen. 


Dachfltühle. 


165 


XXI.  Eine  hervorragende  Anwendung  findet  das  Kräftepolygon  bei 
der  Ermittelung  der  Spannungen  in  Dachstühlen,  Dachbindern. 
Wir  haben  in  den  folgenden  Figuren  eine  Reihe  von  verschieden  be- 
lasteten Dachkonstruktionen  zusammengestellt.  Einige  der  Strebenberech- 
nungen wurden  bereits  im  I.  Band  auf  analytischem  Wege  durchgeführt. 
Wir  werden  weiter  unten  während  der  Anwendung  des  Seilpolygones 
noch  auf  weitere  Beispiele  zurückkommen.  Allgemeines  über  Dächer, 
auch  Andeutungen  über  Winddruck,  erwähnten  wir  bereits  Seite  238, 
247,  Band  I.  Die  praktischen  Resultate  über  Belastimgen,  Neigung  der 
Dächer,  haben  wir  im  Anhang  angeschlossen.  — 

Fig.  188  nnd  184. 


Die  vorstehende  Fig.  183  stellt  Einzelbelastungen  dar.  Auf  einen 
Dachsparren  wirkt  der  Winddruck  W  und  die  senkrechte  Belastung  Q. 
beide  bilden  die  Resultante  R,  Fig.  184.  Zerlegt  man  diese  in  eine  in 
Richtung  der  Sparren  und  eine  senkrecht  auf  diese  wirkende  Kraft,  so 
beansprucht  S  den  Sparren  auf  Knickung,  und  wirkt  bis  zum  Auflager  des 
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Sparrens.  T  hingegen  beansprucht  den  Sparren  oder  die  denselben  unter- 
stützende hölzerne  oder  eiserne  Pfette  f  auf  Biegung.  Die  Pfette  über- 
ninunt  eine  etwaige  Durchbiegung  des  Sparrens;  S  beansprucht  die  Pfette 
gleichzeitig  auf  Abscherung,  und  ist  für  f  eine  Schubkraft.    Zerlegt  man 

Fig.  187  und  188. 


R  in  V  und  U,  dann  ist  V  die  Vertikalkraft,  U  die  horizontale  Seiten- 
kraft, auf  welche  die  Sparren  bezw.  die  Pfette  beansprucht  ist. 

Die  Figuren  185  bis  192  sind  Dachstühle  mit  freien  und  ein  oder 
mehrfach  verstrebten  Dachsparren.  Wir  berechnen  die  gesamte  Be- 
lastang  der  Dachfläche,  verteilen  sie  auf  die  einzelnen,  meist  in  1 
bis  4  m  Entfernung   hegenden  Bindern    und  auf  deren  Knotenpunkte. 
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170  Dachatühle. 

Die  beiden  Auflagerdrücke  A  und  B  sind  bei  allen  4  Dachkonstxuktionen 
gleich  gross,  da  die  Lasten  regelmässig  (symmetrisch)  verteilt  sind.  Bei 
der  Konstruktion  der  Eräflepolygone  geht  man  am  zweckmässigsten  immer 
von  den  Strebespannungen  in  den  Auflagern  aus,  reiht  Knotenpunkt  an 
Knotenpunkt  und  verwendet  die  bekannten  Aussenkräfte  A,  B,  P^  P,  . . 
zur  Bestimmung  von  Zug  und  Druck.  In  denjenigen  Knotenpunkten,  in 
welchen  keine  Aussenkräfte  vorhanden  sind,  geht  man,  um  Zug  und 
Druck  festzustellen,  von  bekannten  Spannungen  solcher  Streben  aus, 
welche  mit  dem  betreffenden  Knotenpunkt  im  Zusammenhang  stehen.  Im 
Knotenpunkt  p,  Fig.  187  u.  189  (in  der  Hauptfigur  muss  die  Zahl  5  in 
der  senkrechten  Zugstange  ergänzt  werden),  ebenso  in  m,  Fig.  187 
und  Pi  in  Fig.  185,  sind  keine  Aussenkräfte  vorhanden,  die  Bestinunung 
von  Druck  und  Zug  in  den  diesen  Knoten  kreuzenden  Streben  könnte  hier 
aber  fiigUch  entbehrt  werden,  weil  die  Pfeilrichtungen,  also  Zug  und 
Druck,  sich  bereits  aus  den  anschliessenden  Knotenpunkten  ergeben. 
Will  man  beispielsweise  für  p,  Fig.  189,  dennoch  eine  Bestimmung 
vornehmen,  so  trägt  man,  event.  von  der  Strebe  2  (Zug)  ausgehend,  den 
betreffenden  Pfeil  p«  in  die  Polygonseite  2,  Fig.  190,  ein  imd  schliesst  die 
Pfeilrichtungen  durch  3,  7,  9  und  5,  überträgt  diese  dann  schUessUch 
nach  p  in  die  Streben  um  den  Knotenpunkt. 

Um  vollkommen  sicher  zu  sein,  dass  ein  Bauwerk,  ein  Dachstuhl, 
eine  Brücke  allen  Belastungsanforderungen  entspricht,  so  ist  es  nötig,  alle 
möghchen  Belastungen  in  Rücksicht  zu  ziehen  und  die  Spannungen 
bei  allen  Belastungsarten  zu  untersuchen.  Eine  solche  Unter- 
suchung haben  wir  auch  bei  dem  einfachen  Polonceaubinder,  Fig.  193  bis 
203,  durchgeführt. 

Der  Träger  Fig.  193  ist  symmetrisch  belastet  mit  P^  =P8  undP,  kg;  P^ 
und  P3  wurden  hier  kleiner  als  P,  angenommen.  In  den  Fig.  194  u.  195 
haben  wir  zwei  Lösungen  zur  Bestimmung  der  Spannungen  durch  die 
Kräftepolygone  aufgezeichnet.  Diese  Figuren  bedürfen  wohl  keiner  wei- 
teren Erörterung. 

In  den  Fig.  196  bis  198  ist  der  Dachstuhl  einseitig  belastet  ge- 
dacht ^  und  zwar  sind,  Fig.  196,  die  rechten  Knotenpunkte  nur  mit 
dem  Eigengewicht,  die  linken  noch  mit  einer  zufäUigen  Last  belastet, 
z.  B.  Schneelast.  In  Fig.  196  nahmen  wir  P^  =  P,  =  P3  und  P4  = 
Pg  =  Pß  kg,  und  zwar  P^  =  2  Pg  u.  s.  w.  an.  In  Fig.  198  ist  die  rechte 
Seite    unbelastet,    die  Hnke  mit  P^  =P2  =P3  kg  belastet.     In  beiden 


Dachstühle. 
Fig.  198,  194  und  195. 
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Fällen  sind  die  Auflager  A  und  B  ungleich  gross;  vorläufig  stellen  wir 
sie  durch  Rechnung  fest  (s.  Band  I,  S.  lll),  weiter  unten  graphostatisch. 

Nach  den  in  Fig.  196  eingetragenen  Längenbezeichnungen  ist  die 
Auflagerreaktionsgleichung 

A.4a  =  P,  4a  +  P2  Sa  +  Pg  2a  +  P4  2a  +  P5a, 
woraus 

4A  =  4P, +3P, +2P,  +  2P,+P5, 
setzt  man  nun 

P,=P,=P3   und  P4  =  P5 

ein,  so  folgt  4  A  =  9  P^  +  3  P^. 

In  Fig.   197  nahmen  wir  femer  P^  =2P4  an,  erhalten  sonach 

A  =  ^  P^  =  5  V4  P4  =  6%  P3  =  51/4  Pe  u.  8.  w. 

Zur  Bestimmung  von  A  in  Fig.  198  dient  uns  die  Gleichung 

A  4a  =  Pi  4a  +  P,  3a  +  P,  2a,  woraus  P^  =  Pg  =  P,  eingeführt.^ 
A=»/,Pj  =  9/,P,  ...folgt. 

Die  Konstruktion  der  Kräftepolygone,  Fig.  197  u.  199,  ausgehend 
von  A  und  B,  wird  wie  oben  durchgeführt. 

Denselben  Binder  haben  wir  in  Fig.  200  u.  202  durch  Seitendruck 
(Winddruck),  senkrecht  auf  den  Sparren  wirkend,  belastet.  Die  Spann- 
weite des  Binders  sei  so  gross,  dass  man  genötigt  ist,  das  eine  Auflager 
als  bewegliches,  als  Rollenlager  auszuführen,  auf  der  andern  Seite  ist  der 
Dachstuhl  mit  dem  Mauerwerk  fest  verbimden.  Man  rechnet  die  Aus- 
dehnung durch  die  Wärme  gewöhnUch  0,0006  der  Länge;  bei  20  m 
Spannweite  würde  sich  ein  Träger  um  20  •  0,0006  =  0,012  m  =  12  mm 
verlängern,  hierzu  tritt  noch  die  Durchbiegung;  auf  beides  muss  nament- 
lich bei  grösseren  Brückenträgem  Rücksicht  genommen  werden. 

Auf  der  bewegUchen  Seite  des  Dachstuhles,  also  im  Rollenlager, 
kann  nur  ein  senkrechter  Auflagerdruck  eintreten,  weil  der  Dachstuhl 
hier  lose  aufliegt,  und  in  allen  Lagen  und  bei  allen  seitUchen  Kräfte- 
wirkungen, die  oberhalb  der  Horizontalen  fallen,  einen  senkrechten  Druck 
nach  unten  ausübt.  Da,  wo  der  Dachstuhl  starr  mit  der  Unterlage  in 
Verbindung  steht,  ist  der  Auflagedruck  von  der  Richtung  der  Seitenkraft 
abhängig.  Der  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  der  Windkräft»  2W,  welche 
auf  den  Sparren  symmetrisch  verteilt  sind,  hegt  in  der  Mitte  des  Spar- 
rens, und  schneidet  den  rechtwinkeUgen  Auflagedruck  in  m.     Verbindet 
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Fig.  198  und  199. 


Flg.  200  und  201. 
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Dachstühle. 
Fig.  202  und  203. 
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man     m    mit   n,    so    stellt   mn    die    Richtung   des    anderen   Auflager- 
dmckes  dar. 

In  Fig.  203  haben  wir  die  Spannungen  konstruiert,  wenn  der  Wind 
von  links,  in  Fig.  201,  wenn  er  von  rechts  einwirkt. 

In  beiden  Fällen  tragen  wir  die  Grössen  der  Kräfte,  SW  = 
Wj  +  W,  +  Wj,  auf,  und  ziehen  Parallelen  zu  den  Richtungen  mn 
und  mo,  wir  erhalten  dadurch  die  Grössen  A^  und  B^  durch  das 
geschlossene  Kräftedreieck,  indem  sich  die  Kräfte  A^,  2W  und  B^ 
in  m  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Nun  verfahren  wir  wie  oben 
und  stellen  das  Gleichgewicht  für  jeden  Ejiotenpunkt  her.  Zunächst 
beginnt  man  mit  dem  Knotenpunkt  n  für  die  Kräfte  A^,  W^,  1  und  2 
in  Fig.  202,  und  ftir  B^,  W^,  10  und  11  im  Knotenpunkt  0,  Fig.  200; 
hieran  schliesst  man  das  Polygon  W,,  1,  3,  4,  Fig.  202,  und  Wj,  6, 
10,  9  in  Fig.  200  u.  s.  w.  Man  findet  dann  schUessUch,  dass  9  in 
Fig.  203  und  3  in  Fig.  200  spannungslos  sind.  Zug  und  Druck  be- 
stimmen wir  wieder,  ausgehend  von  den  äusseren  Kräften,  wie  oben. 
Man  stellt  dann  schliesslich  die  sämtlichen  Zug-  und  Druckspannimgen, 
wie  wir  es  mehrfsich  oben  ausgeführt  haben,  tabellarisch  zusammen 
für  jeden  einzelnen  Belastungsfall  und  summiert  aus  diesen  dann  end- 
gültig die  SpannungstabeUe,  nach  welcher  die  Berechnung  der  Streben- 
querschnitte  vorgenommen  wird.  Es  ist  wohl  kaum  zu  bemerken,  dass 
die  Längen-  und  Belastungsmassstäbe  in  allen  Figuren  dieselben  sein 
müssen,  was  wir  hier  bei  den  zerstreut  liegenden  Figuren  nicht  durch- 
führen konnten.  Wesentlich  kommt  es  hier  in  Betracht,  die  Spannungen 
bei  voller  und  gleichzeitig  einwirkender  Windbelastung  zu  addieren;  ebenso 
bei  Eigengewichts-  und  einseitig  voller  und  gleichzeitiger  Windbelastung. 

Den  Dachstuhl,  Fig.  204,  haben  wir  in  den  Knotenpunkten  mit 
Pj  =  P,  =  .  .  .  .  Pg  gleich  grossen  Kräften  belastet  Die  Konstruktion 
der  Kräftepolygone  ist  aus  der  Hil&figur  zu  ersehen. 

In  Fig.  205  haben  wir  einen  ähnlichen  Dachstuhl  gezeichnet,  den 
sogen,  englischen  Dachstuhl,  dessen  Strebenrichtungen  entgegengesetzt 
der  in  Fig.  204  liegen  (siehe  Band  I,  Seite  258,  analytische  Berech- 
nung). Die  Spannweite  ist  15,2  m,  die  Firsthöhe  4  m,  die  einzel- 
nen Binder  liegen  in  4  m  Entfernung.  Auf  einen  Quadratmeter  der 
Grundfläche  haben  wir  120  kg  gerechnet;  für  einen  Binder  folgt 
demnach    15,2  •  4  •  120  ~  7200   kg   Belastung;    da    nun    8    Felder 

Torhanden  sind,  so  ist  ein  Feld  mit  — ^ —  =  ^^^  ^S  belastet,  welche  wir 
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in  den  Knotenpunkten  derart  verteilt  haben,  dass  auf  P^  =  P^  =  450  kg 
kommen   und  die   übrigen    Knotenpunkte  mit  P,  ==  P^  ==....  P^  mit 


900  kg  belastet  sind.     Die  Konstruktion  der  Kräftepolygone  ist  wieder 
aus  der  Nebenfigur  zu  ersehen,    ebenso   sind  wie    oben  die  Zug-  und 
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Dachstühle. 
Fig.  206. 
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Druckkräfte  unterschiedlich  angedeutet.    Die  folgende  Tabelle  enthält  die 
aus  der  Figur  enbiommenen  Kräfte: 


Krftfteplan  des  engrl.  Dachstohls  FIff.  205,  Tolle  Belastnngr. 


Bezeichnung 

Äussere  Kräfte 

Zug 

Druck 

Gegeben  ?,  =  ?,= 

450 

— 

— 

„    p,  =  p,=  ....P3  = 

900 

— 

— 

Auflager  A  =  B 

3600 

— 

— 

1 

— 

— 

8270 

2 

— 

7300 

— 

3 

— 

— 

1130 

4 

— 

— 

7060 

5 

— 

400 

— 

6 

— ' 

6200 

— 

7 

— 

— 

1300 

8 

— 

— 

5870 

9 

— 

5170 

— 

10 

— 

900 

— 

11 

— 

1650 

12 

— 

— 

4550 

13 

— 

3400 

— 

In  Fig.  206  ist  derselbe  Dachstuhl  yerzeichnet  mit  einem  Rollen- 
auflager rechts;  wir  haben  einen  einseitigen  Winddruck  von  150  kg 
auf  den  qm  als  Belastung  zu  Grunde  gelegt,  die  Windfläche  ist,  aus  der 
Figur  die  Länge  des  Bindersparrens  entnommen ,  8,5*4  =  34  qm,  so- 
mit die  Belastung  150  •  34  =  5100  kg.  Diese  verteilt  sich  auf  die  vier 
Felder  in  der  Weise,  dass  auf  jedes  Feld  abg.  1300  kg  zu  nehmen  sind, 
im  ganzen  also  2W  =  5200  kg  angenommen  werden. 

Die  Konstruktion  der  Eräftepoljgone  der  einzelnen  Knotenpunkte 
ergiebty  dass  eine  Beihe  von  Spannungen  verschwinden,  die  Streben  auf 
der  Windseite  übernehmen  bereits  den  grössten  Teil  des  Winddruckes. 
Die  folgende  Tabelle  giebt  die  Windspannungen,  wie  sie  nach  dem  bei- 
gefügten Massstab  aus  der  Zeichnung  entnommen  wurden. 


Hteht, 
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Kraiteplan  des  engrl.  Daelistnliles  Figr«  SOG,  einseitige  Windlielastaiif. 


Bezeichnung 

Äussere  Kräfte 

Zug 

Druck 

Gegeben  Wi  =  W5  = 

650 

— 

— 

„        W,  =  Wg  =  W4  = 

1300 

— 

— 

Gefunden    Aj 

4000 

— 

— 

B, 

1450 

— 

— 

1 

— 

— 

7460 

2 

— 

8820 

- 

3 



— 

1820 

4 

— 

— 

6200 

5 

— 

720 

— 

6 

— 

7100 

— 

7 





2160 

8 

— 

4900 

9 

— 

5300 

— 

10 



1500 

— 

11 

— 



2700 

12 

— 

— 

8620 

13 

— 

2880 

— 

14 

— 

3500 

— 

15 

— 

— 

— 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 

— 

— 

8900 

— 

- 

3900 

— 

8500 

— 





3900 

23 

— 

— 

— 

24 

— 

— 

3900 

25 

— 

3500 

— 

Aus  beiden  Tabellen  ergiebt  sich  durch  Addition  die  folgende  Tabelle, 
wenn  die  beiden  Belastungsarten,  volle  und  linksseitige  Windbelastung, 
genügen  sollen,  wenn  also  von  einer  rechtsseitigen  Windwirkung  und 
von  einer  einseitigen  Belastung  abgesehen  werden  kann. 


Berechniuigstabelle  ans 

den  Kräfteplänen  der  Hg. 

205. 

Bezeichn. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

Zug 

Druck 

Strebe  1 

— 

15780 

9 

10470 

— 

17 

900 

— 

2 

16120 

— 

10 

2400 

— 

18 

— 

9770 

3 

— 

2950 

11 

— 

4350 

19 

— 

1800 

4 

— 

13260 

12 

— 

8170 

20 

9700 

— 

5 

1120 

— 

13 

6280 

— 

21 

400 

— 

6 

13300 



14 

8800 

— 

22 

— 

10960 

7 

— 

3460 

15 

— 

1650 

28 

— 

1180 

8 

— 

10770 

16 

.  •"" 

8450 

24 
25 

10800 

12170 

In  ] 

Fiff.  20 

7  bis  2 

10  habei 

i  wir  c 

ie    glei< 

3he   Rech 

nung   fii 

Ir   einen 

grösseren  Polonceaubinder  durchgeführt. 
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Der  Dachstuhl  hat  20  m  Spannweite,  5  m  Firsthöhe  und  die  mittlere 
Zugstange  liegt  1  m  über  der  Horizontalen,  die  Binder  liegen  in  4  m  Entfer- 
nung. Die  Belastung  haben  wir  nach  dem  Anhang  zusammengestellt  und  zu 
220  kg  a.  d.  qm  zu  Grunde  gelegt    Man  erhält  dann  als  Gesamtbelastung 

20  .  4 .  220  =  17 600  kg;  auf  ein  Feld  kommen  —J^-  =  2200  kg,    die 

o 

einzelnen  Kräfte  der  Knotenpunkte  können  dann  angenommen  werden  zu 

0000 
P,  =P3  =  ^-^=1100,  P,  =  P3  . . .  =  P,  =  2200  kg. 

A  und  B  werden  gleich  gross:  8800  kg.  Nach  diesen  äusseren 
Kräften  sind  die  Polygone,  Fig.  208  aufgetragen.  Bei  der  Konstruktion 
derselben  von  Ejiotenpunkt  zu  Knotenpunkt  kommt  insofern  die  Symetrie 
des  Dachstuhles  zu  statten,  als  man  von  beiden  Seiten,  von  beiden  Auf- 
lagern aus,  konstruieren  kann.  Vom  theoretischen  Standpunkt  aus  ist  es 
richtiger,  die  Zugstange  27  entweder  analytisch  zu  berechnen  (s.  S.  266, 
Mech.  I),  oder  eine  weiter  unten  behandelte  Zwischenkonstruktion  anzu- 
wenden; als  Momentengleichung  erhält  man  für  die  Rechnung  den  An- 
gri£bpunkt  der  Kraft  P5  als  Drehpunkt  zu  Grunde  gelegt, 

8800-10  — Pj  10  — Pj7,5  — P36  — P4  2,6  — P,7.4=0,2, 
hieraus  folgt 

_  8800 » 10  —  (1100  >  10  +  2200  ■  7,5  +  2200  »  5  +  2200 »  2,5  _ 
M7  —  j  — 

11000  kg, 
dadurch   lässt   sich  die    gegebene  Richtung  der  Streben  5,  9  grapho- 
statisch    bestimmen,    da  man  sonst  genötigt  wird,    die  Höhenlage    der 
horizontalen  Zugstange  27  zu  verändern. 

Die  von  der  vertikalen  vollen  Belastung  verursachten  Spannungen 
sind  in  der  folgenden  Tabelle  enthalten: 

KriUteplan  des  Poloneeanbinders,  Fig.  207.    Yertikale  Belastiingr. 


Bezeichnung 

ÄU88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

lu8S.  Kr. 

Zug 

Druck 

Gegeb.  P^  =  P,  = 
„  P,  =  P,=  P3  = 

1100 
2200 

— 

— 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 
13 
14  =  12 

20000 

1   3900 
23600 

'   2000 
21600 

!     

21600 

— 

Berechnet  A  =  B  = 

880 
1 
2 
3 
4 
5 

23300 
3300 

26600 

2000 
24700 

3300 
9700 

13100 

— 

15  =  13 

13100 

— 

— 

27 

11000 

1    — 

— 

Beeilt,  MeebHiik. 

m. 

21 
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Dachstaille. 
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Dachstühle. 


Setzen  wir  den  Winddruck  zu  150  kg  auf  den  qm  fest,  so  wirkt  auf 
die  eine  Dachseite  der  Druck  150  •  4  •  10  =  6000  kg,  jedes  Feld  ist  so- 
6000 
4 


nach  belastet  mit  22221  =  1600  kg;  nach  den  Bezeichnungen  der  Fig.  210 


sind  dann  die  Knotenpunktsbelastungen  W^  =  Wg  =     ^    ,  W,  =  Wj  = 

W4  =  1500  kg.  Die  Konstruktion  der  Polygone  wird  in  der  gleichen 
Weise  mit  Rücksicht  auf  das  linke  bewegliche  Lager  wie  in  Fig.  206 
ausgeführt.  In  der  folgenden  Übersicht  sind  die  Druck-  und  Zugkräfte, 
aus  der  Figur  entnommen,  zusammengestellt. 


Kräfteplan  des  Polonceanbinders,  Figr«  210,  einseiügrer  Winddraek, 


Bezeichnung 

Äu88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Bezeichn. 

ÄU88.  Kr. 

Zug 

Druck 

Gegeb.  Wi  =  \\\  = 

750 





13 



8150 



„  w,=w,=w,= 

1500 

— 

— 

14 

— 

— 

4000 

Gefunden  Aj  = 

3700 

— 

— 

15 

— 

3800 

— 

B»  = 

8200 

— 

— 

16 

— 

— 

— 

1 

— 

— 

9940 

17 

— 

— 

4000 

2 

— 

8600 

— 

18 

— 

— 

— 

3 

— 

— 

1500 

19 

— 

3800 

— 

4 

— 

— 

9940 

20 

— 

— 

— 

5 

— 

2500 

— 

21 

— 

— 

4000 

6 

— 

6100 

— 

22 

— 

— 

— 

7 

— 

— 

3400 

23 

— 

900 

— 

8 

— 

9940 

24 

— 

— 

— 

9 

— 

2500 

— 

25 

— 

— 

4000 

10 



5500 

— 

26 

— 

900 

— 

11 

— 

— 

1500 

27 

— 

600 

— 

12 

— 

— 

9940 

Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  eine  rechtseitige  Windbelastung  nicht 
in  Betracht  kommt,  ebenso  eine  einseitige  Belastung  nicht  in  Rücksicht 
zu  ziehen  ist,  dann  bietet  die  Zusammensetzung  beider  Tabellen  im 
Sinne  der  obigen  keine  weiteren  Schwierigkeiten. 

Der  Kräfteplan  des  Dachstuhles,  Fig.  211,  lässt  sich  ohne  Zwischen- 
konstruktion auch  nur  dadurch  feststellen,  dass  man  die  mittlere  Zug- 
strebe, hier  mit  16  bezeichnet,  berechnet. 

Die  Belastungen  der  Knotenpunkte  sind  gleich  und  zwar  zu  P^  = 
Pj  =  P3  . . .  .  P9  =  100  kg  angenommen,  die  Spannweite  zu  17  m.  Die 
Momentengleichung,  um  die  Spannung  in  16  zu  ermitteln,  ist 
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100 . 6,8  +  100 . 5,1  +  100 . 3,35  +  100  •  1,65  +  P,«  4,05  =  A  •  8,5  = 

450 . 8,6, 
aas  dieser  folgt  P^^  =  534  kg. 

Flg.  SU. 


Die  Au&telliing  des  Kräfteplanes  bietet  keine  besonderen  Schwierig- 
keiten. 

Der  Dachstahl,  Fig.  212,  ist  ein  grösserer  Polonceaubinder  mit  be- 
sonders Terstrebten  Sparren,  welche  infolge  ihrer  grösseren  Spannweite 
besondere  Träger  für  sich  bilden.  Die  gleichmässig  verteilte  Last  ist 
aof  17  Knotenpunkten  verteilt,  diese  sind  mit  P^  =  Pj^  and  P,  = 
P, Px6  kg  belastet 

Zunächst  müssen  die  Haaptstreben  mo,  a,  b,  c,  d .  • .  die  gesamte 
Belastung  übernehmen,  es  ist  also  notwendig  die  Belastung  auf  die 
Hauptknotenpunkte  m,  n,  o,  m^  und  n^  zu  reduzieren. 

H«elit,  IfflhMit.    m.  22 
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Wir  denken  uns  die  Gesamtbelastung  der  16  Felder,  16  P,  gleichmässig 
verteilt  und  wollen  mit  Q  die  Belastungen  in  den  Hauptknotenpunkten 
n,  0,  Uj  . . .  bezeichnen,  wie  es  die  Fig.  213  unterhalb  der  Hauptfigur 
andeuten  soll.  Es  muss  dann  das  grösste  Moment  von  P^,  bezw.  von 
P,  =  P3  . . .  P^g  und  das  grösste  Moment  der  Belastungen  Q  gleich  sein. 
Das  grösste  Moment  der  gleichmässig  verteilten  Belastung  ist  M  =  16  P  1/^, 
das  der  Belastungen  Q  in  der  Mitte  0  gerechnet,  ist  M  =  A^  1/,  —  Q 1/^, 
oder,  weil  das  Auflager  A,  =f  Q,,  M  =  f  Ql/, — QI/4,  es  gilt  somit 
zur  Bestimmung  der  Werte  Q  die  Gleichung 

l6Pl/3=|Ql/,-Ql/^. 
Hieraus  folgt  Q  =  4  P  und  denmach  A^  =  |^  Q  =  6  P. 
Wir  tragen  also  zunächst  an  Pj  in  Fig.  214,  welche  Kraft  den  Wert 

p 

-2"  hat  6  P  =  Pjj  +  P3  +  P4  +  P5  +  Pg  +  P7  an,  das  ist  die  Auflager- 
reaktion A^  für  den  Hauptträger,  deren  Streben  1  bis  25  und  a,  b,  c,  d . . . 
sind;  für  diese  konstruieren  wir  zunächst  die  Kräitepolygone  der  Knoten- 
punkte m,  n,  0,  p . . . ,  wie  aus  Fig.  214  zu  ersehen,  ist  die  Konstruk- 
tion zur  Hälfte  diu-chgeführt.  Hierauf  konstruieren  wir  das  Kräfte- 
diagramm für  einen  der  Träger  mn  der  Hauptfigur.  Die  Auflager- 
reaktionen sind  gleich  gross,  wie  wir  später  noch  aus  den  Hilfsfiguren  215 
durch  die  Linien  I,  U,  lU . . .  erkennen  weiitlen  und  wie  sich  infolge  der 
symmetrischen  Verteilung  auch  ohnedies  ergiebt, 

Auflager  m  =  Auflager  n  =  ^i  +  P«  +  ^3 +P4  +  P5 

Wir  haben  die  Konstruktion  der  Kräfl;epolygone  in  Fig.  214  mit  ein- 
gezeichnet. Der  Verfolg  des  Gleichgewichtszustandes  jedes  einzelnen 
Knotenpunktes  durch  das  jedesmalige  geschlossene  Kräftepolygon  ergiebt 
dann  das  gesamte  Gleichgewicht  des  ganzen  Dachstuhles. 

In  Fig.  216,  217  und  218  haben  wir  noch  einen  sog.  französischen 
Dachstuhl  aufgezeichnet,  welcher  durch  vertikale  und  rechtsseitige  Kräfte 
belastet  ist.  Das  Kräflediagramm  der  vertikalen  Belastung  Pj  P,  . . .  P^ 
ist  in  Fig.  217  verzeichnet.  Die  rechtsseitige  Belastung  ist  wieder  mit 
Wj  bis  W4  bezeichnet,  die  Resultierende  dieser  Kräfte  SW  =  W^  -f- 
Wj  +  W3  +  W4  wirkt  in  der  Mitte  des  Dachsparrens,  trägt  man  die- 
selbe, wie  in  Fig.  218  geschehen,  parallel  der  Richtungen  W  auf,  so 
ergiebt  sich  der  senkrechte  Auflagerdruck  Bj ,  aus  dessen  Schnittpunkt  mit 
2  W  ebenfalls  der  Auflagerdruck  Aj ;  fällt  die  Richtung  des  Auflagerdruckes 
Aj  in  die  des  linken  Sparrens,  so  werden,  wie  aus  Fig.  218  leicht  zu  er- 
sehen, die  Spannungen  in  den  Streben  8,  9,  11,  13  und  14  Null. 
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XXII.  Die  weiteren  Figuren  219  bis  242  stellen  Kräftepläne  zum 
Teil  für  yerstrebte  Balken,  zum  Teil  fiir  Brückenträger  mit  voller 
Belastung  dar.  Auf  eine  teilweise  Belastung,  wie  sie  entstehen  muss, 
wenn  die  Last  allmäMich  über  die  Träger  hinwegschreitet,  werden  wir 
erst  nach  Besprechung  des  nächsten  Kapitels  eingehen,  um  etwaige  ana- 
lytische Zwischenrechnungen  durch  graphische  Berechnungen  ersetzen  zu 
können.  Man  berücksichtigt  bei  derartigen  Trägem  und  Brücken  be- 
kanntlich neben  der  zufälligen,  beweglichen  (mobilen)  oder  Verkehrs-Last 
das  Eigengewicht,  welches,  wie  aus  Bd.  U,  S.  162  u.  f.  zu  ersehen,  durch 
Rechnung,  oder,  wie  im  Anhang,  auf  empirischem  Wege,  näherungsweise 
bestimmt  werden  kann.  Diese  gesamte  Belastimg  verteilt  man  auf  die 
Trägerknotenpunkte,  das  sind  auch  hier  die  Kreuzungspunkte  der  Stre- 
ben und  Gurtungen.  Die  empirischen  Werte  der  beweglichen  Belas- 
tungen haben  wir  auch  im  Anhang  angeschlossen.  Die  Konstruktion  der 
Kräftepolygone  erfolgt  nun  nach  den  uns  bekannten  Grundsätzen,  aus- 
gehend von  den  äusseren  Kräften,  man  reiht  die  Kräftepolygone  anein- 
ander, bis  das  vollständig  geschlossene  Kräftediagramm  des  ganzen  Bau- 
werkes das  Gleichgewicht  bestätigt. 

Die  Zeichnungen,  Fig.  219  u.  223,  stellen  einfech  verstrebte  (armierte) 
Balken  dar,  welche  mit  den  Kräfl;en  P  belastet  sind.  Die  Fig.  221  u.  222  sind 
mehrfEUih  verstrebte  Balken,  welche  an  3  Knotenpunkten  belastet  sind. 

In  den  Fig.  220  u.  224  sind  einfache  Hängewerke  dargestellt  mit 
voller  in  den  Knotenpimkten  verteilter  Belastung.  Die  Kreuzstreben 
zwischen  den  parallelen  Gurtungen,  Fig.  220,  können  bei  voller  Be- 
lastung entbehrt  werden,  bei  einseitiger  Belastung,  bei  Verwendung 
dieses  Hängewerkes  als  Brücke,  müssen  sie,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
vorhanden  sein.  In  Fig.  234  ist  der  Symmetrie  wegen  die  eine  Hälfte 
des  Kräfteplanes  gezeichnet,  daher  die  Bezeichnung  ^7  in  Strebe  7. 

Die  4  folgenden  Figuren  sind  Brücken-,  Fachwerks-Träger  mit 
parallel  laufenden  Gurtungen.  Die  Belastung  wirkt  in  den  Knotenpunkten 
der  oberen  Gurtung  ein;  die  senkrechten  Stangen  sind  Zugstreben  in  den 
Fig.  226  u.  226;  die  schiefen,  welche  in  diesen  Konstruktionen  nach 
innen  gerichtet  sind,  werden  auf  Druck  beansprucht.  In  Fig.  227  u.  228 
ist  die  Beanspruchung  eine  umgekehrte,  die  senkrechten  Stangen  sind 
auf  Druck,  die  den  Diagonalen  in  Fig.  225  u.  226  entgegengesetzt  gelegten 
schiefen  Streben  sind  Zugstreben.  Die  untere  Gurtungist  stets  auf  Zug, 
die  obere  auf  Druck  beansprucht.  Auf  die  Einteilung  der  Felder,  ob  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  zu  Grunde  gelegt  wird,  ist  auch  Rücksicht 
zu  nehmen.    In  Fig.  226  ist  die  mittlere  Zugstange  bei  voller  Belastung 

H«eht,  Meehwik.    in.  23 
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Fig.  S19. 
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Fig.  228. 
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ganz  entbehrlich;  in  Fig.  226  sind  die  Zugkräfte  in  15  und  18  Null. 
Kreuzstreben  sind  hier  auch  keine  erforderlich,  hingegen  in  Fig.  225  in 
der  Mitte,  also  bei  gerader  Felderteilung  —  ein  mittleres  Feld  ist  hier 
nicht  vorhanden  —  müssen  Druckstreben  angewendet  werden.  In  der 
Hauptfigur  225  ist  p  in  den  vierten  Ejiotenpunkt  bei  P4  hinzusetzen,  femer 
ist  in  der  Nebenfigur  die  Bezeichung  14  =  17  ==  19  =  21  in  14  =  17  = 
16  =  21  umzuändern.  In  Fig.  228  fallen  im  mittleren  Feld,  also  bei 
ungerader  Felderzahl  (hier  ist  der  Träger  in  9  Felder  geteilt),  die  Spann- 
ungen in  den  Wandstreben  NuU  aus;  die  Streben  sind  wieder  entbehrUch, 
hingegen  in  Fig.  227  bei  gerader  Felderzahl  sind  ausser  der  senkrechten 
Druckstrebe  noch  2  Zugstreben  nötig.  Aus  den  Eräftepolygonen  ersieht  man, 
dass  die  Wandspannungen  von  den  Auflagern  nach  der  Mitte  zu  abnehmen, 
die  Spannungen  in  den  parallelen  Gurtungen  sind  in  der  Mitte  am  grössten 
und  nehmen  nach  den  Auflagern  zu  ab.  Wie  wir  bereits  £rüher  (im 
I.  Band,  S.  274,  275  etc.)  andeuteten,  werden  die  Wandungen  nach  den 
Vertikal-  (Quer-,  Schub-)  kräften  berechnet,  die  Grurtungen  nach  den 
Momenten.  Die  ersteren,  welche  wir  mit  V  bezeichneten,  erreichen  in 
den  Auflagern  ihr  Maximum,  und  werden  Null,  wo  die  Momente  ihren 
grössten  Wert  erlangen;  in  Band  I,  S.  108,  110  u.  s.  w.  bei  der  Be- 
trachtung der  unterstützten  und  belasteten  Träger  haben  wir  auf  diese 
Sätze  bereits  hingewiesen.  Die  graphischen  Darstellungen  der  Kräfte  in 
Fig.  225  bis  228  und  auch  die  noch  weiter  unten  zu  betrachtenden 
liefern  uns  unmittelbar  die  Kräflie,  und  zwar  in  demselben  Sinne  der 
Abnahme  und  Zunahme  ihrer  Grössen,  wie  wir  sie  nach  den  analytischen 
Ansdiauungen  früher  auf  Grund  der  Momente  M  und  Quer-  oder  Vertikal- 
kräfte y  berechnet  haben. 

Diese  Übereinstimmung  des  graphischen  und  des  analytischen  Rech- 
nang8ver£Bdurens  ist  ftir  die  Praxis  und  besonders  als  Kontrolle  bei  den 
Berechnungen  solcher  Bauwerke  von  grossem  Wert. 

Die  Verteilung  der  Spannungen  wird,  wie  wir  schon  oben  erwähnten, 
eine  etwas  andere,  wenn  die  Knotenpunkte  ungleich  belastet  sind,  bezw. 
auch^  wenn  die  Last  allmählich  über  die  Brücke  schreitet,  wie  wir  noch 
in  einem  späteren  Kapitel  kennen  lernen  werden. 

Die  Wanddruckstreben  sind  nun  stets  auf  Druck  mit  Biegung,  das 
ist  auf  Knickung,  zu  berechnen  und  der  Querschnitt  aus  den  Trägheits- 
momenten zu  nehmen*).  Die  Entfernung  der  Knotenpunkte  in  der  auf 
Druck  (Knickung)  beanspruchten  Gurtung,  z.  B.  die  Stäbe  4,  8,  12, 
14 . . .  Fig.  227,  228,  nimmt  man  in  der  Praxis  so  gering  an,  dass  eine 

♦)  S.  Bd.  n,  S.  81. 
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Plg.  225. 
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Flg.  226. 
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Verstrebte  Träger. 
Fig.  227. 
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Dniokbiegung  (Knickung)  meist  ausgeschlossen  ist*),  die  in  der  Praxis 
meist  kastenförmige  Form  der  gesamten  Gurtung,  die  Verbindung  der 
Gurtungsplatten  (Lamellen)  mit  der  Wandung  durch  Kop^latten  und 
Winkeleisen  unterstützt  die  gewöhnliche  Berechnung  des  Gurtungsquer- 
schnittes nach  dem  zulässigen  Flächendruck**)  wesentlich.  Andererseits 
wird  man  aber  auch  die  Entfernung  der  Querträger  und  Querverbände, 
welche  nicht  mit  den  Vertikalstreben  verbunden  werden,  welche  also  zum 
Teil  die  Länge  eines  Feldes  (etwa  2  bis  4  m)  bedingen,  nicht  allzu  gross 
annehmen,  damit  diese  und  die  Längsverbände,  welche  die  Brückenbahn 
unmittelbar  au&ehmen,  nicht  zu  starke  Dimensionen  erhalten.  Je  mehr 
Quer-  und  Längsträger  angewendet  werden,  um  so  mehr  verteilt  sich  die 
bewegUche  Last,  um  so  geringere  Dimensionen  erhalten  diese  Verbände. 
Endlich  wird  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Wandstreben  ein  Winkel  von 
etwa  45'"  aus  theoretischen  imd  praktischen  Gründen  einer  zu  flachen 
oder  zu  steilen  Lage  vorgezogen. 

Zum  besseren  Verständnis  der  noch  weiter  unten  zu  betrachtenden 
Trägerkonstruktionen  waren  wir  genötigt,  wenigstens  auf  einige  allgemeine 
Grundsätze,  wenn  sie  auch  dem  speciellen  Brückenbau  zukonmien,  ein- 
zugehen. 

In  den  Trägerkonstruktionen,  Fig.  229  u.  230  sind  die  Belastungen 
der  Knotenpunkte  an  der  unteren  Gurtung  angreifend  gedacht.  Die 
Widerlager  oder  Auflagerreaktionen  A  und  B  sind  ydeder  gleich  gross. 

2P 

A  =  B  =  — ö~,  ausgehend  von  diesen  bietet  die  Konstruktion  der  Kräfte- 
polygone keine  Schwierigkeiten,  aus  denselben  übersieht  man,  dass  die 
Wandspannungen  nach  der  Mitte  zu  kleiner,  die  Gurtungsspannungen 
grösser  werden.    Die  Berechnung  der  Gurtungsspannung,  wie  Seite  201 

M 

schon  angedeutet,    erfolgt  nach  der  Formel  S  =  ^  (s.  Bd.  I,  Gl.  99); 

h  ist  konstant,  M,  das  Moment,  wird  in  der  Trägermitte  am  grössten. 
Von  der  Richtung  der  schiefen  Streben  ist  wieder  die  Verteilung  von 
Druck  und  Zug  in  den  Wandstreben  abhängig. 

In  Fig.  236  haben  wir  bei  parallelen  Gurtungen  ein  sog.  unsym- 
metrisches Fach  Werksystem  angenommen,  bei  welchem  die  senkrechten 
Streben  in  Wegfall  kommen.  Die  Belastung  greift  in  der  oberen  Giirtung 
an.  Teilt  man  die  imtere  Gurtung,  statt  wie  hier  in  eine  gerade,  in 
eine  ungerade  Anzahl  Teile  ein,  wie  in  dem  der  analytischen  Berechnung 

'*')  S.  die  Knickungsgrenzen,  Bd.  II,  S.  25S. 
**}  S.  Bd.  U,  Druckfestigkeit,  S.  22. 


Verstrebte  Träger. 
Flg.  2S5  and  S86. 


205 


i""' 

p 

^ 

'' 

i\ 

^5 

U- 

4 

-^ 

f 

r^ 

-^^ 

«2. 

-^'r^ 

16 

^'r^ 

20 

-4 

206  Verstrebte  Trager. 

ZU  Grunde  gelegten  Träger  Seite  282,  Band  I,  geschehen,  so  werden  die 
Spannungen  in  den  mittleren  Streben  11  und  13  nicht  Null,  bei  voller 
symmetrisch  verteilter  Belastung  der  Knotenpunkte  erhalten  die  Streben 
Spannungswerte.  Die  Verteilung  von  Zug  und  Druck  in  der  Wandung 
ist  aus  der  Figur  zu  ersehen. 

Die  folgenden  Beispiele  der  Brückenträger  sind  mit  teils  gekrümmten 
Gurtungen  ausgeführt.  In  Fig.  231  u.  236  ist  eine  Gurtung  in  Parabel- 
form ausgeführt,  man  nennt  derartige  Träger  Parabelträger  (parabo- 
lische Brücken).  Die  Last  greift  an  der  horizontalen  Gurtung  an,  das 
heisst  auf  der  letzteren  ruht  die  Brückenbahn. 

Ist  die  untere  Gurtung  horizontal,  wie  in  Fig.  231,  dann  wird  die 
obere,  parabolische  zur  Druckgurtung,  die  senkrechten  Wandstreben  sind 
auf  Zug  beansprucht.  Das  Umgekehrte  ist  in  Fig.  236  der  Fall.  Cha- 
rakteristisch für  beide  parabolische  Träger  ist,  dass  die  schiefen 
Wandstreben  bei  symmetrisch  verteilter  Belastung  spannungslos  sind. 

Wendet  man,  wie  in  Fig.  232  u.  233  ausgeführt,  einen  Kreisbogen 
an  für  die  eine,  hier  obere  Gurtung,  so  erhalten  die  Wandstreben  Span- 
nungen; die  Verteilimg  von  Druck  und  Zug  in  diesen  hängt,  wie  aus 
den  Entwickelungen  der  Kräftepolygone  ersehen  werden  kann,  von  der 
Lage  der  schiefen  Streben  ab. 

Die  folgende  Ausführung,  Fig.  234,  stellt  einen  sog.  halbparabolischen 
Träger  dar.  In  der  Hauptfigur  sind  die  Streben  14  und  21  fälschlich  als 
Druckstreben  gezeichnet,  wie  aus  der  Kräfteverteilung  zu  ersehen,  sind 
sie  auf  Zug  beansprucht. 

Der  Brückenträger,  Fig.  237,  hat  39  m  Spannweite  und  sollen  bei 
voller  symmetrischer  Belastung  der  Knotenpunkte  an  der  oberen  Gurtung, 
die  Wandspannungen  untersucht  werden.  Die  Brückenbahn  hängt  an 
senkrechten  Stangen,  welche  aber  nicht  als  Brücken-  oder  Trägerstreben 
zu  betrachten  sind. 

Das  gesamte  Eigengewicht  der  Brücke  ist  nach  empirischen  Formeln 
(s.  d.  Anhang)  für  eine  Eisenbahnbrücke  von  1  m  Spannweite  35  1  + 
550  kg  a.  d.  If.  m,  das  smd  35  •  39  +  550  =  1900  kg. 

Auf  der  Brücke  haben  3  Lokomotiven  und  3  Tender  Raum  zum 
stehen,  rechnen  wir  Lokomotive  und  Tender  je  dreiachsig,  die  erstere 
mit  15000  kg  Achsenkraft,  den  Tender  mit  9000  kg,  dann  ist  die  be- 
wegUche  Last  der  Brücke 

9-15000=  135000  kg  Lokomotiva^hsenlast 
9.    9000=    81000    „    Tenderachsengemcht, 
in  Summa  216000  kg;  hierzu  kommt  das  obige  Eigenge\\icht  39-1900 
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=  74000  kg,  also  zusammen  216000  +  74000  =  290000  kg.  Auf  einen 
Träger  reduziert  -1^290000  =  146000  kg,  auf  7  Felder  verteilt,  ergiebt 
sich  für  1  Feld  21000  kg.  In  Fig.  237  haben  wir  für  die  Kräftever- 
teilung 6  belastete  Knotenpunkte  angenommen  und  diese  zu  P^  =  Pg  = 


Pj  . . .  Pg  =  22000  kg  gerechnet.  Die  in  der  Zeichnung  gewälilte  Form 
des  Trägers  liefert  bei  symmetrischer  Belastung  einen  Druckstab  in  dem 
Wandverband.     Die  Verteilung  ist  die  folgende: 


\ 
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Krftfteplan  des  Brttokentragen,  Flg.  287,  bei  sjmmetriseher  Belastnng. 
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Die  beiden  folgenden  Figuren  238  u.  239  sind  Sichelträger. 
Beide  Gurtungen  sind  kreisbogenförmig  gekrümmt,  die  Wandung  in 
Fig.  238  ist  mit  senkrechten  Streben  und  hier  infolge  der  an  der  unteren 
Gurtung  angreifenden  Belastung  mit  Zugstangen  auszuführen.  Die  schiefen 
Streben  sind  auf  Knickfestigkeit  zu  berechnen.  Fig.  239  stellt  wieder 
ein  unsymmetrisches  Wandsystem  ohne  senkrechte  Streben  dar.  Die 
Belastung  Pj  bis  Pg  ist  auch  symmetrisch  verteilt  und  wirkt  auf  die 
obere  Gurtung.  Ausser  den  Streben  5  und  11  besteht  die  Wandung 
aus  Zugstreben. 

Krttftepläne  der  Siehelträger,  Fig.  240  und  241. 
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DieEntwickelung  der&äftepolygone  ist  aus  denHülfsfiguren  ersichtlich. 

Die  folgenden  letzten  Figuren  240  u.  241  dieses  Abschnittes  sind 
zwei  für  das  gleiche  Dach  konstruierte  Sichel  träger:  In  Fig.  240  sind 
die  Gurtungen    als  Kreisbögen  ausgeführt,    in  Fig.  241  vergleichsweise 


als  Parabeln.    Die  Belastungen  in  den  Knotenpunkten  sind  wieder  sym- 
metrisch verteilt. 

Die  Spannweite  ist  40  m,  die  obere  Pfeilhöhe  ist  7,5,  die  der 
unteren  Gurtung  2,6  m,  die  Trägerhöhe  über  der  Horizontalen  sonach 
8  m.     Die  Binder  liegen  in  6  m  Entfernung  voneinander.     Nehmen  wir 
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die  Belastung  z{i  180  kg  auf  den  qm  Grundfläche  an,  so  hat  ein  Binder 

die  Last  zu  tragen: 

180  .  40  •  5  =  36000  kg;  sonach  ein  Feld 

36000        ,_^  , 
-  =  4500  kg. 


In  Fig.  240  haben  wir,  wie  auch  aus  den  beigefügten  Massstäben 
zu  entnehmen  ist,  die  Enotenlasten  angenommen  zu 

Pi  =  Pg  =  2250  kg  und  P,  =  Pj  . . .  Pg  =  4500  kg. 

In  dem  Parabelsichelträger,  Fig.  241,  werden  die  schiefen  Streben 
spannungslos.  Die  Verteilung  der  Kräfte  in  den  Streben  ist  für  beide 
Träger  in  der  vorhergenden  Tabelle  enthalten.  (Die  Kräfte  in  Fig.  241 
wurden  auf  den  Massstab  der  Fig.  240  reduziert.) 


Sicheltriiger. 
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ng.  S40  und  241. 
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Das  Seilpolygon. 

B.    Das  Seilpolygon. 


In  unseren  obigen  Anschauungen  gingen  wir  yom  Parallelograinm 
der  Kräfte  aus,  indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellten,  für  eine  Reihe  von 
Kräften,  welche  in  verschiedenen  Bichtungen  von  einem  Punkt  0  aus 
(Fig.  242)  auf  diesen  einwirken,  die  Resultierende  zu  suchen,  die  Schluss- 


Das  Seilpolygon. 
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linie  des  uns  bekannten  Kräftepolygons  liefert  uns  dieselbe;  denken  wir 
uns  dieselbe  noch  als  letzte  Kraft  auf  0  einwirkend  angebracht,  so  zeigt 
uns  das  geschlossene  Kräftepolygon  den  Gleichgewichtszustand  um  0  an. 
Nimmt  nun  der  Punkt  0  die  Ausdehnung  einer  Fläche  an,  und  lassen  wir  die 
Kräfte  noch  in  derselben  frülieren  Richtung  in  den  Punkten  a,  b,  c,  d, 
e  angreifen,  so  ist  dies  gleichbedeutend,  als  ob  wir  zwischen  den  Punkten 


Beeht,  ICfobinJk.    tn. 
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a  und  b,  b  und  c,  d  und  e,  e  und  a  ein  Seil,  eine  Kette,  ein 
Band  oder  Gelepkstangen  einspannen  würden,  welche,  wenn  der 
Gleichgewichtszustand  eingetreten  ist,  einem  gespannten  Seil,  Eetten- 
oder  Gelenkpolygon  gleichkommt,  Fig.  242. 

Wir  wollen  uns  nun  zunächst  die  Aufgabe  stellen,  Lage  und  Ge- 
stalt eines  solchen  Seilpolygons  a  b  c  d  e  f,  Fig.  244,  durch  Konstruktion 
zu  finden. 

Zerschneiden  wir  jeden  Seilstrang,  und  bringen  wir  an  den  Schnitt- 
punkten die  Kräfte  ±Pi,  ±  P2,  ipa  u.  s.  w.  an;  die  Kraft  p^  beispiels- 
weise wirkt  in  a  nach  rechts,  in  b  nach  links  u.  s.  w.,  so  lässt  sich  jeder 
Gelenk-  oder  Seilknotenpunkt  a,  b,  c ...  als  geschlossenes  £j:^ftedreieck 
darstellen;    um  a  wirken  die  3  Kraft«  1,  p^  und  pj,  um  b  die  Kräfte 


Fig.  246. 


Das  Seilpolygon. 
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Pi,  2  und  Pj  u.  s.  w.    In  Fig.  244  haben  wir  neben  jedem  Knotenpunkt 
das  Eiüftedreieck  aufgezeichnet. 

Wir  stellen  uns  nun,  wie  in  Fig.  245  geschehen,  die  sämtlichen 
Dreiecke  in  der  Weise  zusammen,  dass  sich  die  gleich  bezeichneten  Seiten 
decken,  also  vom  Gelenkpunkt  a,  p,  mit  p^  des  Kräftedreiecks  des  Kno- 
tenpunktes b  u.  s.  w.  Es  entsteht  dann  endgültig  eine  vollständig  ge- 
schlossene Figur,  deren  äusserer  Abschluss  das  Kräftepolygon  1 ,  2,  3,  4, 
5  bildet,  die  sämtlichen  Seilkräftie  Pn  P2}  Ps  •  •  •  schneiden  sich  aber  dann 
in  einem  Punkt  0,  dem  Polpunkt;  würden  wir  diesen  umgekehrt  an- 
genommen haben  und  von  demselben  nach  den  Endpunkten  des  Kräfte- 
polygons die  sogenannten  Polstrahlen  I,  II,  UI  .  .  .  ziehen,  so  stellen 
diese  Seilkräfte  p^,  pj,  Ps  •  • .  dar. 

Fig.  247. 

2> 


Jede  andere  Lage  des  Polpunktes  bedingt  offenbar  eine  andere  Lage 
des  Seilpolygons;  in  Fig.  246  haben  wir  zwei  andere  Polpunkte  0^  und 
O  gewählt,  wir  können  sonach  den  Schluss  ziehen,  dass  es  unendlich 
viel  Möglichkeiten  der  Konstruktion  des  Seilpolygons  giebt;  man  wird 
die  Konstruktion  desselben  in  der  Weise  ausfuhren,  dass  man  den  Pol- 
punkt 0  wählt,  die  Polstrahlen  (die  Seilkräftc)  zieht  und  diese 
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in  die  gegebenen  Kräfte  überträgt;  in  dieser  Weise  ist  Fig.  246 
ausgeführt.  Man  nimmt  0^  an,  zieht  die  Seilkräfte  I,  II  u.  s.  w.  und 
überträgt  diese  derart,  dass  I  zwischen  1  uud  2,  II  zwischen  2  und  3, 
III  zwischen  3  und  4  u.  s.  w.  zu  liegen  kommt 

Wir  haben  in  vorstehender  Fig.  247  mehrere  beliebige  Kräfte  1,  2, 
3,  4  in  der  Ebene  angenommen  und  konstruieren  zunächst,  von  der 
Kraft  1  ausgehend,  das  Kräft;epolygon,  dessen  SchlussUnie  B  die  Resul- 
tierende der  Kräft^e  ist.  Den  Polpunkt  müssen  wir  femer  so  legen,  dass 
das  Seilpolygon  nicht  zu  weit  von  der  Zeichenebene  abweicht,  so  dass 
die  zu  übertragenden  Polstrahlen  I,  II,  UI . . .  möglichst  in  die  gegebenen 
Kräflie  oder  in  deren  kurze  Verlängerungen  fallen,  in  der  Hilfsfigur  liegt 
er  unterhalb  R.  Zwischen  1  und  2  wird  I,  zwischen  2  und  3  die  Seil- 
kraft II,  zwischen  3  und  4  HI  in  die  Hauptfigur  innerhalb  der  gegebenen 
Kraft»  parallel  übertragen.  Die  Endkräfbe  IV  und  o  liegen  zwischen  4  und 
R;  und  1  und  R;  sie  werden  an  die  betreffenden  angeschlossen,  o  an  I  und 
4  an  III,  ihre  Verlängerung  liefert  den  Schnittpunkt  m,  von  hier  aus  wird 
m  Ri  parallel  zu  R  gezogen,  die  3  Kräfte  o,  IV  und  Rj  sind  im  Gleich- 
gewicht, weil  sie  von  ihrem  geschlossenen  Kräftedreieck  o  R  IV  über- 
tragen wurden.  Da  nun  die  Kraft«  1,  2,  3,  4  im  Kräftepolygon  im 
richtigen  Massstab  aufgetragen  wurden,  so  stellt  R  die  Grösse  und 
Richtung,  mR^  die  Lage  der  Resultante  dar. 

Es  kann  mm  ebensowohl  der  Fall  eintreten,  dass  eine  Reihe  pa- 
ralleler Kraft«  gegeben  sind,  1,  2,  3,  4,  5,  Fig.  248;  das  Kräftepolygon 
dieser  ist  eine  gerade  Linie,  ab  =  R,  die  Resultierende.  Der  angenom- 
mene Polpunkt  0  muss  hier  ausserhalb  der  Kraft«  fallen.  Übertragen 
wir  die  Seilkräfte  0,  I,  II,  III,  IV  in  derselben  Weise  wie  oben,  so  dass 
z^nschen  1  und  2,  I,  z^vischen  2  und  3,  II,  zwischen  3  und  4,  IH  u.  s.  w. 
zu  hegen  kommt,  schneiden  o  und  V  in  m  und  ziehen  R  parallel  R^, 
so  ist  R  =  SP  die  Mittelkraft  der  parallelen  Kräfte;  bei  Annahme 
einer  Linie  xy  ist  S  der  Schwerpunkt,  Sm  ist  Schwerlinie.  Die 
Kräfte  o,  V  und  R  bilden  wieder  das  geschlossene  Kräftedreieck  abO. 

Man  findet  also  den  Schwerpunkt  einer  Geraden,  auf  welche  pa- 
rallele Einzelkräfte  wirken,  mit  Hülfe  eines  Seilpolygons  der  Kraft«.  Die- 
jenige Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  ersten  und  letzten  Seite 
dieses  Seilpolygons  parallel  zu  der  Richtung  der  gegebenen  Kräfte  ge- 
zogen wird,  geht  durch  den  gesuchten  Schwerpimkt. 

In  Fig.  249  sind  5  Kräfte  gegeben  1  ...  5. ,  welche  unter  sich  pa- 
rallel auf  einen  Balken  einwirken;  man  trägt  dieselben  der  Reihen- 
folge nach  auf  st  auf  und  wählt  in  behebiger  Entfernung  den  Polpunkt 
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O,  zieht  die  Seilkräfte  0,  I,  II,  III,  IV,  V,  überträgt  diese  in  die  Be- 
lastungslinien  1,  2...  5,  verlängert  die  äussersten  Linien  0  und  V  bis 
zum  Schnittpunkt  m,  und  zieht  schliesslich  mn  parallel  st,  der  Schnitt- 
punkt S  ist  Schwerpunkt 

Es  sind,  Fig.  250,  mehrere  beliebige  Kräfte  gegeben,  1,  2,  3,  4; 
diese  sind  in  der  Nebenfigur  unter  A  B  C  D  E  aneinander  getragen.  Wählt 
man  nun  zwei  Polpunkte  0  und  0^  und  konstruiert  die  beiden  Seilpoly- 
gone I II  m . . .  und  Ii  IIi  IIIi . . .,  so  erhält  man  durch  die  Verbindungs- 
linie mm  der  Schnittpunkte  der  gleichnamigen  Seilkräfte  oo^ ;  1 1^ ;  II U^ ; 
in  in^ ;  rV  IV^  eine  gerade  Linie,  welche  bei  genauer  Zeichnung  der  Ver- 
bindungslinie m  der  Pole  OOj  parallel  ist.  Durch  diese  Konstruktion 
wird  zugleich  eine  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  geboten. 

Im  Viereck  CDOOiistCO  =  II  parallel  b c 
DOi=mi      „      gh 
cg  =  P3        „      CD; 

im  Viereck  D  0  E  Oj  ist  0  D  =  HI  parallel  c  d 

E  Ol  =  IVi      „      IVi  durch  h  gezogen, 
dh  =  P4       „      DE 
u.  s.  w.y  80  dass  schliesslich  m  m  parallel  0  0^  werden  muss. 

Beispiele.  L  Der  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens,  Fig.  251,  soll 
graphisch  bestinmit  werden.  Derselbe  hegt  zunächst  in  der  Symmetrie- 
bezw.  Mittellinie,  zugleich  Schwerlinie  op.  Teilen  ^ir  nun  den  Bogen 
in  (hier)  5  gleiche  Teile  1,  2,  3,  4,  5,  so  stellt  ein  solches  Element  ein 
Grewichts-  oder  B[rafl;element  dar,  welches  wir  uns  unter  einer  der  Schwer- 
linie po  nicht  parallelen  Richtung  wirkend,  denken  können.  Diese  Kräfte 
tragen  wir  parallel  auf  st  auf,  nehmen  0  an  und  konstruieren  das 
Seilpolygon  wie  oben,  die  zu  st  parallele  Linie  durch  m  geht  durch  S, 
den  gesuchten  Schwerpiuikt. 

II.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  nach  einer  Seite  unsymmetrischen 
doppelt  T  förmigen  Querschnittes  bestimmt  werden.  Um  den  Schwer- 
punkt von  Flächen  zu  suchen,  müssen  wir,  wenn  nicht  Symmetrie  vor- 
liegt, zwei  Schwerlinien  konstruieren;  femer  müssen  wir  die  Flächen  in 
symmetrische  Elemente  einteilen,  von  deren  Mittelpunkten  aus  >>'ir  Kräfte 
angreifen  lassen,  welche  den  Flächeninhalten  proportional  sind.  Den  Quer- 
schnitt, Fig.  252,  teilen  w  in  3  Elemente,  deren  Flächen^^rössen  mit  1, 
2,  3  bezeichnet,  als  KräfteUnie  aufgetragen  ^^ird.  Nach  Annahme  von 
O  ziehen  wir  die  Polstrahlen  0,  I,  II,  III,  übertragen  diese  parallel  in 
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die  Kräfte  und  finden  S  als  Schwerpunkt,  indem  die  Schwerlinie  m  S  die 
Symmetrielinie  des  Querschnittes  in  S  schneidet 


i 


III.    In  nachstehendem  einfachen  Tförmigen  Querschnitt,  Fig.  253, 
sind  nur  zwei  Flächenelemente  erforderlich,  welche  man  als  Kräfte  am 
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besten  senkrecht  zur  Symmetrielinie  wirkend,  aufträgt.     Die  Ausführung 
der  Konstruktion  ist  die  gleiche  wie  oben. 

IT.  Die  Fig.  254  stellt  einen  Uförmigen  Querschnitt  dar,  dessen 
Schwerpunkt  ermittelt  werden  soll.  Man  zerlegt  den  Querschnitt  in  drei 
Elemente,  1,  2,  3,  deren  Inhalte  massgebend  für  die  Kräfte  sind;  die 
Angrifepunkte  der  letzteren  liegen  in  den  Mittelpunkten  der  Elemente. 
Die  Ausführung  der  Zeichnung  schUesst  sich  der  obigen  unmittelbar  an. 
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V,  In  Fig.  265  haben  w  einen  nach  einem  Kegelschnitt  (hier 
nadi  einer  Parabel)  gekrümmten  Bogen  angenommen,  der  Schwerpunkt 
scfll  bestimmt  werden.  Da,  wie  uns  bekannt,  hier  keine  symmetrische 
Krümmung  vorliegt,  sind  auch  zwei  Schwerlinien  zu  ermitteln,  deren  Schnitt 
den  Schwerpunkt  liefert.  Auch  hier  ist  auf  die  Beihenfolge  der  Kräfte 
in  der  Kraftlinie  und  im  Seilpolygon  zu  achten;  es  wurden  6  Elemente 
angenommen. 

VI.  Um  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  einer  Eisenbahnschiene 
zu  bestimmen,  Fig.  256,  zerlegt  man  denselben  in  gleich  breite  Streifen, 
f^  bis  fi4,  und  trägt  die  Flächeninhalte  derselben  auf  einer  Kräftelinie 
au£  Von  den  Mittelpunkten,  bezw.  von  den  Schwerpunkten  der  Flächen- 
streifen zieht  man  parallel  der  KräfteUnien  die  Flächenhnien  f^,  ^  bis  f^^, 
wählt  den  Polpunkt  0,  zieht  die  Polstrahlen  und  konstruiert  das 
Seilpolygon  0, 1, 11,  III .. .  bis  XIV.  Die  Verlängerung  der  Schlusslinien 
o  und  XIV  schneiden  sich  in  m;  die  Mittelkraft  der  parallelen  Kräfl;e 
2f,  parallel  der  KräfteUnie,  schneidet  in  der  Symmetrielinie  des  Schienen- 
querschnittes  den  Schwerpunkt  S.  Die  Flächenelemente  f^,  4  ..rechnet 
man  am  besten  in  qcm  und  trägt  die  Flächen  selbst  als  Längen  in 
cm  auf. 

VBL  Der  Querschnitt,  Fig.  257,  ist  ein  unsymmetrischer,  und  haben 
wir  ihn  in  4  Elemente  zerlegt;  1  bis  4.  Die  Inhalte  derselben  zu  be- 
rechnen, ist  hier  nicht  erforderiich,  man  kann  die  Seitenlängen  als  Ver- 
treter der  Kräfte,  bezw.  Flächen  {j^,..{^  nehmen,  weil  der  gegebene 
Querschnitt  gleiche  Breiten  hat.  Man  ist  aber  genötigt,  zwei  verschiedene 
Kräftierichtungen  anzunehmen  unTTerhält  auch  zwei  Seilpolygone,  deren 
£ndkräft;e  sich  in  m  und  m^  schneiden.  Bei  der  Konstruktion  der  Seil- 
polygone ist  auf  die  Reihenfolge,  auf  die  Lage  der  Flächenelemente  zu 
achten;  während  für  den  Polpunkt  0  die  Reihenfolge  1,  2,  3,  4  sein 
kann,  muss  die  Reihenfolge  für  Oj,  weil  das  zweite  Flächenelement  2 
am  äussersten  links  liegt,  zu  Anfang  gestellt  werden,  auf  2  folgt  1,  dann 
3  und  4.  Der  Schnittpunkt  der  Schwerlinien  m^  S  und  mS  Uefert  den 
Schwerpunkt 

VIIL  Der  unsymmetrische  Querschnitt,  Fig.  258,  ist  in  5  Flächen- 
elemente zerlegt,  fj  =  353,  ^  =  1700,  fg  =  1430,  f^  =  319  +  319  = 
638  und  f^  =  510  Quadrateinheiten.  Das  Endstück  f^  ist  halbkreis- 
förmig und  f4  rechtwinkehg  ausgespart.  Auch  liier  sind  zwei  Seilpoly- 
gone erforderlich,  deren  angenommene  Belastungsrichtungen  sich  nahezu 
rechtwinkelig  kreuzen.  Die  Reihenfolge  der  Kräfte,  im  Kräftepolygon 
zum  Polpunkt  0  gehörend,  ist  f^,  f,,  fg,  f^,  £,•   Der  Schnittpunkt  S,  der 
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Sohwtn'pimkt,  füllt  nahezu  in  die  innere  Seite  der  Fläche  des  gegebenen 
(Jiuoi>»ohiutte8. 

IX.  Auf  einer  Achse  a,  Fig.  259,  sind  mehrere,  hier  2  Rollen  be- 
ft^sti^t,  so  dass  sie  sich  lose  um  die  Achse  drehen  können.  Über  jeder 
KoUe  liejrt  ein  Seil  oder  eine  Kette,  welche  durch  die  Kräfte  P^,  Pg?  ^s? 
P4  HUj^espannt  werden,  welche  Dimensionen  muss  die  Befestigungsstange 
der  Kolleu  erhalten? 

Fig.  259. 


hio  Krlirto  Pp  P,,  Pj.  P4  bezw.  1,  2,  3,  4,  in  irgend  einer  Reihen- 
l'olm»  uulKotragt^i»  liefern  die  Resultante  R,  konstruiert  man  mit  dem 
ISil|Miiikt  i>  oiu  Seilpolygon  0,  I,  II,  III,  IV  und  überträgt  dasselbe,  so 
liitfml  «lor  Si^hnitt  der  Seilkräfte  0  und  IV  die  Lage  der  Resultierenden, 
hiMiiit  tlortm  Kutfernung  1  von  der  Wand  ww.  Zerlegt  man  R  in  P  und 
/,  (Ihhh  bewirkt  P  eine  Ausbiegung  der  Befestigungsstange  oder  des 
lluhiuMiih  und  /  beansprucht  auf  Zug. 


\ 
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Ist  f  der  Querschnitt  der   Stange,    so  ist  die  Zugspannung  k.  = 
-p-,  und  wenn  W  das  Widerstandsmoment  des  Querschnittes  ist,  so  er- 

giebt   sich  als  Biegungsspannung  kb  =  ^  =  ^,  die  Summe  beider  kj  = 

k,  -|-  kb  darf  eine  gewisse  zulässige  Spannung,  wie  uns  aus  dem  U.  Band, 
S.   293,    etc.  bekannt   ist,    nicht   überschreiten.     Aus    der   Figur   folgt 
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z.  B.  R  =  540  kg,  bezw.  P  =  340,  Z  =  410;  femer  sei  1  =  40  cm,  und 

der    Stangenquerschnitt  a  =  4,  b  =  8  cm,    f  =  ab  =  32  qcm,    W  = 

^4-8^  =  43;  so  folgt 

,         410    ,    310-40       ^^^  ,         .  , 

ki  =  -^^  H jr —  =  330  kg  auf  den  qcm. 

X«     Die    gegenwärtige  Aufgabe  bietet  durch  Anwendung  des  Seil- 
polygons und  der  graphischen  Konstruktion  des  Schwerpunktes  ein  Bei- 


A 

<0> 

A 
h 

.^^ 

s 

h 

& 

V 

^-^,. 

X 

i<  '^  >! 


230  Fabrikschorastein. 

spiel  zur  Stabilitätstheorie;  sie  ist  eine  Ergänzung  der  in  Bändig  S.  178 
enthaltenen  Berechnung  eines  Bauwerkes  auf  Winddruck,  oder  vielmehr 
die  graphische  Lösung  der  dort  durchgeführten  Berechnung.  Das  Bau- 
werk, ein  Schornstein  von  18m  Höhe  aus  drei  hohlen  cylindrischen  Elemen- 
ten bestehend,  deren  Gewichte  qj  =  9824;  q^  =  6032  und  q^  —  18096  kg 
sind,  hat  ein  Gesamtgewicht  von  G  =  q^  +  q^  +  ^a  =  34000  kg.  Die 
Angriffspunkte  der  Belastungen  q^,  qg,  q^  liegen  hier  in  der  Mitte  der 
3  Cylinder.  Trägt  man  qi,  q^,  q^  in  einer  Kraftlinie  auf,  Fig.  260,  nimmt 
0  an,  so  findet  sich  durch  das  Seilpolygon  der  Schwerpunkt  S;  das 
Mauerwerk  ist  zu  1600  kg  fär  den  cbm  angenommen.  Der  Winddruck 
K  ist  mit  200  kg  auf  den  qm  berechnet  und  mit  K  =  5200  kg  als  ho- 
rizontale Teilkraft  in  S  angetragen.  Die  Resultierende  aus  W  und  Q 
ergiebt,  dass  dieselbe  ausserhalb  der  Basis  fällt,  wie  auch  die  Rechnung 
in  Band  I  dasselbe  Resultat  liefert.  In  der  Figur  sind  allerdings  die 
Breitendimensionen  in  der  Zeiclmung  vergrössert  aufgetragen,  um  die 
Deutlichkeit  der  Figur  nicht  zu  beeinträchtigen.  Aus  der  2feichnung 
können  wir  also  folgern,  dass  das  Bauwerk  gegen  Winddruck  nicht  die 
genügende  Stabilität  besitzt,  die  Basis  ist  zu  klein. 

Wir  nehmen  gleichzeitig  im  folgenden  die  Gelegenheit  wahr  und 
schliessen  an  dieser  Stelle  die  graphische  Darstellung  der  Druck- 
linie, die  Widerstandslinie  des  Druckes  an,  welche  uns  den  Ver- 
lauf des  von  der  Seitenkraft  des  Windes  herrührenden  Druckes  von  der 
Spitze,  bis  zum  Fundament  des  Schornsteines  angiebt.  Im  I.  Band, 
S.  200  u.  f.,  haben  wir  die  analytische  Berechnung  der  Drucklinie  eines 
belasteten  Gewölbes  besprochen,  und  werden  wir  weiter  unten  auch  die 
graphische  Berechnung  kennen  lernen.  Die  Di-ucklinie  muss,  wenn  der  Bau 
stabil  ist,  innerhalb  der  Fugen  bleiben  und  darf,  wie  uns  aus  dem  I.  Bd. 
bekannt,  die  unterste  Fuge  nicht  ausserhalb  schneiden,  da  sonst  ein 
Umsturzmoment  entstehen  würde,  welchen  Fall,  wie  wir  oben  gesehen,  die 
Fig.  260  darstellt. 

Wir  tragen  zunächst  das  Bauwerk,  hier  den  Schornstein,  nach 
den  berechneten  Dimensionen  auf.  Die  letzteren  ermitteln  wir  aus  dem 
Winddruck  K,  Fig.  260,  und  dem  Gewicht  des  Schornsteines  G.  An- 
genommen der  Wind  wirkt,  wie  in  der  Fig.  angenommen,  von  der  linken 
Seite,  so  erzeugt  derselbe  in  der  äussersten  Hnken  Fuge  eine  Zugspannung 
k,,  in  der  äussersten  rechten  eine  Druckspannung  k^.  Da  nun  das  Ge- 
wicht G  des  Schonisteines  selbst  auch  noch  eine  Druckspannung  kj  er- 
zeugt,   so  kommen   zur  Kombination  zu  einer  idealen  Spannung  ki  die 
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Gleichimgen  155,  156,  Band  II,    S.  292  u.  f.,  der  zusammengesetzten 

Festigkeit  in  Betracht. 

Die  Druckspannung,    abhängig  vom  Gewicht  des  Schornsteins,    ist 
p 

kd  =  -T-,  wenn  f  der  Querschnitt,  die  Biegungsspannung  von  der  Seiten- 

kraft  K  ist  ±kb  =  -^,    wenn  W  das  Widerstandsmoment   des    Quer- 
schnittes.   Beide  kombinieren  sich  zu  einer  idealen  Spannung  Ki,  und  zwar 
auf  der  Druckseite   k,  =  —  f -^  +  "fJi 

Ks       G  •    •     •     •     (23) 

auf  der  Zugseite      k,  =  w  "^  T 

Die   negativen   Werte  von   kj    entsprechen    der   noch    zulässigen 
Druckspannung*) 

—  k,  =  ka<5 +  0,15  h"kg  auf  den  qcm  ....     (24) 
Die  positiven  der  noch  zulässigen  Zugspannung 

+  k,  =  k,  <  1,3  +  0,013  h"  kg  auf  den  qcm    .     .     .  (24a) 

Die  Widerstandsmomente  der  am  meisten  verwendeten  Querschnitte 
f  sind,  Fig.  264, 

Ringförmiger  Querschnitt 

TT    D* d*  TC 

Quadratischer  Querschnitt,  bei  senkrechtem  Seitendruck 

CM  — — '^* 
''^°        64  5b*-3d*  Tzd' 

^= — p —  =  ^b— '^=^ — r  •  (2^> 

bei  Eantendruck,  wenn  der  Wind  diagonal  angreift 

^^5b--3^*  ,_^ (27) 

Für  den  achteckigen  Querschnitt 

W  =  -1  (^-tijÜ.  r4  _  JL  i*)  =  0,638  r«-^d*  _  12,76  r*-d* 
r  V        6  64     / 


rV6  64/  r  20  r 

xd» 
4 


f=  3,286  r*  —  -f- (28) 


*)  S.  ProL  Lang,  Einheitliche  Bestimmungen  über  Schornsteinanlagen ,  Zeitschr. 
deutscher  Ing.,  S.  919,  1899;  femer  P.  Bastine,  Der  Bau  hoher  Schornsteine.  I.ei|izig, 
A.  Fdix. 
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234  Fabrikschomstein. 

Für  den  sechseckigen  Querschnitt 

Nach  Herstellung  der  Zeichnung,  Fig.  261,  teilt  man  die  Höhe  des 
Schornsteins  in  eine  Anzahl  gleich  hoher  Teile,  deren  Gewichte  G^,  G, 
Gg  .  . .  und  deren  Winddruckkräfte  Wj,  w^,  Wj  . . .  man  bestimmt  Man 
ist  auch  hier  meistens  genötigt,  wie  in  Fig.  262  schon  durchgeführt,  die 
Breiten  des  Schornsteins  und  die  horizontalen  Kräfte  in  einem  andern 
Massstabe  aufzutragen  als  die  Höhen,  weil  gewöhnlich  die  Windkräfte  w^, 
Wj,  Wj  . . .  im  Vergleich  zu  den  Gewichten  Gj,  Gg,  G3  . . .  sehr  klein  sind. 

Man  konstruiert  jetzt,  Fig.  263,  das  Kräftepolygon,  indem  man  von 
a  bis  g  die  Kräfte  Gj ,  Gg  . . .  w, ,  Wg  . . .  aneinander  reiht,  paarweise  liefern 
sie  die  Resultierenden  Rj,  R,,  R3  .  . .  Rg.  Wählt  man  dann  0  in  der  Hori- 
zontalen aO  als  Polpunkt,  so  ist  aO  =2w  die  gesamte  Windkraft  K, 
Gg  das  Gewicht  G,  ag  =  R  die  Resultierende  aus  beiden,  welche  im 
Schwerpunkt  S  angreift.  Mit  den  Polstrahlen  I,  H,  IH . . .  konstruieren 
wir  jetzt  das  Seilpolygon,  indem  wir  die  obigen  Resultierenden  R^,  Rg, 
R3  . . .  aus  Fig.  261  in  die  Fig.  263  übertragen,  Rj  nach  a^,  Rg  durch  bj, 
Rg  durch  Cj  u.  s.  w.  parallel  ziehen.  Das  Seilpolygon  beginnt  von  a^  und 
schliesst  sich  in  bekannter  Weise  U,  HI . . .  bis  VH  parallel  in  Fig.  263  an. 

Die  Polstrahlen  I  und  H  bilden  also  die  Resultierende  R^,  welche  die 
Ebene  s^  in  m  trifft;  die  Polstrahlen  I  und  HI  bilden  die  Resultierende  ac, 
diese  greift  im  Schnittpunkt  derSeilkräfle  I  und  IH,  also  in  n^  an  und  schnei- 
det durch  Ui  parallel  übertragen,  die  Ebene  Sg  in  n;  die  Polstrahlen  I  und  IV 
liefern  die  Resultante  ad,  diese  greift  im  Schnittpunkt  o^  der  Seilkräft»  I  und 
IV  an,  und  schneidet  durch  o^  übertragen,  die  Ebene  Sg  in  0.  Die  Pol- 
strahlen I  und  V  liefern  die  Resultante  ae  und  diese  greift  in  p^,  dem 
Schnittpunkt  der  Seilkräfte  I  und  V,  an  u.  s.  w.,  bis  zum  letzten  Schnitt- 
punkt r.  Der  Linienzug  x,  m,  n,  o...r  ist  die  Drucklinie.  Diese 
fällt  in  unserer  Zeichnung  allerdings  ausserhalb  der  Achse,  würde  man 
sie  in  die  Hauptzeichnung,  Fig.  262,  übertragen,  so  verlässt  sie  bereits 
im  obersten  Teilstück  die  erste  Fuge;  wir  müssen  aber  in  Rücksicht 
ziehen,  dass  wir  der  Deutlichkeit  wegen  die  Kraft«  w^,  Wg  . . .  zu  gross 
im  Verhältnis  zu  den  senkrechten  Kräften  Gj,  Gg  .  . .  angenommen  haben. 
Wählen  wir  für  die  ersteren  einen  andern  Massstab,  so  müssen  in  Fig.  264 
bezw.  Fig.  262  die  Schomsteinbreiten  in  demselben  Massstab  eingetragen 
werden,  man  erhält  dann  allerdings  eine  verzerrte  Zeidmung,  aber 
immerhin  einen  richtigen  Überblick  über  den  Verlauf  der  DruckHnie. 
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Es  könnte  nun  noch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Seitenkraft  K  das 
Bauwerk  seitlich  verschiebt;  es  tritt  dies  ein,  wenn  K  =  9G,  9  sei  der 
Reibungskoefficient  (s.  Band  I,  S.  160).  Die  Bedingung,  um  eine  solche 
Verschiebung  zu  vermeiden,  lässt  sich  demnach  ausdrücken  durch  K  < 

9G,  bezw.  -p-  <  9.     Es  ist  aber  9  die  Tangente  des  Reibungswinkels 

K  K 

9  =  tga,  sonach  -p-  <C  tga.     Aus  Fig.  262  ergiebt  sich  nun  -p-  =  tgß, 

man  erhält  hiemach  die  Bedingung  tgß<;tga  oder  ß  <1  a  .  .  (30) 
Der  Winkel,  welchen  die  Resultierende  aus  der  Seiten- 
kraft und  dem  Gewicht  des  Schornsteins  mit  der  Senkrechten 
bildet,  muss  also  kleiner  sein,  als  der  Reibungswinkel  des  Ma- 
terials, damit  keine  seitliche  Verschiebung  des  Bauwerkes 
eintreten  kann. 

Dem  in  Fig.  262  aufgezeichneten  Schornstein  und  in  den  Kon- 
stroktionsfiguren  261  und  263  liefen  keine  bestimmten  Masse  zu  Grunde. 
Genau  genommen  nehmen  die  Windstärken  von  Wj  nach  Wg  zu  ab,  weil 
der  Winddruck  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  geringer  ist  —  Bei  einem 
Kamin  von  h  =  32m  Höhe  mit  ringf()rmigem  Querschnitt,  dessen  un- 
terer innerer  Durchmesser  1,2  m,  dessen  oberer  innerer  0,8  m,  dessen 
äussere  Durchmesser  2,7  m,  bezw.  1,25  m  sind,  nahmen  wir  150  kg 
auf   den    qm    Witiddruck    im    Durchschnitt   an.      Die    Windfläche    ist 

— — ^ — -' —  32  =  63  qm.     Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der 

Bads  ergab  s  =  14  m.     Der  Winddruck  ist  K  =  63  •  150  =  9360  kg, 
das  Windmoment  Ks  =  9360  •  14  =  131040  kgm.     Das  Widerstands- 

2,7*— 1,2* 


Tu 


2,7 


=  2,    der  grösste  Quer- 


schnitt  ist  f  =  -T-  (2,7^  —  1,2^)  =  4,60  qm,  der  mittlere  Querschnitt  ist 

2,62  qm,  sonach  ist  das  Gewicht  mit  der  Einheit  von  1600  kg  auf  den 

cm  G  =  2,62  •  32  •  1600  =  134 144  kg. 

Auf  der  Druckseite  ist  die  äusserste  Spannung 

k,=  _  131040  _  134 144  _  _  ^g^^^o  +  39160)  =  -  104680  kg 
iS  4,0 

auf  den  qm,  oder  kj  =       ^.—  =  10  kg  auf  den  qcm. 

Auf  der  Zugseite  ist  k,  =  65520  —  39160  =  26360  kg  auf  den  qm 

26  ^60 
Zugspannung,  das  sind    ^^1=  ^/^rvryA  =2,6  kg  auf  den  qcm. 

Bteht,  MtohftDik.    m.  30 
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238  Unsymmetrisch  belastete  Dachstühle. 

Nach  obigen  Formeln  sind  die  noch  zulässigen  Spannungen 
k^  =  6  +  0,15  .  32  =  9,8  kg  Druck  auf  den  qcm 
k.=:l,3  +  0,013.32  =  l,7kgZug    „       „       „ 
Die  Zugspannung  wäre  demnach    nach  obigen  Angaben  um  0,9  kg 
überschritten.    Die  Stabilität  ist  übrigens  gesichert;  trägt  man  K  und  G 
vom  Schwerpunkt  aus  au^  so  ergiebt  sich,  dass  die  Resultante  noch  um  ^/j 
innerhalb  der  Basis  liegt.   (Vergl.  die  weiter  unten  folgende  Kemtheorie.) 

TT*  Q^ßO 

Das  Verhältnis  -77  ergiebt   tgß  =  .^ .  .  .  .  =  0,07,    während    der 
li  lo4144 

Reibungswinkel   nach   Band  I,  S.  165,    aus  tga  =  0,7  sich    berechnen 

lässt;  der  Bedingung,  dass  tgß<;tga,  0,07  <  0,7  ist  übrigens  Genüge 

geleistet. 

XI«  Die  Fig.  265  stellt  die  etwas  abweichende  Konstruktion  eines 
Dachbinders  mit  symmetrischer  senkrechter  Belastung  dar.  Die  Angriflfe- 
punkte  der  Kräfte  Pg  und  P^  werden  aus  der  Richtung  der  Zugstreben 
8  und  9  festgestellt,  diese  ergiebt  sich  aus  dem  Kräfteplan  266,  indem 
8  mit  5  und  6,  und  9  mit  12  und  11  je  ein  geschlossenes  Kräftedrei- 
eck bilden;  in  der  Zeichnung  müssen  die  Kraftlinien  17,  8,  5,  12  und  9 
in  einem  Punkt  zusammen  laufen. 

In  Fig.  268  ist  nun  derselbe  Dachstuhl  durch  seitlichen  Winddruck 
belastet;  die  auf  die  Knotenpunkte  wirkenden  Windkräfte  Wj,  Wj,  W3 
sind  gleich  gross,  da  sie  in  ungleichen  Abständen  auf  den  Binder  ein- 
wirken, so  müssen  wir  zunächst  die  Lage  der  Schwerlinie  für  R  =  Wj  -j- 
Wj  +  W3  feststellen ,  um  danach  die  Richtung  des  Auflagerdruckes  B^ 
zu  gewinnen.  Abhängig  von  der  Grösse  und  Lage  von  R  =  Wj  + 
Wj  +W3  schliessen  wir  mit  A^  und  B^  das  ICräftedreieck  in  Fig.  267 
imd  entwickeln  die  Kräftepolygone  der  sämtiichen  Knotenpunkte.  Die 
Zug-  und  Druckspannungen  sind,  wie  in  obigen  Figuren  entsprechend 
markiert,  ihre  Pfeilrichtungen  sind  hier  nicht  eingetragen. 

XII,  Der  Dachstuhl,  Fig.  269,  ist  ungleichmässig  belastet,  und 
zwar  denken  vär  uns  die  Belastung  in  der  folgenden  Weise  entstanden. 
Die  Belastung  diu-ch  das  Eigengewicht  sei  zunächst  symmetrisch  auf  alle 
Knotenpunkte  verteilt,  P^  und  Pg  auf  der  rechten  Seite  stellen  noch 
Werte  derselben  dar.  Auf  der  linken  Seite  ist  noch  Schneelast  hinzu- 
gekommen, so  dass  Pj,  Pj  imd  P3  die  Belastungen  für  Schneelast  imd 
Eigengewicht  darstellen;  auf  der  rechten  Seite  tritt  zu  dem  Eigengewicht 
die  seitlich  wirkende  Windbelastung  W^,  W^,  W3  und  W^. 

In  Fig.  270  sind  die  sämtlichen  Belastungen  der  Reihe  nach  auf- 
getragen, und  ist  R  die  Resultierende  derselben,  und  zwar  ihre  Grösse 
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und  Richtung.  Ihre  Lage  findet  sich  innerhalb  der  gegebenen  Kräfte 
aus  der  Konstruktion  des  Seilpolygons  I,  II . . .  IX,  Fig.  269.  Die  Ver- 
längerung der  äussersten  Kräfte  o  und  IX  ergeben  den  Schnittpunkt  m> 
welcher  allerdings  auf  der  Zeichnung  nicht  mehr  erreicht  wurde.  Durch 
m  wird  die  Lage  der  Resultante  R  parallel  der  in  Fig.  270  geftindeneu 
gezogen,  ihr  Schnittpunkt  mit  der  senkrechten  Auflagerreaktion  A^  liefert 
die  Richtung  des  festen  Auflagerdruckes  B^.  Richtung  und  Grösse  von 
R  sind  nun  nach  Fig.  271  übertragen,  der  Schluss  des  Kräftedreiecks 
mit  Bi  und  A^  in  dieser  Figur  liefert  die  Grössen  der  Auflagerdrücke,  da 
R  in  Fig.  269  aus  Fig.  270  der  Grösse  nach  bekannt  ist.  Von  dem 
Knotenpunkt  am  Auflager  B^.  W4,  0  und  p  oder  von  A^,  a,  b,  dem 
linken  Auflager  aus,  wird  nun  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  für  einen 
Knotenpunkt  nach  dem  andern  durch  Polygonschluss  hergestellt. 

Es  ist  hierbei  auf  eine  besonders  genaue  Ausftihrung  der  Zeichnungen 
zu  achten,  um  die  sämtlichen  Knotenpunkte  mit  den  äusseren  Kräften 
in  das  Gleichgewicht  zu  bringen;  die  in  den  früheren  Abschnitten  er- 
klärte Ausfuhrung,  jedes  Kräftesystem  für  sich  graphisch  darzustellen 
und  die  Spannungen  zu  addieren,  ist  darum  vorzuziehen. 


Nach  den  Grundsätzen  der  Ritter'schen  Methode,  deren  Anwendung 
wir  bereits  im  I.  Band  kennen  gelernt  haben,  können  wir  mit  Hilfe  des 
Kräfte-  und  Seilpolygons  auch  ohne  vorherige  Ermittelung  des 
Gleichgewichtes  der  einzelnen  fortlaufenden  Knotenpunkte 
durch  einen  Schnitt  durch  die  betreffenden  Streben  und  unter 
Annahme  eines  Drehpunktes  die  Spannungen  der  durchge- 
schnittenen Streben  ermitteln. 

I.  Legen  wir  durch  die  Streben  4,  5,  6  der  früheren  Fig.  157  den  Schnitt 
mn  und  betrachten  den  Knotenpunkt  b  bei  m  als  Drehpunkt,  so  müssen  wir 
in  4  die  Kraft  P4  anbringen,  um  das  Gleichgewicht  herzustellen.  Verlängern 
wir  jetzt  die  Strebe  4  bis  zum  Schnitt  mit  Q,  also  bis  zu  a,  und  ver- 
binden a  mit  b,  so  können  wir  ims  in  dieser  Verbindungslinie  eine 
ideale  KrsSt  P,  vorstellen,  welche  mit  P^  und  Q  in  a  angreift.  Das  Gleich- 
gewicht dieser  drei  Kräfte  ist  durch  das  in  Fig.  157  gezeichnete  Kräfte- 
dreieck dargestellt  Trägt  man  nämlich  Q  in  dem  der  Figur  ent- 
sprechenden Massstab  auf,  so  muss  die  Kraft  in  4j,  das  heisst  die  Länge 
dieser  Kraftlinie  genau  so  gross  sein,  wie  die  im  Kräftediagramm  der 
Hauptfigur,  wie  die  Kraft  4.  Zieht  man  nun  noch  überdies  die  Linien 
5|  und  6,  parallel  den  Richtungen  der  Streben  5  und  6  in  der  Haupt- 
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figur,  SO  ergeben  sich  deren  KrafUängen  genau  so  gross  wie  5  und  6  in 
dem  Kräftediagramm,  dem  Kmftepolygon  des  Knotenpunktes  5,  6,  7  und 
9,  wie  man  sich  durch  eine  Vergleichung  leicht  überzeugen  kann* 

Fig.  272,  rjS  und  274. 
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n.  In  der  früheren  Fig.  161  haben  wir  einen  Schnitt  durch  die  Streben 
4,  5,  6  gelegt  und  nehmen  in  b  den  Drehpunkt  an.  Um  die  Kraft  Pg  in  6 
zu  bestimmen,  verlängern  wir  6  bis  zum  Schnittpunkt  a  der  Aussenkraft 
Q  und  verbinden  a  mit  b.  Das  Kräftedreieck  Q,  ö^  und  x  in  Fig.  161 
giebt,  wenn  Q  in  demselben  Massstab  wie  die  Hauptfigur  aufgetragen 
wird,  die  Kraft  in  6  durch  6^.  Zieht  man  \neder  4^  parallel  4,  und  b^ 
parallel  5,  so  hefem  die  Kräftelängen  4^  6j  6^  dieselben  Resultate  wie 
die  im  Kräftediagramm  der  Hauptfigur.  In  der  Nebenfigur  ist  der  Buch- 
stabe Q  in  der  Senkrechten  unter  b  zu  ergänzen. 

III.  Es  sollen  die  Spannungen  in  4,  5,  6  des  Durchschnittes 
mn  in  Fig.  272  bestimmt  werden.  Die  Zeichnung  dieser  Figur 
stimmt  genau  mit  dem  Gerüst  der  Fig.  160  überein  ^  es  müssen  also 
auch  dieselben  Spannungen  resultieren.  Rechts  von  dem  Schnitt  mn 
wirken  die  Kräftie  Wj  imd  Q,  diese  Aussenkräfte,  aus  Fig.  160  entnom- 
men, ergeben  nach  Fig.  273  die  Resultierende  R.  Wählt  man  nun  den 
Polpunkt  0,  zieht  die  Polstrahlen  0,  I,  II,  und  überträgt  diese  in  die 
Kräfte  W,  und  Q  der  Fig.  272,  so  ergiebt  sich  die  Lage  der  Resul- 
tierenden, welche  parallel  der  in  Fig.  273  durch  m  geht.  Verlängert 
man  nun  die  Strebe  6  in  Fig.  272  bis  a,  so  ergiebt  sich  die  ideale  Kraft 
in  ab,  wenn  man  R  aus  Fig.  273  nach  Fig.  274  parallel  und  gleich- 
lang  überträgt  und  mit  6^  parallel  6,  x  parallel  ab,  das  Kräftedreieck 
konstruiert.  Zieht  man  dann  noch  4^  parallel  4,  und  5^  parallel  5,  so 
müssen  die  Kräftie,  das  heisst  die  Längen  4,  5,  6  in  Fig.  274  genau 
mit  denen  im  Kräftediagramm  der  Fig.  160  übereinstimmen,  wenn  W3 
und  Q  in  demselben  Massstab  aufgetragen  wurden. 

IV.  Wir  haben  in  Fig.  276  dasselbe  Krahngerüst  der  Fig.  160 
verwertet,  nur  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Kräfte  in  den 
Streben  8,  9  und  10,  durch  welche  der  Schnitt  mn  diesmal  gelegt  ist. 
Man  konstruiert  also  auch  hier  zunächst  aus  den  bekannten  Aussen- 
kräftien  die  Resultante  R,  wählt  0  und  fuhrt  das  Seilpolygon  o,  I, 
II,  ni  aus,  um  die  SchwerKnie  R  durch  m  in  Fig.  275  zu  erhalten, 
indem  R  als  Resultante  von  W,,  W3  und  Q  den  Kräften  in  8,  9  und 
10  das  Gleichgewicht  halten  muss.  Zunächst  ist  wieder  Pg  ftir  den 
Drehpunkt  b  in  Wj  zu  bestimmen.  Man  verlängert  die  Strebenrichtung 
9  bis  a  und  verbindet  a  mit  b,  konstruiert  ferner  das  Kräftedreieck 
Rx9,  in  der  Hilfsfigur,  indem  man  x  parallel  ab  und  R  pai*allel  R* 
mit  derselben  Länge  überträgt.  Schliesst  man  wieder  lOj  und  8j  an  x 
an,    so  sind  diese  Kräfte,  mit  demselben  Massstab  wie  W^,  Wg  und  Q 
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gemessen,  bekannt;  man  wird  durch  Messung  sofort  auch  eine  Überein- 
stimmung mit  Fig.  160  finden. 

V.  Die  Feststellung  der  Kräfte  in  4,  5  und  6  der  Fig.  276,  bei 
welcher  das  Gertist  in  Fig.  157  angenommen  wurde,  ist  mit  Rücksicht 
auf  die  Eigengewichte  der  den  Schnitt  m^  n^  betrefifenden  Streben  be- 
stimmt, diese  sind  in  den  Mitten  der  Streben  1,  2,  3,  4,  5  und  6  ver- 
tikal, also  parallel  zu  Q  angenommen  und  auf  das  Kräftepolygon  des 
Polpunktes  0  übertragen.  Die  Resultierende  derselben  mit  Q  ergiebt 
sich  durch  m  aus  der  Konstruktion  des  Seilpolygons. 

Um  zunächst  die  in  4  angreifende,  um  b  drehende  Kraft  fest- 
zustellen durch  die  ideale  Kraft  in  ab,  verlängert  man  wieder  4  bis  a 


Flg.  2n,  278,  279  and  280. 
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und  verbindet  a  mit  b.  Aus  dem  Kräftedreieck  Rxi^  ergiebt  sich  die 
Kraft  P4  in  4^;  b^  und  %  parallel  anschliessend  auch  diese  Kräfte, 
welche  natürlich  infolge  der  Eigengewichte  grösser  als  die  Kraft»  4,  5, 
6  in  Fig.  157  sein  müssen. 

YI.  Die  folgende  Konstruktion  ist  eine  Kontrolle  der  Kräftebestim- 
mungen in  Fig.  171.  Der  Schnitt  mn  ist  durch  8,  9,  10  gelegt,  rechts 
desselben  wirken  Qo,  Qu  Q2>  deren  Mittelkraft  R  durch  den  Schwerpunkt 
m  geht.  Diese  SchwerUnie  ma  schneidet  die  Verlängerung  der  Druck- 
strebe 8  in  a,  welcher  Punkt  wieder  mit  dem  Drehpunkt  b  verbunden 
wird.  Die  Mittelkraft  R  ergiebt  sich  aus  der  Nebenfigur  8,  und  x  aus  dem 
Kräftedreieck  Fig.  278,  schUesst  man  an  dieses  9^  und  10^  parallel  9 
und  10  an,  so  finden  sich  die  Spannungen  in  8^  und  9j  und  lO^.  Ver- 
längert man  II  in  Fig.  277,  so  ergiebt  die  Mittelkraft  R^  durch  m,  pa- 
rallel den  Kräften  Q^  und  Qo  den  Schnitt  a^,  entsprechend  dem  Dreh- 
punkt bj  und  dem  Schnitt  m^  n^  durch  die  Streben  4,  5,  6.  Aus 
Fig.  280  entnimmt  man  dann  wieder  die  der  Resultante  Qi  +  Qo  ent- 
sprechenden Spannungen  in  4^,  5j  und  6^.  Fig.  279  liefert  schliesslich 
die  Spannungen  in  1  und  2,  der  Schnitt  mo  n^  mit  dem  Drehpunkt  in 
b^  ist  im  ersten  Feld  der  Fig.  277  angegeben.  Hier  ist  natürlich  kein 
Seilpolygon  erforderhch,  weil  nur  die  Kra.ft  Qo  in  Betracht  kommt. 

VII.  Wir  haben  in  Fig.  281  das  bereits  oben  in  Fig.  167  be- 
rechnete Wandgerüst  angenommen,  und  wollen  die  Spannungen  in  den 
Streben  8,  9  und  10  durch  den  Schnitt  mn  bestimmen.  Die  rechts  vom 
Schnitt  Hegenden  Knotenbelastungen  sind  q^,  q  imd  q/,,  ihre  Mittelkraft 
ist  R  =  ma.  Da  R  =  q  +  q  +  V2Q  bekannt  ist,  so  ergiebt  sich  die 
Spannung  in  8  aus  dem  Ki'äftedreieek  abc,  der  Hilfsfigur,  in  welchem  x 
parallel  der  Linie  ab  ist;  9^  und  10^  liefern  die  Spannungen  in  den 
gleichnamigen  Streben  der  Hauptfigur. 

VIII.  Wir  hatten  in  den  Fig.  229  bis  234  Brückenträger  ange- 
nommen, welche  in  ihren  Knotenpunkten  mit  P^,  Pj,  P3 belastet  sind. 

In  der  Fig.  282  kommt  es  uns  nun  darauf  an>  die  Spannungen  in  den 
Streben  15,  16  und  18  festzustellen.  Wir  legen  wieder  den  Schnitt  mn 
und  suchen  die  Mittelkraft  der  Kräfte  Pg,  Pg  und  B.  Mit  Rücksicht 
darauf,  dass  B  von  unten  nach  oben  wirkt,  ist  die  Resultierende,  wie 
aus  der  Figur  zu  ersehen,  R  =  B  —  (P5  +  Pg).  Konstruiert  man  das 
Seilpolygon,  so  fällt  der  Schnittpunkt  m  in  den  Verlängerungen  der 
Seilkräfte  o  und  HI  rechts  vom  Auflager  B.  Man  verbindet  nun  wieder 
a  mit  b  und  verfährt  zur  Bestimmung  der  Kräfte  15,  16,  18  durch  Ver- 
mittelung  der  idealen  Kraft  x  und 'der  Kraft  R  wie  oben. 
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Die  Ausführung  der  Konstruktion  der  Spannungen  in  15,  16  und 
17,  Fig.  283,  ist  der  soeben  betrachteten  gleichlaufend.  In  der  Zeich- 
nung fällt  die  Linie  x  parallel  zu  ab  mit  15  zusammen,  infolge  dieser 
Ungenauigkeit  stimmen  die  Spannungen  15,  16,  17  dieser  Figur  auch 
nicht  vollkommen  mit  den  in  Fig.  232  entwickelten  überein. 
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Anwendiing  des  Seilpolygons  zur  Besthmniuig  toh 
Auflagerreaktloiieii. 

Wenn  auf  einen  Balken  AB,  Fig.  284,  eine  Beihe  von  parallelen 
Kräften  1,  2,  3,  4 . . .  in  beliebigen  Entfernungen  einwirken,  so  ist  nns 
bereits  ans  dem  Vorhergehenden  bekannt,  wie  wir  den  AngrifiPspunkt  S 
der  Mittelkiaft  R  =  SP  =1+2  +  3  +  4 durch  das  SeUpolygon 
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finden  können.  Wird  nun  aber  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  1,  2,  3,  4 . . . 
durch  zwei  den  obigen  parallel  wirkende  Unterstützungen  A  und  B  die 
Auflager  hergestellt,  so  lassen  sich  die  Auflagerdrücke  aus  demselben 
Seilpolygon  finden,  wenn  man  die  Schlusslinien  desselben,  hier  o  und  IV, 
bis  in  die  Richtungen  der  Auflager  einschneiden  lässt;  diese  Schnittpunkte 
sind  t  und  s.    Die  VerbindungsUnie  i  derselben,  die  Schlusslinie,  ist  auch 

Fig.  284. 


wieder  eine  Seilkraft;  überträgt  man  diese  parallel  durch  den  Pol  0 
in  das  Kräftepolygon,  so  schneidet  sie  auf  der  Kräftelinie  ab 
die  beiden  Auflagerreaktionen  A  und  Bab.  Die  Richtigkeit  über- 
sieht man  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  das  Gleichgewicht  der  drei 
Kräfte  A,  o  und  i  in  t  durch  das  Kräftedreieck  Ot^b,  und  das  der  drei 
Kräfte  B,  IV  und  i  durch  Ot^a  gesichert  ist.  Die  Resultierende  R  =  ab 
muss  der  Summe  der  Auflagerreaktionen  gleich  sein  R  =:  A  -|-  B. 

In  der  nachstehenden  Fig.  285  haben  wir  die  Auffindung  der 
Auflagerreaktionen  insofern,  vereinfacht,  als  wir  das  Kräfi^polygon  in  die 
Auflagerlinie  A  eingezeichnet  haben.  Man  kann  sich  dadurch  die  weit- 
gehenden parallelen  Übertragungen  der  Seilkräft»  ersparen  und  die  erste 
Seilkraft   unmittelbar  verwerten^     Zur   Bestimmung   des   Schwerpunktes 
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haben  wir  ferner  neben  der  uns.  bekannten  Konstruktion  durch  das  Seil- 
polygoni  noch  eine  bereits  schon  früher  berührte  Konstruktion  zur  Wiederr 
holong  angedeutet,  deren  Beweis  an  jener  Stelle  (s.  Band  I,  S.  212,  213) 
durchgefährt  ist.  Tiügt  man  die  durch  i  ermittelten  Auflager  A  und  B 
entgegengesetzt  in  die  Auflagerrichtungen  ein;  B  an  A,  A  an  B,  und  ver- 
bindet die  Endpunkte,  so  geht  diese  Linie  durch  den  Schwerpunkt  S. 

Fig.  385. 


In  Fig.  286  haben  wir  uns  die  Aufgabe  gestellt,  die  senkrechten 
Auflagerreaktionen  A  und  B  bei  unter  sich  parallelen,  aber  schiefwinkeUg 
wirkenden  Kräften  graphisch  zu  bestimmen,  die  Bezeichnungen  der  Auf- 
lager bei  t  sind  in  B  und  B^  umzuändern.  Die  Kräfte  1,  2,  3,  4  wirken 
unter  dem  Winkel  a  auf  den  Träger  AB  ein;  wir  konstituieren  das  Seil- 
poljgon  unter  Annahme  eines  beUebigen  Polpunktes  0  und  übertragen 
die  Schlosslinie  i^  =  st  parallel  i,  hierdurch  finden  wir  die  parallel  den 
gegebenen  Kräften  wirkenden  Auflager  A^  und  B^.    Die  schiefwinkeligen 
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Klüfte  lassen  sich  aber  in  horizontale  x,,  x,,  X3,  x^  und  vertikale  zer- 
legen, wie  in  der  Figur  angedeutet;  die  Summe  der  vertikalen  ist  gleich 
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der  Summe  der  vertikalen  Auflagerdrücke  A+B.  Zieht  man  x  parallel  den 
horizontalen  Teilkräften  x^,  x^  . .  durch  b  und  schliesst  durch  a  das  Kräfte^ 
dreieck  abc  mit  A  +  B,  so  ergeben  sich  die  Richtung  von  x  =  Xi  + 
X,  -|-  X3  4~  ^4  ^^^  ^6  vertikalen  Auflagerreaktionen  A  und  B^  wenn  man 
die  Linie  de  parallel  bc  überträgt,  diese  schneidet  A  und  B  auf  ac  ab. 
Die  AuffiBwsung  der  Kräftewirkung  zur  Bestimmung  der  Auflager- 
reaktionen ist  in  Fig.  290  noch  allgemeiner.    Die  den  Balken  AB  be- 
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Iskstenden  Kräfte  1,  2,  3,  4  wirken  unter  verschiedenen  Richtungen,  die 
Resultierende  derselben  ist  nach  dem  Seilpolygon,    Fig.  288,    R  =  bc. 


Wir  zerlegen  dieselbe  in  die  Senkrechte  ab  und  in  die  horizontale  Kraft 
ac  =  X,  beide  ergeben  sich  auch  durch  eine  algebraische  Summation  der 
Teilkräfte  von  1,  2,  3  und  4.     In  ab  =  A-|-B,  der  Summe  der  senk- 
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recht  wirkenden  Auflager  lassen  wir  die  Schlusslinie  i  einschneiden 
und  eihalten  auf  diese  Weise  die  numerischen  Werte  Ton  A  und  6, 
welche  aus  dem  angefugten  Massstab  zu  entnehmen  sind. 

Ei%e  Kontrolle  der  Konstruktion  ergiebt  sich  nun  sofort,  wenn  man 
die  senkrechten  Teilkräfte  li  2^  3^  imd  4^  in  ein  besonderes  Kräftepolygon, 
Fig.  289,  vereinigt,  das  Seilpolygon  0^  I^  II^  . .  konstruiert,  nach  Fig.  287 
überträgt,   und  die  Schlusslinie  i^  parallel  durch  den   Polpunkt  0,   in 


Fig.  288  einzeichnet;  ij  schneidet  dann  die  gleichen  Abstände  wie  auf 
ab  ab.  Verlängert  man  i  bis  zum  Schnitt  durch  bc,  so  ergeben  sich  die 
Auflagerdrucke  A^  und  B^,  deren  Bichtung  parallel  zu  bc  =  R  hegt  imd 
welche  in  schiefer  Richtung  das  Gleichgewicht  mit  1,  2,  3  imd  4  herstellen. 
In  Fig.  290  ist  zu  beachten,  dass  das  zweite  Seilpolygon  umgekehrt  auf- 
getragen ist,  die  Auflager  in  Fig.  288  liegen  daher  entgegengesetzt. 
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Ist  ein  Träger  ausserhalb  der  Auflager  belastet,  wie  in  Fig.  287  an- 
gedeutet, so  hat  man  nur  bei  der  parallelen  Übertragung  der  Seilkräfte 
genau  auf  die  Reihenfolge  zu  achten,  die  PoUinie  II  liegt  hier  zwischen 
2  und  3,  überschreitet  also  die  ReaktionsUnie  des  Auflagers  6,  die  Schluss- 
linie i  kreuzt  daher  die  Seilkräfte,  weil  die  An&ngslinien  0  und  lY 
wieder  in  die  Auflagerlinien  zurücklaufen  müssen.  Wie  ans  aus  der 
analytischen  Berechnung  bekannt,  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass,  je 
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näher  i  an  eine  der  Anfangslinien,  hier  an  0  sich  anlehnt,  in  diese  fallt, 
oder  diese  überschreitet,  A  sehr  klein,  Null  oder  negativ  wird.  Fig.  291 
stellt  den  letzteren  Fall  dar.  Die  Kräfte  sind  hier,  nebenbei  bemerkt, 
in  umgekehrter  Reihenfolge  aufgetragen. 

Sind  gleichmässig  verteilte  Lasten  vorhanden,  Fig.  292,  so  ersetzt 
man  diese  durch  Eräft;e,  welche  in  den  Schwerpunkten  derselben  wirken. 
Eb  bleibt  zur  Bestimmung  der  Auflagerreaktionen  sich  gleich,  ob 

Fig.  292. 


man  die  gleichmässig  verteilte  Last  in  Teile  zerlegt  oder  nicht;  die  Fig.  292 
bedarf  hierauf  bezügUch  wohl  weiter  keiner  Erklärung. 

Beispiele.  L  Seite  172, 173  u.  f  haben  wir  die  Ermittelung  der  Kräfte 
eines  Dachbinders  durchgeführt,  welcher  gleich-  und  ungleichmässig  be- 
lastet ist  In  Fig.  196  ist  eine  einseitige  Belastimg  vorgesehen,  eine 
einseitige  Schweriast  beispielsweise;  die  Auflager  A  und  6  wurden  be- 
rechnet. Bfit  Rücksicht  auf  dieselben  Belastungen  wie  in  Fig.  196  sind 
in  Fig.  293  die  Auflager  graphisch  ermittelt,  das  Resultat  ist  natürlich 
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das  gleiche.  Auch  durch  Fig.  294  gelangen  wir  zu  denselben  Auflager- 
reaktionen auf  graphischem  Wege  wie  durch  die  Rechnung.  Diese  Figur 
entspricht  dem  Belastungsfall  der  Fig.  198.  Die  Endkräfte  1  und  6  in 
Fig.  293,  1  und  3  in  Fig.  294  sind  entsprechend  von  den  jeweiligen  A 
und  B  in  Abzug  zu  bringen. 

n.  In  Fig.  295  ist  auf  den  Stützen  A  und  B  ein  Balken  exceütrisch 
belastet.  Qi  +  q«  sind  gleichmässig  verteilte  Belastungen,  P  Einzellast, 
die  excentrisch  wirkende  Last  Q  soll  so  bestimmt  werden,  dass  A  voll- 
ständig entlastet  wird.  In  diesem  Falle  muss  B  die  sämtlichen  Belas- 
tungen B  =  qi+q,  +P  +  Q  übernehmen.  Wir  tragen  q^ ,  q,  und 
P  auf,  wählen  den  Polpunkt  o  senkrecht  auf  diese  Richtungen,  bezw. 
mit  horizontaler  Schlusslinie  i,  welche  gleichzeitig  die  erste  Seilkraft  o 
ist.  Die  Richtung  der  III  =  Ob^  ist  gegeben,  diese  schneidet  die  Rich- 
tung der  Kraft  Q  in  C,  verbindet  man  jetzt  C  mit  a  und  zieht  x  =  Od 
parallel  aC,  so  ergiebt  sich  aus  den  Eräfl^linien  die  zu  suchende  Q 
durch  b^d. 

III.  Der  Träger  AB,  Fig.  298,  ist  mit  3  Kräften  belastet,  es  soll 
von  diesen  eine  Kraft,  hier  Pg,  so  bestimmt  werden,  dass  die  Schluss- 
linie Iqj  welche  die  Auflager  auf  der  Kräfl^linie  abschneidet,  horizontal, 
bezw.  parallel  zur  Balkenachse  wird.  Man  trägt  zunächst  wieder  P^ 
und  P,  auf,  wählt  einen  beliebigen  Polpunkt  Oo  und  zieht  i  horizontal 
(parallel  der  Balkenachse)  durch  0«  und  durch  den  beliebigen  Punkt  a 
der  Hauptfigur  überträgt  die  Seilkräfl^  o,  I  und  II  bis  c,  verbindet  jetzt 
c  mit  b  und  zieht  durch  0«  eine  Parallele  x  zu  cb,  mit  dieser  schneidet 
man  durch  d  die  Länge  bezw.  Grösse  der  Kraft  P,  ab,  das  Auflager  B 
ist  dann  auch  bestimmt. 

IV,  Wir  haben  in  der  Fig.  296  die  Belastung  einer  Achse  mit 
3  Einzelkräften  dargestellt,  von  denen  eine  Kraft  500  kg  ausserhalb  des 
Auflagers  B  wirkt,  die  Achse  ist  dieselbe  ^^ie  die  in  Band  U,  S.  176, 
verzeichnete.  Man  sucht  durch  Annahme  eines  beliebigen  Polpunktes  und 
durch  Konstruktion  des  Seilpolygons  die  Auflagerreaktionen;  das  Resultat 
ist  das  gleiche  wie  das  der  Rechnung  A  =  1812  und  B  =  2688  kg. 
In  dem  darüber  stehenden  Seilpolygon  haben  wir  eine  Ubeyti'agung 
des  unteren  Seilpolygons  vorgenommen.  W^ir  erreichen  dadurch,  wenn 
die  Ordinaten  m,  n  und  p  an  die  Horizontale  AB  angetragen  werden, 
dass  dann  die  neue  SchlussUnie  io  mit  der  Achse  der  Welle  zusammenfällt. 

Die  Tragachse,  Fig.  297,  ist  die  gleiche,  wie  die  in  S.  175,  Bd.  II. 
Auch  hier  kam  es  uns  darauf  an,  dass  die  Schlussliiiie  i«  des  Seilpoly- 
gons in  die  Achse  des    gegebenen  Balkens   fallt.     Wir  haben  zunächst 
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mit  dem  beliebigen  Polpimkt  0  das  Seilpolygon  rechts  konstruiert  und 
finden  die  Reaktionen  A  =  6776  und  B  =  3224,  dieselben  wie  durch 
Rechnung.  Überträgt  man  nun  wieder  die  Ordinaten  m  und  n  nach  m^ 
und  n^,  so  erhält  man  das  neue  Seilpolygon  o^,  I^^  II^,  nach  diesem 
haben  wir  zum  Nachweis  der  Richtigkeit  das  linke  Seilpolygon  kon- 
struiert, dessen  Polpunkt  Oi  durch  die  Schlusslinie  i,  wieder  dieselben 
Auflager  Uefert. 

Denkt  man  sich  beide  in  A  imd  6  angetragenen  Kraftlinien  so 
aufeinander  gelegt,  dass  die  Polpunkte  0  und  Oj  nach  einer  Seite  zu 
hegen  kommen  und  die  Ej*aftlängen  P  und  Q  selbst  aufeinander  ÜEdlen, 
so  ist,  um  zu  einer  horizontalen  Schlusslinie  zu  gelangen,  nur  nötig, 
für  den  behebigen  Polpunkt  0  den  Auflagerschnitt  z  zu  bestimmen,  in  z 
eine  Senkrechte  zu  errichten  und  diese  dem  senkrechten  Polabstand  gleich 
zu  machen,  das  heisst,  der  zu  suchende  Polpunkt  0^  wird  durch  die 
Senkrechte  00^  auf  zOj  abgeschnitten,  weil  jeder  Polpimkt  denselben 
Schnittpunkt  z  Uefem  muss. 

V.  Bemerkung  zur  Ermittelimg  der  Kräfte  des  Dachstuhles,  Fig.  212. 
Die  Ergänznngsfiguren  215  dürften  jetzt  wohl  in  Bezug  auf  ihre  Kon- 
struktion keine  Schwierigkeiten  mehr  verursachen;  sie  dienen  dazu,  wie 
auch  schon  Seite  192  angedeutet,  die  Auflagerreaktionen  in  m  und  n 
festzustellen,  die  Fig.  215  stellt  die  entsprechende  Hilfsfigur  dar,  0,  der 
Polpunkt,  ist  hier  auch  beliebig  gewählt;  wir  finden  auch  auf  graphi- 
schem Wege,  dass  m  und  n  gleich  belastet  sind.  — 

Wenn  ein  Träger  nur  auf  eine  gewisse  Länge  x,  Fig.  299,  gleich- 
massig  belastet  ist,  so  sind  die  Auflagerreaktionen  Aq  und  A,,  wie  uns 


bekannt,  ungleich  gross.   Der  Auflagerdruck  in  Ao  ergiebt  sich  bei  einer 
Belastung,  welche  bis  zu  x  vorgerückt  ist,  aus  der  Gleichung: 
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A.l=qx(l--|-) (31) 

Für  X  =  o  wird  A,  =  o ,  für  x  ^  1  wird  A,  =  q  -^ ,  im  ersteren 
Falle  ist  A^  nicht  belastet,  im  letzteren  mit  der  halben  Belastung  in  A^, 
mit  q^. 

Aus  Gl.  31  folgt  Ax  =  -^   fl ^  )  ;    dieselbe    lässt    sich    auch 

schreiben 

a-=^'[(t)-|(t)*] <"•) 

Die  Form  derselben,  y  ==  ax  —  bx^  stellt,  wie  uns  aus  früheren 
Grundsätzen  bekannt  ist  (s.  auch  Bd.  I,  S.  110  und  373),  eine  Parabel 
dar;  man  konstruiert  dieselbe,  indem  \vir  in  A^  in  irgend  einem  Mass- 
stabe den  Zahlenwert  q  -^  auftragen  und  eine  Parabel  durch  Aq  zeich- 
nen, deren  Scheitel  im  Endpunkt  von  q  ^  liegt*),  jede  Lage  x  der  vor- 
gerückten Last  liefert  in  der  betreffenden  Ordinate  an  dieser  Stelle  A„ 
die  Auflagerstärke  in  Aq.     In  unsem  Figuren  ist  q  =  580  kg  auf  den 

laufenden  m;  1  =  17,2  m,  somit  q  -3-  =  5000  kg.  Für  x  =  8,6  m  vor- 
gerückte Last,  erhält  man  aus  der  Figur  A  =  3700  kg;  für  x  =  6  m 
A  =  2900  Auflagerdruck,  die  Rechnung  ergiebt  natürUch  dieselben  Re- 
sultate. 

VI.  In  den  folgenden  Figuren  haben  wir  einige  Bauwerke  heraus- 
gegriffen, welche  teilweise  einseitig,  teilweise  ungleichniässig  belastet  sind. 
Die  Auflager  A  und  B  sind  durch  das  Seilpolygon  festgestellt  und  sind 
dann  verwendet  worden,  um  mit  Hilfe  der  Kräitediagramnie  die  Span- 
nungen festzustellen. 


♦)  Entwickelt  man  den   1.  Differentialquotient  der  Gl.  31  ,     -"--  =4(1  —  •  ,  )» 
bo  ergiebt  die  bekannte  Bedingung 

.j(l--J-)  =  o,  x  =  !, 

d.  h.  die  Kurve  hat  in  Aj  ihr  Maximum,   der  Sche^itelpunkt  der  Parabel  musö  unter 
halb  A|  liegen. 

H«eht.  Mechftuik.  III.  34 
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Der  Träger,  Fig.  300,  ist  dem  der  Fig.  232  nachgebildet  und  hat 
keine  Parabelform.  Die  Gesamtbelastung  ist  20000  kg,  welche  ver- 
schieden verteilt  zur  Anwendung  kommen.  Die  Kräftepolygone  in  den 
Diagrammen  Unks  Uefem  die  Spannungen  für  symmetrisch  verteilte 
Belastungen  der  Knotenpunkte;  im  oberen  ist  gleiche  Belastung  för  alle 
Knotenpunkte  angenommen  Pj  :=  P^  =  Pj  . , .  P^  =  3333  kg,  im  unte- 
ren Pj  =  P,  =  Pj  =  Pg  =  1000  kg  (event.  Eigenge\idcht) ,  P,  =  P^  = 
8000  kg.  Die  Konstruktion  eines  Seilpolygones  ist  hier  entbehrlich,  weil 
A  =  B  ^  10000  kg  sich  ohne  weiteres  aus  der  Anschauung  ergiebt; 
die  Verstrebungen  im  mittleren  Feld  t  und  26  können  in  Wegfall  kom- 
men. Das  Diagramm  rechts  Hefert  die  Kräfteverteilung  für  eine  einseitige 
Belastung  Px,  P»,  P»  mit  je  1000  und  F^  =  V^=F^  mit  je  5667  kg. 
oberhalb  ist  das  zur  Bestimmung  der  Auflager  nötige  Seilpolygon  aus- 
geführt.   Hier  ist  noch  die  Zugstrebe  25  erforderHch. 

In  Fig.  301  ist  derselbe  Träger  mit  unsymmetrisch  verteilter  Be- 
lastung der  Knotenpunkte  nochmals  aufgezeichnet;  aus  dem  Seilpolygon 
entnimmt  man  A  und  B  und  ermittelt  mit  diesen  die  Kräfteverteilung 
im  Träger.  Die  Streben  5  und  9  können  entbehrt  werden,  26  ist  aber 
wieder  erforderlich.  Die  folgenden  tabellarischen  Übersichten  enthalten 
die  Spannungen. 

Kräfteverteilang  des  mit  20000  kg  belasteten  Trillers,  Fig.  800. 
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Einseitig  belastete  Bauwerke. 
Einadtige  Belastoiig.    Fig.  800. 
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Unglelcbmftsslge  Belastmig.   Fig.  801. 
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Bezeichnung 
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Die  folgende  Übersicht  enthält  auszüghch  aus  den  vorstehenden  die- 
jenigen Spannungen  und  Kräfte,  welche  für  die  Ausführung  in  Verwendung 
kommen  würden. 
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Der  Dachstuhl,  Fig.  302,  wurde  in  Fig.  191  mit  symmetrischer 
Belastung  der  Knotenpunkte  ausgeführt,  in  nebenstehender  Figur  sind 
nur  die  drei  rechten  Knotenpunkte  mit  Pg,  P^,  P^  belastet.  Durch  Kon- 
struktion des  Seilpolygons  in  Fig.  303  erhält  man  die  Auflagerreaktionen 
A  und  B,  welche  für  das  Kräftepolygon  verwertet  >\Tirden;  aus  diesen  ist 
ersichthch,  dass  bei  der  einseitigen  Belastung  die  Streben  3  und  ö  ent- 
behrt werden  können. 

In  Fig.  304  ist  ein  Dachstuhl  mit  ungleich  verteilter  Belastung  dar- 
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um  Gleichgewicht  in  allen  Knotenpunkten  herzustellen,  eine  kleine  Ver- 
änderung in  der  Konstruktion,  wie  wir  sie  in  einer  der  früheren  Figuren 
bei  symmetrisch  verteilter  Belastung  angenommen  hatten.   Die  Zugstreben 


17  und  20  können  in  Wegfall  kommen,  es  ist  aber  eine  Druckstrebe, 
die  wir  mit  c  bezeichnet  haben,  einzufügen.  Ist  der  Träger  sowohl  sym- 
metrisch als  auch  unsymmetrisch  belastet,   dann  ist  ebenso  die   Druck- 


Einseitig  belastete  Bauwerke. 
Fig.  309. 
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strebe  c  als  auch  das  Strebenpaar  17  und  20  in  Anwendung  zu 
bringen;  wird  die  einseitige  Belastung  auch  von  der  rechten  Seite  zur 
Wirkung  kommen,  dann  ist  noch  eine  symmetrische  Gegenstrebe  zu  c 
in  der  Konstruktion  anzuordnen.  Die  Ausführung  der  Zeichnung  selbst 
dürfte  wohl  keine  Schwierigkeiten  mehr  bieten. 

Der  Träger,  Fig.  308,  dessen  Konstruktion  auch  einer  früheren  mit 
symmetrisch  verteilter  Last  gleich  ist,  ist  hier  unsymmetrisch  belastet. 
Mit  Hilfe  des  Seilpolygons  sind  die  Auflager  ermittelt  und  danach  ist 
das  Kräftediagramm  in  der  Nebenfigur  ausgeführt. 

Als  Vorarbeit  für  die  grösseren  Dach-  oder  Hallenkonstruktionen  der 
nächsten  Figuren  haben  wir  in  Fig.  309  einen  Träger  mit  oberer  ge- 
raden und  unterer  gekrümmten  Gurtung  mit  gleichmässiger  Belastung 
angenommen  und  in  der  Nebenfigiu"  das  Kräftediagramm  konstruiert,  die 
Auflagerreaktionen  sind  hier  gleich  gross. 

Die  Entwickelung  der  Kräfbepolygone,  von  den  Auflagern  A  und  B 
ausgehend,  ist  mit  keinen  Schwierigkeiten  verbunden. 

Der  in  den  Fig.  310  bis  312,  314  bis  317  graphisch  behandelte 
Dachbinder  eines  englischen  Dachstuhles  mit  Dachreiter*)  ist  ein  Papp- 
dach mit  1  :  3  Neigung.  In  den  graphischen  Darstellimgen  sind  als  Be- 
lastungen Eigenge\richt,  Schnee-  und  Winddruck  verwertet. 

Die  zu  Grunde  gelegten  Belastungen  sind:  Das  Eigengewicht,  ein- 
schhessUch  Schalung  und  Pfettung,  zu  40  kg  auf  den  qm,  das  Binder- 
gewicht zu  25  kg  fiir  1  qm  Grundfläche;  der  Schneedruck  zu  75  kg  fiir 
den  qm  Grundfläche;  der  senkrecht  zur  Dachfläche  gerichtete  Winddruck 
zu  60  kg  fiir  den  qm. 

In  der  Hauptfigur  Fig.  310  ist  der  Dachstuhl  symmetrisch  mit  dem 
Eigengewicht  belastet  gedacht,  das  Kräfbediagranmi  hierzu  ist  in  Fig.  31 1 
konstruiei*t.  Man  beginnt  bei  den  Auflagern  A  und  B  und  schhesst  in 
bekannter  Weise  Knotenpunkt  an  Knotenpunkt. 

Der  Kräfteplan  für  einseitige  Schneelast  ist  in  Fig.  312  entwickelt; 
die  Auflager  A  und  B  lassen  sich  graphisch  und  durch  Rechnung  finden, 
von  ihnen  ausgehend,  sind  die  Polygone  konstruiert.  In  den  beiden  vor- 
stehenden Fällen  werden  die  Stabspannungen  in  17  und  29  Null. 

Für  das  Eigengewicht  ist  Stab  35  und  40  auf  Druck,  51  imd  56  auf 
Zug  beansprucht. 

In  Fig.  314  ist  derselbe  Dachstuhl  durch  Winddruck  von  der  linken 
Seite  belastet.  Durch  Fig.  3 1 5  sind  die  Auflagerreaktionen  ermittelt  und 
zwar  füi-  beide  Fälle,  wenn  A  oder  B  einem  beweglichen  Lager  entspricht. 

*)  Aus  Breymann,  Baukonstr.  III,  Leipzig,  Gebhardt. 
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In  Fig.  316  ist  der  Kräfteplan  gezeichnet,  wenn  in  B  das  beweg- 
liche Lager,  in  Fig.  317,  wenn  das  bewegliche  Lager  auf  der  Wind- 
seite liegt 

Aus  den  sämtlichen  Kräfteplänen  stellt  man  sich  am  besten  tabel- 
larisch, wie  schon  mehrfach  oben  geschehen  ist,  die  Spannungen  in  Kilo- 
gramm oder  Tonnen  (zu  je  1000  kg)  zusammen,  und  erhält  durch  Sum- 
mation  eine  Übersicht,  aus  welcher  die  Streben  auf  Zug  und  Druck, 
bezw.  Knickung  zu  berechnen  sind;  der  Einfluss  der  einen  oder  andern 
Belastungsart  ist  dadurch  leicht  zu  überblicken. 

Das  Shed-  oder  Sägedach,  Fig.  313,  ist  unsymmetrisch  mit  P^  Pj 
Pj  P4  kg  belastet.  Es  werden  zimächst  durch  ein  Seilpolygon  die  Auf- 
lagerreaktionen A  und  B  festgestellt,  dann  die  Kmftepolygone  entwickelt. 
Wir  haben  hier  von  B  begonnen,  mit  6  imd  7  Gleichgewicht  hergestellt, 
7  nach  7^  übertragen,  um  den  Knotenpunkt  bei  Pg  ins  Gleichgewicht 
zu  bekommen,  dann  2,  3,  5,  6  angeschlossen,  hierbei  5  durch  5^  über- 
tragen u.  8.  w. 

Der  folgende  Dachstuhl,  Fig.  318  und  319,  soll  auf  die  Seitenkraft 
des  Windes  imtersucht  werden*).  Der  gesamte  Winddruck  W  verteilt 
sich  auf  8  Felder,  wir  haben  die  Yerteilimg  symmetrisch  angenommen, 
obgleich  seine  Kraft  nach  oben  zu  stärker  als  nach  unten  angenommen 
werden  müsste,  indem  der  Winddruck  nach  der  Erdoberfläche  zu  ab- 
nimmt   Die  Resultierende  W  geht  dann  durch  die  Druckstange  11. 

In  Fig.  319  ist  das  Kräftediagramm  verzeichnet.  In  A  sei  das  be- 
wegliche Lager  angebracht.  Trägt  man  das  Kräft;edreieck  des  Schnitt- 
punktes x^  fiir  A,  B  und  W  ^  ab  auf,  so  sind  die  Auflager  bestimmt. 
Es  muss  nun  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  A,  1,  9,  I  im  Auflager  d 
festgestellt  werden.  Denkt  man  sich  den  Fischbauchträger  dy  hinweg 
und  durch  einen   geraden  Stab  yd  ersetzt,    so  müssen  die  drei  Kräfte 

W 

3  •—  noch  auf  d  und  y  verteilt  werden,  in  d  wirkt  dann  die  Last 

W    .    1  ^    W      W 
1 
dieser  entspricht  die  Länge 


16+  2  ^*  8  ~T' 


_W      W      W 

*®~16+  8  +16' 

W 
Den  Kräften  A,  I,  yd,  -j-  entspricht  weiter  das  Kräftepolygon  af,  fg. 


*)  Nach  Müller-Breslau,  Graph.  Stat.,  Leipzig,  Baumgärtner. 
Hteht.  ll«elMiilk.    m.  85 
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ge,  ea;  die  Grösse  der  Krafk  in  I  ist  hierdurch  festgestellt,  von  den 
Punkten  h  und  g  aus  lassen  sich  jetzt  unschwer  die  Kräfte  9  und  1  von 
g  imd  h  aus  anschliessen,  wodurch  c  bestimmt  ist.  In  derselben  Weise 
findet  sich  für  den  First  des  Dachstuhles,  für  die  Kräfte  in  12  und  14, 
durch  Ki  der  Abschluss  und  die  Kraft  in  III.  Der  Anschluss  der  übrigen 
Knotenpunkte  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten. 

In  Fig.  319  ist  die  Bezeichnung  der  Kräfte  in  V  und  VII  verwechselt. 

Wir  haben  in  der  folgenden  Zahlenübersicht  eine  Zusammenstellung 
der  Windspannungen  für  Fig.  318  ausgeführt,  welche  sich  aus  Fig.  319 
ergiebt,  wenn  man  für  die  Längeneinheit  der  Windkräfte  W  =  1000  kg 
zu  Grunde  legt,  so  dass  also  die  Länge  der  Linie  ab  der  Summe  2W  = 
8000  kg  entspricht.  Konstruiert  man  sich  hierzu  einen  besonderen  Mass- 
stab, so  erhält  man,  die  Zugspannungen  mit  +,  die  Druckspannungen 
mit  —  bezeichnet,  in  kg  folgende  Spannungsverteilung,  für: 

1=  — 8000     6  =  —  7200     11  =  +  4400     17=—    660 

2  =  —  7200     7  =  —  7200     12  =  -j-  4400     18  =  —  1300 

3  =  —  7200     8  =  —  8000     13  =  + 3700     19  =  — 1300 

4  =  —  8000     9  =  +  4400     14  =  + 4400     20  =  —    650 

5  =  —  8000  10  =  +  3700     15=— 1200     21=—    650 

16  =  —    650     22  =  — 1200 
I  =  +  1900  V  =  +  300 

II  =  —  4100  VI  =  0 

III  =  +  3700  VII  =  +  2100 

IV  =  +  1900  VIII  =  +  3700 

Verteilt  man  die  Windkräfte  2W  auf  die  3  Knotenpunkte  im  Auf- 
lager bei  d,  in  y  und  im  Dachfirst,  so  dass  in  jedem  derselben  Wo  =  ^ 
8000  =  2667  kg  wirken,  die  beiden  Fischbauchträger  kommen  hierbei 
ausser  Betracht,  und  konstruiert  unter  den  gleichen  Bedingimgen  für  das 
Rollenlager  in  d,  das  Kräftediagramm,  so  erhält  man,  natürlich  für  die 
mit  römischen  Zahlen  bezeichneten  Hauptstreben,  die  Spannungen  für 
I  =  +    200  kg  V  =  +    400  kg 

II  =  —  2667,,  VI  =  0 

III  =  +  2300  „  \TI  =  2500       „ 

IV  =  +  2400  „  Vm  =  3500       „ 

Die  Diiickkräfte  in  den  beiden  Hauptsparren  dy  =  1234  und  5678  sind 
nahe  gleich  gross:  2500  kg.  Man  sieht,  dass  bei  der  letzten  Belastungs- 
verteilung, deren  Konstruktionszeichnung  nicht  mit  aufgenommen  werden 
konnte,  die  Spannungen  im  Hauptnetzwerk  im  Durchschnitt  geringer  sind. 
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Einseitig  belastete  Bauwerke. 
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ESnaeitig  Mästete  Bauweise. 


YII.  Wir  haben  uns  in  Fig.  320  die  Aufgabe  gestellt,  die  Zugkraft 
X  in   der   mittleren   horizontalen   Zugstange   des  Polonceaubinders   auf 


mathematisch -graphischem  Wege  zu  ermitteln.  Die  Belastungen  Pi...Pr 
sind  ungleich  gross.  Zunächst  sind  die  Auflagerreaktionen  festzustellen; 
es  geschieht  dies  durch  das  Seilpolygon  0,  I,  11....  VII.     Denkt  man 


Einseitig  belaBtete  Bauwerke. 
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sich  mn  durchgeschnitten,  und  die  Kraft  x  am  Hebelarm  h  für  einen  in 
p  gedachten  Drehpunkt  angebracht,  so  tritt  Gleichgewicht  ein,  wenn 

A  1/2  —  Pa  =  xh. 


^^ 


P  ist  die  Mittelkraft  der  Kräfte  Pj,  P^  und  P3;  ihre  Grösse  ist 
Pi  +  Pj  +  Pfi  >  den  Hebelarm  a  finden  wir  durch  Konstruktion  der 
Schwerhnie.  Verlängert  man  die  Seilkräfte  0  und  UI  bis  zum  Schnitt 
in  Oj,  so  hat  man  nur  nötig,  P  parallel  den  Kräften  P^  P,  P3  durch  0^ 
zu  ziehen,  a  ist  dann  bestimmt. 

Hecht,  Mechanik,    m.  87 
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Einseitig  belastete  Bauwerke. 
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286  Einseitig  belastete  Bauwerke. 

Man  bildet  nim  mathematisch -graphisch  durch  die  Einheit  xj  = 
1  die  Produkte  Pa  =  8t  und  AI/,  =uv;  die  DiflFerenz  der  Mo- 
mente M  =  A1/, — Pa  =  vw  in  s  aufgetragen,  weil  in  unserer  Zeich- 
nung zufallig  a  und  h  =  xs  gleich  gross  sind,  findet  man  durch  die 
Senkrechte  X,  am  Endpunkt  der  Einheit  in  y.  Die  Längen  und  Kräfte 
können  aus  dem  angeschlossenen  Massstab  entnommen  werden. 

YlII.  Gegeben  ist  in  Fig.  321  ein  unter  einem  Winkel  geneigter 
Fischbauchträger,  welcher  durch  die  Kräfte  P^  P,  . . .  P^  belastet  ist;  es 
sollen  die  Netzwerkspannungen  1,  2,  3 ...  19,  sowie  die  Auflager  A  und 
B  bestimmt  werden,  B  wirkt  horizontal.  Man  konstruiert  zunächst  durch 
Annahme  des  Polpunktes  0  in  der  Nebenfigur  ein  Seilpolygon,  dadurch 
wird  die  Lage  der  Mittelkraft  SP  durch  den  Schwerpunkt  der  Kräfte 
Pi  P,  . . .  Pß  bestimmt  Die  Kraft  B  schneidet  die  Richtung  2P  in  p, 
sonach  ist  die  Richtung  des  Auflagerdruckes  A  auch  festgestellt,  indem 
man  p  mit  A  verbindet.  Die  Grössen  der  Stützen  A  und  B  ergeben 
sich  aus  der  Nebenfigur.  Um  von  A  aus  mit  der  Vorzeichnung  des 
Kräfteplanes  beginnen  zu  können,  trägt  man  die  Kräfte  P^  P4  . . .  P^ 
in  umgekehrter  Reihenfolge,  ebenso  A  und  B  auf  und  reiht  an 
das  Kräftedreieck  A,  1,  2  die  anderen  Kräfl^polygone  der  Knoten- 
punkte an. 

Zerlegt  man  die  unter  einem  Winkel  wirkende  Druckkraft  A  in  eine 
Vertikale  und  Horizontale  Q  und  S,  so  bewirkt  Q  Knickungs-  bezw. 
Druckspannungen,  S  hingegen  durch  das  Moment  Sh  Biegungsspannungen, 
und  es  lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Material  die  Formeln  Seite  231 
zur  Berechnung  der  Unterstützung  in  Anwendung  bnngen;  wenn  man  es 
nicht  Torzieht,  die  Fusskräfte  der  Unterstützung  unmittelbar  aus  dem 
Moment  festzustellen. 

IX.  Der  nachstehende,  besonders  hohe  Dachstuhl,  Fig.  322,  ist  an 
den  inneren  Knotenpunkten  mit  den  Kräften  Pj  =  P,  =  P3  =  . . .  = 
1000  kg  belastet 

Die  Auflagerreaktionen  sind  A  =  B  =  3500  kg.  Um  die  Spannungen 
in  den  Streben  zu  ermitteln,  ist  der  darunter  stehende  Kräfteplan  aus- 
geführt. Der  Verfolg  der  einzelnen  Knotenpunkte  ergiebt,  dass  man  ge- 
nötigt ist,  die  Spannung  in  der  mittleren  horizontalen  Zugstange  14  zu 
berechnen.  Es  lässt  sich  dies  wieder  mathematisch  -  graphisch  oder  auch 
durch  Rechnung  durchführen,  in  beiden  Fällen  wird  s  als  Drehpunkt 
angenommen. 
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Einseitig  belastete  Bauwerice. 
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286  Einseitig  belastete  Bauwerke. 

Man  bildet  nim  mathematisch -graphisch  durch  die  Einheit  xy  = 
1  die  Produkte  Pa  =  st  und  AI/,  =uv;  die  Differenz  der  Mo- 
mente M  =  A1/, — Pa  =  yw  in  s  aufgetragen,  weil  in  unserer  Zeich- 
nung zufallig  a  und  h  =  xs  gleich  gross  sind,  findet  man  durch  die 
Senkrechte  X,  am  Endpunkt  der  Einheit  in  y.  Die  Längen  und  Kräfte 
können  aus  dem  angeschlossenen  Massstab  entnommen  werden. 

YIIL  Gegeben  ist  in  Fig.  321  ein  unter  einem  Winkel  geneigter 
Fischbauchträger,  welcher  durch  die  Kräfte  Pi  P,  . . .  Pg  belastet  ist;  es 
sollen  die  Netzwerkspannungen  1,  2,  3 ...  19,  sowie  die  Auflager  A  und 
B  bestimmt  werden,  B  wirkt  horizontal.  Man  konstruiert  zunächst  durch 
Annahme  des  Polpunktes  0  in  der  Nebenfigur  ein  Seilpolygon,  dadurch 
wird  die  Lage  der  Mittelkraft  2P  durch  den  Schwerpunkt  der  Kräfte 
Pj  P,  . . .  P5  bestimmt  Die  Kraft  B  schneidet  die  Richtung  2P  in  p, 
sonach  ist  die  Richtung  des  Auflagerdruckes  A  auch  festgestellt,  indem 
man  p  mit  A  verbindet.  Die  Grössen  der  Stützen  A  und  B  ergeben 
sich  aus  der  Nebenfigur.  Um  von  A  aus  mit  der  Vorzeichnung  des 
Kräft;eplanes  beginnen  zu  können,  trägt  man  die  Kräfte  P5P4...P1 
in  umgekehrter  Reihenfolge,  ebenso  A  und  B  auf  und  reiht  an 
das  Kräftedreieck  A,  1,  2  die  anderen  Kräftepolygone  der  Knoten- 
punkte an. 

Zerlegt  man  die  unter  einem  Winkel  wirkende  Druckkraft  A  in  eine 
Vertikale  und  Horizontale  Q  und  S,  so  bewirkt  Q  Knickungs-  bezw. 
Druckspannungen,  S  hingegen  durch  das  Moment  Sh  Biegungsspannungen, 
und  es  lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Material  die  Formeln  Seite  231 
zur  Berechnung  der  Unterstützung  in  Anwendung  bnngen;  wenn  man  es 
nicht  vorzieht,  die  Fusskräfte  der  Unterstützung  unmittelbar  aus  dem 
Moment  festzustellen. 

IX.  Der  nachstehende,  besonders  hohe  Dachstuhl,  Fig.  322,  ist  an 
den  inneren  Knotenpunkten  mit  den  Kräften  Pj  =  P,  =  P3  =  . . .  = 
1000  kg  belastet 

Die  Auflagerreaktionen  sind  A  =  B  =  3500  kg.  Um  die  Spannungen 
in  den  Streben  zu  ermitteln,  ist  der  darunter  stehende  Kräfteplan  aus- 
geführt. Der  Verfolg  der  einzelnen  Knotenpunkte  ergiebt,  dass  man  ge- 
nötigt ist,  die  Spannung  in  der  mittleren  horizontalen  Zugstange  14  zu 
berechnen.  Es  lässt  sich  dies  wieder  mathematisch  -  graphisch  oder  auch 
durch  Rechnung  durchführen,  in  beiden  Fällen  wird  s  als  Drehpunkt 
angenommen. 
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Einseitig  belastete  Bauwerke. 
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286  Einseitig  belastete  Bauwerke. 

Man  bildet  nim  mathematisch -graphisch  durch  die  Einheit  X7== 
1  die  Produkte  Pa  =  8t  und  AI/,  =  uv;  die  DiflFerenz  der  Mo- 
mente M  =  A1/, — Pa  =  yw  in  s  aufgetragen,  weil  in  unserer  Zeich- 
nung zufallig  a  und  h  =  xs  gleich  gross  sind,  findet  man  durch  die 
Senkrechte  X,  am  Endpunkt  der  Einheit  in  y.  Die  Längen  und  Kräfte 
können  aus  dem  angeschlossenen  Massstab  entnommen  werden. 

YIIL  Gegeben  ist  in  Fig.  321  ein  unter  einem  Winkel  geneigter 
Fischbauchträger,  welcher  durch  die  Kräfte  P^  P,  . . .  P^  belastet  ist;  es 
sollen  die  Netzwerkspannungen  1,  2,  3 ...  19,  sowie  die  Auflager  A  und 
B  bestimmt  werden,  B  wirkt  horizontal.  Man  konstruiert  zunächst  durch 
Annahme  des  Polpunktes  0  in  der  Nebenfigur  ein  Seilpolygon,  dadurch 
wird  die  Lage  der  Mittelkraft  2P  durch  den  Schwerpunkt  der  Kräfte 
Pi  P,  . .  .P5  bestimmt  Die  Kraft  B  schneidet  die  Richtung  2P  in  p, 
sonach  ist  die  Bichtung  des  Auflagerdruckes  A  auch  festgestellt,  indem 
man  p  mit  A  verbindet.  Die  Grössen  der  Stützen  A  und  B  ergeben 
sich  aus  der  Nebenfigur.  Um  von  A  aus  mit  der  Vorzeichnung  des 
Kräftieplanes  beginnen  zu  können,  trägt  man  die  Kräfte  P5P4...PJ 
in  umgekehrter  Reihenfolge,  ebenso  A  und  B  auf  und  reiht  an 
das  Kräft^dreieck  A,  1,  2  die  anderen  Kräftepolygone  der  Knoten- 
punkte an. 

Zerlegt  man  die  unter  einem  Winkel  wirkende  Druckkraft  A  in  eine 
Vertikale  und  Horizontale  Q  und  S,  so  bewirkt  Q  Knickungs-  bezw. 
Druckspannungen,  S  hingegen  durch  das  Moment  Sh  Biegungsspannungen, 
und  es  lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Material  die  Formeln  Seite  231 
zur  Berechnung  der  Unterstützung  in  Anwendung  bringen;  wenn  man  es 
nicht  Torzieht,  die  Fusskräfte  der  Unterstützung  unmittelbar  aus  dem 
Moment  festzustellen. 

IX.  Der  nachstehende,  besonders  hohe  Dachstuhl,  Fig.  322,  ist  an 
den  inneren  Knotenpunkten  mit  den  Kräften  P^  =  P,  =  P3  =  . . .  = 
1000  kg  belastet 

Die  Auflagerreaktionen  sind  A  =  B  =  3500  kg.  Um  die  Spannungen 
in  den  Streben  zu  ermitteln,  ist  der  darunter  stehende  Kräftieplan  aus- 
geführt. Der  Verfolg  der  einzelnen  Knotenpunkte  ergiebt,  dass  man  ge- 
nötigt ist,  die  Spannung  in  der  mittleren  horizontalen  Zugstange  14  zu 
berechnen.  Es  lässt  sich  dies  wieder  mathematisch  -  graphisch  oder  auch 
durch  Rechnung  durchführen,  in  beiden  Fällen  wird  s  als  Drehpunkt 
angenommen. 
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Eitiseitig  belastete  Bauwerke. 


Mao  bildet  duh  mathematisch-graphisch  durch  die  Einheit  xy  ^ 
1  die  Produkte  Pa^st  und  Ä  1/^  :=  uv;  die  Differenz  der  Mo 
mente  M=^A1/, — Pa^^vw  in  b  aufgetragen,  weil  in  unserer  Zeich- 
nung zufäUig  a  und  h:=x3  gleich  gross  sind,  findet  man  durch  die 
Senkrechte  Xj  am  Endpunkt  der  Einheit  in  y.  Die  Längen  und  Kräfte 
können  aus  dem  angeschlossenen  Massstab  entnommen  werden. 

TIIL  Gegeben  ist  in  Fig.  321  ein  unter  einem  Winkel  geneigter 
Fischbauchträger,  welcher  durch  die  Kräfte  P^  Pj  . . .  P^  belastet  ist;  es 
sollen  die  Netzwerkspannungen  1,  2,  3  . . .  19,  sowie  die  Auflager  A  und 
B  bestimmt  werden,  B  wirkt  horixontal  Man  konstruiert  zunächst  durch 
Annahme  des  Polpunktes  0  in  der  Nebenfigur  ein  Seilpolygon,  dadurch 
wird  die  Lage  der  Mittelkraft  2P  durch  den  Schwerpunkt  der  Kräfte 
Pi  Pg  . . .  Pg  bestimmt  Die  Kraft  B  schneidet  die  Richtung  IS  P  in  p, 
sonach  ist  die  Richtung  des  Auflagerdruckes  A  auch  festgestellt,  indem 
man  p  mit  A  verbindet.  Die  Grössen  der  Stützen  A  und  B  ergeben 
sich  aus  der  Nebenfigur.  Um  von  A  aus  mit  der  Vor7.eichnung  des 
Kräfteplanes  hegimien  zu  können,  trägt  man  die  Kräfte  P^  P^  , , .  Pj 
in  umgekehrter  Reihenfolge,  ebenso  A  und  B  auf  und  reiht  an 
das  Kräftedreieck  A,  1,  2  die  anderen  Kräftepolygone  der  Knoten* 
punkte  an. 

Zerlegt  man  die  unter  einem  Winkel  wirkende  Druckkraft  A  in  eine 
Vertikale  und  Horizontale  Q  und  S,  so  bewirkt  Q  Knickungs-  bezw. 
Druckspannungen,  S  hingegen  durch  das  Moment  Sb  Biegungsspannungen, 
und  es  lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  das  Material  die  Formeln  Seite  231 
zur  Berechnimg  der  Unterstützung  in  Anwendung  bringen;  wenn  man  es 
nicht  vorzieht,  die  Fusskräfte  der  Unterstützung  unmittelbar  aus  dem 
Moment  festzustellen. 

IX,  Der  nachstehende,  besonders  hohe  Dachstuhl,  Fig.  322,  ist  an 
den  inneren  Knotenpunkten  mit  den  Kräften  P|  =:  Pj  ^  Pj  =  .  ^ .  :^= 
1000  kg  belastet 

Die  Äuflagerreaktionen  sind  A  ^  B  ^  3600  kg.  Um  tlie  Spannungen 
in  den  Streben  zu  ermitteln,  ist  der  darunter  stehende  Kräfteplan  aus- 
gefuhrt.  Der  Verfolg  der  einzelnen  Knotenpunkte  ergiebt,  dass  man  ge- 
nötigt ist,  die  Spannung  in  der  mittleren  horizontalen  Zugstange  14  zu 
herechnen.  Es  lässt  sich  dies  wieder  mathematisch  -  graphisch  oder  auch 
durch  Rechnung  durchiuhren,  in  beiden  Fällen  wird  s  als  Drehpunkt 
angenommen* 
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290  IIölKeme  Dadikoostni klonen. 

Die  bezügliche  Moinentengleichting  ist 

Pi^  ■  h  =  A 1/,  —  Pi  -  95  —  P,  •  78  —  Pjj  •  40; 
man  erhalt  fiir  Ä  =  3600,  1=12,  h  ==  10   Pj,  =  2130  kg. 


KrSfteplSne  einiger  hSlzcrner  Daelikonstruktionen* 

Die  Fig.  323  bis  326  stelleu  einige  Hokdachtonstruktionen  dar*)- 
Das  Hängewerk,  Fig.  323,  ist  den  Konstruktionen  Fig,  189  und  191 
nachgebildet,  die  Zitgstrebe  2,  8  liegt  hier  horizoQtaJ» 

Der  Binder,  Fig.  324,  ist  mit  Pj  ^=  Pg  ♦ , ,  ^  Pj  an  5  Knotenpunkten 

belastet.    Die  Auflagerreaktionen  sind  A  =  B  ^  ^P-    ^^  beginnt  bei 

A ,  schliesst  an  das  Kräftedreieck  A  1  2  das  Kräfteviei'eck  des  Knoten- 
punktes J\  an,  P^,  1,  3,  4,  Es  ist  nun  richtiger,  den  Knotenpunkt  der 
Kraft  Pj  festzustellen,  um  die  Zugkraft  in  5  zu  erhalten,  es  ergiebt  sich 
durch  das  Polygon,  dass  die  Kräfte  in  6  und  13  verschwinden;  P3  wirkt 
durch  9  auf  den  Knotenpunkt  7,  8,  11»  12.  Nach  Festlegung  des 
Kräftefünfeckes  2,  3,  6,  8,  10  ist  dann  das  eben  bemerkte  Kräfteviereck 
7,  8,  11,  12  auch  bestimmt 

Fig.  326  ist  ein  Pfettendachstuhl  mit  Kniestock,  Das  erste  Gebinde" 
liegt  gewöhnlich  in  4  bis  5  m  Entfernung;  dazwischen  hegen  meist  4 
bis  6  Nebengebinde.  Diese  sind  mit  je  Pj  P,  Pg  belastet,  nach  diesen 
lässt  sich  die  Belastung  in  P4  und  P5  berechnen.  Man  bestimmt  zu* 
nächst  die  Spannungen  in  1,  2,  3,  und  schliesst  hieran  das  Kräfte- 
viereck 1  Pj  K  2,  in  welchem  K  =^  P,  wird.  Die  Sparren  Hegen 
zwischen  den  Hauptgebinden  auf  der  Pfette  p  und  diese  eriahrt  eine 
Ausbiegung  dm'ch  die  Ki-afte  K  =  Pg .  Die  Kräfte  Pj  und  1  bilden  die 
Resultante  Q,  die  sich  auch  wieder  in  eine  horizontale  und  vertikale 
Kraft,  welche  die  Wand  aufnehmen  muss,  zerlegen  lässt 

Die  im  Hauptgebinde  wirkenden  Pfettenki%4fte  lassen  sich,  wie  oben 
bemerkt,  aus  den  Knotenbelastungen  1\  der  Leer-  oder  Nebengebinde 
der  linken  Seite  berechnen.  Die  Knotenlast  P^  hat  einesteils  die  n  Kräfte 
der  ZwischenspaiTen  nPj,  andemteils  noch  die  Kraft  P^,  welche  auf  den 
Hauptsparren  selbst  wirkt,  aulzunehmen,  also  (n -(-  l)Pj;  gewöhnUch 
legt  man  zwischen  die  Hauptgebinde  n  ^  3  bis  4  Sparren.  Die  der  Kraft 
Q  symmetrisch  wirkende  Kraft  Q^  auf  der  rechten  Seite  ist  dann  auch 
Qi  ^  (Q  H-  1)  Q'    In  q  vereinigen  sich  die  Kräfte  Q,  P5  und  7,    Pj  wii-d 


♦)  Nftch  Lftuensiehi,  Graph,  Statik.    A>  Bergitrawer,  t^lattgan. 
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TOD  dem  senkrechten  Kniestockpfosten  übernommen,  die  Zugkraft  7  wirkt 
als  Biegongskraft  in  der  Druckstrebe  5.  Wir  tragen,  wie  die  Neben- 
figur zeigt,  Qi  auf,  und  es  ergeben  sich  die  Kräfte  7  und  P5.  In 
s  wirken  P4,  3,  4  und  5,  die  Druckkraft  6  wird  Null.  P4  ist  berech- 
net, 3  ist  bekannt,  somit  sind  die  Kräfte  im  Riegel  4  und  in  der  Strebe  5 
bestimmt.  Die  Strebe  6  ist  auf  Knickung  und  Biegung  zu  berechnen, 
die   biegende  Kraft  ist  7.     Im  Auflager  B  bilden  die  E^räfte  8,  5  und 

B  =  P4  +  —P,  ein  geschlossenes  Kräftedreieck;  8  ist  auf  Zug  beansprucht. 

Kommt  die  Zugstrebe  8  in  Wegfall,  dann  ist  die  Kraft  8  -|-  4  (streng 
genommen  nur  ein  Teil  von  4)  von  der  Seitenmauer  au&unehmen. 

Der  Dachstuhl,  Fig.  326,  kann  als  Kombination  eines  Hänge-  und 
Sprengwerkes  aufgefasst  werden.  Gegeben  sind  die  Knotenpunktkräfte 
P^,  P,  und  P3  u.  s.  w.  Man  trägt  (s.  d.  Nebenfigur),  die  Kraft  P,  auf, 
und  zerlegt  sie  in  1  und  2;  femer  schliesst  man  hieran  das  Kräfte- 
viereck  P,,  4,  3  und  1,  in  welchem  P,  und  1  bekannt  sind.  Da  man 
die  Konstruktion  nun  gewöhnlich  derart  ausführt,  dass  man  für  7  eine 
eiserne  (möglichst  schwache)  Zugstange  anwendet,  welche  nur  einen  Teil 
der  horizontalen  Kraft  aufiiimmt,  während  ein  anderer  durch  das  ein- 
geschaltete Spreng  werkchen  8,  6  auf  die  Mauer  übertragen  wird,  so 
muss  auch  von  4  ein  Teil  Kraft  abgegeben  werden,  C  kg,  welche  wieder- 
um als  Biegungskraft  auf  4,  6  zwischen  den  Knotenpunkten  P^  und  P, 
wirken.  Die  Kraft  C  greift  im  Knotenpunkt  a  an  und  bildet  mit  5 
und  6  ein  Kräftedreieck  6,  6,  C,  während  sich  der  Druck  in  4 
bis  zum  Auflager  A  fortsetzt,  und  in  A  das  Kräfteviereck  P^,  7,  8,  4 
bildet  Bezeichnet  man  mit  Q  den  durch  6  übertragenen  senkrechten 
Druck  auf  die  Mauer  und  mit  S  die  als  Seitendruck  wirkende  Spannung 
7,  80  müssen  S  =  7,  Q  und  6  ein  Kräftedreieck  bilden,  wie  auch  aus 
der  Nebenfigur  ersichthch.  Die  Kräfte  Q  und  C  lassen  sich  nun  mit 
Hilfe  des  Kräfl;eplanes,  ebenso  die  Teilkraft  6  dadurch  finden,  dass  man 
die  Kräftepolygone  m,  n  und  p,  bezw.  das  Kräftedreieck  m  und  das 
Kräfteviereck  p  so  verzeichnet,  dass  in  beiden  die  horizontale  Kraft  7 
gleich  gross  wird  (im  Kräfteviereck  P^,  7,  8,  4  ist  der  Buchstabe  p  nach- 
zutragen). Die  Stange  s  ist  spannungslos,  da  das  Sparrenwerk  1  und  2 
die  Druckkraft  P,  bereits  aufgenommen  hat. 


Hecht,  Mtchuiik.    UI.  39 
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Stfitzmauem  (Fattermauem). 

Wir  haben  uns  im  1.  Band  der  Mech.  S.  179  u.  f.  mit  der  Sta- 
bilität von  Futterroauern  beschäftigt  und  fanden  dort  als  Druck  des  Erd- 
materials gegen  die  senkrechte  Wand  einer  Stützmauer  mit  rechtecldgem 
Querschnitt,  welche  bestrebt  ist,  eine  Kantung  um  a,  Fig.  327,  vorzu- 
nehmen, U2  /  ft  N 

p=«-r.g>(46-i-), 

Fig.  387. 


wenn  y  das  Gewicht  eines  cbm  Material  und  ß  der  sog.  Böschungswinkel 
ist;  ferner  fanden  wir,  dass  tang  ß  =  9,  wenn  9  der  ßeibungskoefficient 
für  gleitende  Reibung  ist,  nach  welchem  sich  die  Erdteilchen  beim  Ab- 
boschen  aufeinander  bewegen  würden. 

Die  folgende  Übersicht  giebt  (wiederholend  aus  Band  I)  einige  prak- 
tische Anhaltepunkte. 


Material 

ß 

9 

T 

Trockener  Lehmboden    .     .     . 

40- 

-46° 

0,84 -M,04 

1500 

kg 

Nasser                   „ 

20- 

-25^ 

0,36-^0,47 

1900 

Trockene  Thonerde   .     . 

40- 

-50° 

0,84  -  1,19 

1600 

Nasse               „            .     . 

20- 

-L'5'' 

U,36  -f-  0,47 

1980 

Trockene  Dammerde 

40- 

-43° 

0,84-^0,98 

1400 

Nasse                 „ 

30- 

-37° 

0,58  -i-  0,75 

1650 

Feuchter  Kies  und  Sand 

25- 

-30^ 

0,47^-0,58 

1860 

Nasser  Steinschotter  .     . 

35- 

-4ü° 

0,70  H-  0,84 

1600 

Feiner  Sand      .... 

30° 

0,58 

1500 

Hülsenfrüchte   .... 

20° 

0,36 
0,00 

750 

Wasser 

0° 

1000 

Wir  nahmen  auch  im  I.  Bande  Gelegenheit,  auf  konstruktivem  Wege 
einige  Anhaltepunkte  zu  geben,    um  die  Stabilität  zu  sichern.     In  dem 
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Folgenden  wollen  wir  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  auf  graphischem 
Wege  sowohl  den  Erddruck  als  auch  die  Stabilität  oder  Standsicherheit 
festzustellen. 

Es  sei  abcd,  Fig.  328,  eine  beliebige  Futtermauer  im  Querschnitt, 
wir  denken  sie  uns  B  =  1  m  lang,  bezw.  breit,  senkrecht  zur  Schnitt- 
fläche gemessen.  Das  natürliche  Terrain  schliesst  sich  im  Winkel  y  an 
die  innere  Oberkante  der  Mauer  an.  Würde  man  die  Mauer  liinweg- 
rücken,  so  würde  sich  die  jetzt  freiliegende  Erdmasse  bis  zmn    Winkel 

Fig.  328. 


ß  abböschen.  Da  aber  die  Mauer  mit  ihrer  Bückenwand  durch  ihre 
Beibung  am  Erdprisma  als  auch  bei  af  dem  Abböschen  Widerstand 
leistet,  so  bleibt  ein  Teil  des  Prismas,  wie  uns  auch  schon  aus  dem 
I.  Bande  bekannt  ist,  stehen,  die  eigentliche  Böschungs-  oder  Gleit- 
ebene ae  wird  steiler.  Das  Gewicht  der  Mauer  soll  nun  dem  ab- 
ratschenden Teil  Widerstand  leisten.  — 

Zur  Bestimmung  dieses  Erddruckes  verwenden  wir  am  besten  das 
von  Rebhann  angegebene  graphische  Verfahren*). 

Es  sei  wieder  abcd,  Fig.  329,  der  berechnete  Querschnitt  der  Stütz- 
oder Futtermauer,  ß  der  bekannte,  aus  obiger  Tabelle  zu  entnehmende 
Böschungswinkel  des  Materiales.  Man  trägt  die  Linie  bg  unter  dem 
Winkel  2ß  in  b  an,  beschreibt  über  af  einen  Halbkreis  und  zieht  die 
Senkrechte  gk,  femer  überträgt  man  ak  nach  ai  und  zieht  ie  parallel 


*)  Theorie  d.  Erddruckes  u.  d.  Futtermauem,    Wien  1871,  J.  Schlotke,    Graph. 
Sutik,  Hamburg;  Lauenstein,  Graph.  St.,  Stuttgart. 

Hteht,  MMhanlk.    HI.  40 
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bg,  SO  nennt  man  zunächst  ae  die  Gleitlinie.     Überträgt  man  dann 
noch  ie  nach  ih,    so  stellt  das  Dreieck,    /^  eih  den  Querschnitt  des 


rig.  829. 


Fig.  330. 


Erddruckprismas  dar;  bei  einer  1  m  breiten  Stützmauer  ist  dann  das 
Volumen  des  Erddruckes,  wenn  F  =  eih  in  qm  ausgedrückt  wird,  V  = 
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eih  cbm;  der  Erddruck  selbst  ist  dann 

E  =  T  V  =  7  .  eüi 32. 

Dasselbe    Resultat  erhält  man  auch  durch  das  in  Fig.  330  ange- 
gebene Verfahren.    Man  beschreibt  über  ab,  der  Rückenwandschnittlinie 


Fig.  831. 


Flg.  382. 


der  Futtermauer,  einen  Halbkreis  und  trägt  wieder  2ß  in  b  an,  dann 
zieht  man  gg|  parallel  bf  und  errichtet  die  Senkrechte  g^k.  Überträgt 
man  dann  ak  nach  as  und  zieht  si  parallel  bf,  so  gewinnt  man  wieder 
den  Punkt  i;  ie  ||  bg  und  nach  ih  übertragen,  ergiebt  wieder  das  Druck- 
dreieck eih. 

Wenn   das    natürliche   Terrain    zufällig   dieselbe    Neigung   an    der 

40  ♦ 
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Mauerkrone  wie  die  Böschung  besitzt,  wenn  also  T==ß,  Fig.  331,  so 
hat  man  nur  nötig,  ei  parallel  bg  zu  ziehen  und  ie  nach  hi  zu  über- 
tragen, um  das  charakteristische  Dreieck  zu  erhalten. 

Das  konstruktive  Verfahren  bei  senkrecht  stehender  Rückwand  der 
Futtermauer  und  bei  horizontaler  Abgrenzung  der  natürüchen  Boden- 
oberfläche, wie  Fig.  332  andeutet,  ist  dasselbe. 

Fig.  383. 


Ist  die  natürliche  Erdoberfläche  gebrochen,  geknickt,  wie  in  Fig.  333 
der  Durchschnitt  be^f  angiebt,  so  überträgt  man  wieder  den  doppelten 
Böschungswinkel  nach  b  und  zieht  aCi-  Man  verwandelt  nun  das  Drei- 
eck abe^  in  das  gleich  grosse  ab^e^,  indem  man  bb^  parallel  ae^  zieht 
imd  e^f  bis  b^  verlängert.  Man  zieht  dann  femer  die  Parallele  b^g^  zu 
bg  durch  b^  und  verwendet  die  mittlere  Proportionale  g^k,  überträgt  ak 
nach  ai  und  zieht  endUch  wieder  ie  parallel  b^g^;  eih  ist  dann  wieder 
der  Querschnitt  des  Druckprismas,  eih  in  qm  aus  der  Zeichnung  ab- 
gegriffen, liefert  dann  gleichzeitig  das  Volumen  des  Erdprismas;  der  Erd- 
druck E  ergiebt  sich  aus  Gl.  32. 

Um  die  Grösse  und  Richtung  des  Erddruckes  E  zu  finden,  überträgt 
man  die  gleiche   Grösse  des  Erddruckdreiecks   hinter  die   Rückenwand 


Flg.  835. 
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der  Futtermauer,  Fig.  334,  eo  io  ho ;  ^  ^^^  gleichen  Höhe  des  Schwer- 
punktes desselben  in  s  =  H/3  greift  dann  E  unter  dem  Böschungswinkel 
ß,  an  einer  Senkrechten  zur  Rückenwand  Bq^  angetragen,  an.  Den 
gleichen  Inhalt  des  Dreiecks  Coioho  des  Druckdreieckes  findet  man  da- 
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durch,  dass  man  dasselbe  zunächst  in  ein  gleich  hohes  rechtwinkUges 
^  eihj  verwandelty  indem  man  hh^  parallel  ei  zieht  und  e  mit  h^  ver- 
bindet; letztere  Verbindungslinie  ist  in  der  Figur  hinweggefallen.  Da 
nun  das  Druckdreieck  die  gleiche  Höhe  H  der  Stützmauer  erhalten  soll, 


>r 


^3        ^3 
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80  muss  man  femer  das  A  ^i^i  ^^  d^  A^i^^n  verwandeln,  welches 
dann  nach  eoioh^  übertragen  werden  kann.  Diese  letzte  Verwandlung 
geschieht  dadurch,  dass  man  zu  eh,,  eine  Parallele  e|h,  durch  h,  zieht, 
den  Schnittpunkt  e^  verbindet  man  mit  h,,,  dann  ist 

A  eih=  A  öiih,,  =  Coioho. 
In  den  meisten  Fällen    genügt  es,    das  A^^^  üi  qm    aus   der   Kon- 
struktionszeichnung, Fig.  329,  330  u.  f.,  zu  berechnen  und  den  Angriffs- 
punkt m,  Fig.  334,  in  H/,  anzunehmen. 

Befindet  sich  oberhalb  des  natürlichen  Terrains,  oberhalb  bf, 
Fig.  335,  noch  eine  besondere  Belastung,  etwa  eine  Fahrstrasse  mit 
Fuhrwerk-  oder  Eisenbahnverkehr,  so  verwandelt  man  das  bekannte  Ge- 
wicht der  Belastung  in  ein  gleiches  Erdgewicht  von  derselben  Einheit  y 
und  mit  Rücksicht  auf  die  in  Betracht  kommende  Druckfläche  bf  •  1  qm, 
wenn  bf  in  m.  Man  erhält  dann  eine  ideale  Höhe  h,  um  welche  die 
Erdoberfläche  erhöht  werden  muss,  die  nun  in  Rücksicht  zu  ziehende 
Rückenfläche  ab^  ist  durch  Verlängerung  von  ab  bis  b^f^  bestimmt.  In 
der  Figur  ist  im  oberen  b  der  Strich  an  b  zu  ergänzen.  Man  trägt 
wieder  2ß  an  b^  an,  und  konstruiert  wie  oben  das  Dreieck  eih  an- 
schliessend an  die  ideale  Erdoberfläche  bifj.  Das  Druckdreieck  verwandelt 
man  wieder  in  das  gleich  grosse  e^  ij  hj,  aber  von  der  Höhe  H  +  Hj,  H^ 
ergiebt  sich  durch  horizontale  Übertragung  des  Schnittpunktes  b^  nach  h^. 
Der  Querschnitt  des  in  Frage  kommenden  Druckprismas  von  der  Höhe 
der  Stützmauer  ist  alsdann  das  Trapez  noeii^,  dessen  Schwerpunktshöhe 
nach  m  übertragen,  ergiebt  den  Angriflfepunkt  von  E.  (S.  Bd.  I  S.  97, 
Trapezschwerpunkt.)  — 

Man  führt  die  Futtermauem  vielfach  mit  gebrochener  Rückenwand 
aus,  auch  mit  geneigt  stehender  Basis,  wie  wir  noch  erkennen  werden; 
dadurch  wird  die  Standsicherheit  erhöht.  Bei  der  Aufführung  des  Mauer- 
werkes muss  aber  gleichzeitig  eine  Hinterfullung  des  Erdmaterials  statt- 
finden, besonders  dann,  wenn  die  Stützmauer  ohne  Erddruck  nicht 
genügend  stabil  ist;  es  dürfte  dies  bei  der  in  Fig.  336  gezeichneten 
Futtermauer  der  Fall  sein.  Bei  einer  solchen  unterschnittenen  Futter- 
mauer sollen  die  Lagen  der  Fugen  eine  solche  Neigung  erhalten,  dass 
der  Reibungswinkel  noch  nicht  erreicht  ist,  so  dass  das  ganze  Mauer- 
werk freistehend,  standsicher,  stabil  ist. 

Man  teilt  die  Mauer  nach  den  Knicken,  hier  in  3  Schichten,  ver- 
längert die  Begrenzungen  a^a^  bis  b^,  aa,  bis  h^  und  trägt  in  b,  b|,  b^ 
den  doppelten  Böschungswinkel  2ß  an.  Durch  die  Knickpunkte  %  und 
aj  zieht  man  dann  parallele  Linien  zu  der  Böschung  afj  imd  konstruiert 
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fär  jede  Schicht  besonders  das  charakteristische  Dreieck,  Das  erste  ist 
dann  die  Üruckfläche  für  die  Rückenwand  ajb;  das  mittlere  bezieht  sich 
auf  ajbi  und  das  Dreieck  i^e^h,  stellt  den  Querschnitt  des  Druck- 
prismas der  Rückenfläche  abg  dar. 

In  der  Hilfstigur  rechts  sind  diese  drei  Quersclmitte  mit  Rücksicht  auf  die 
3  Hoben  H,  H^H  in  die  Dnickdreiecke  Sit^Ui,  s^tjUg^  s^t^Ug  vei-wan- 
ddt.  Der  Schwerpunkt  des  obersten  Dreiecks  Sit^Uj  kann  uimiittelbar 
verwendet  werden,  die  Höhenlage  H/j  wird  nach  m,  übertragen,  Lage 
und  Richtung  des  Erddmckes  E^  =  Y  "  A  Sj  ^i  ^  ^^^  bestimmt.  Um 
die  Druckfläche  für  a^  aj  zu  erhalten,  müssen  wir  von  dem  verwandelten 
Dreieck  s^  t^  u^  den  sich  auf  den  oberen  Teil  a^  bj  beziehenden,  nämlich 
Vjt,  Ug  in  Abzug  bringen.  Zur  Berechnung  des  Erddruckes  Ej  dient 
sonach  das  Trapez  s, tjtjVj,  es  ist  Eg  ^y-s^t^t^v^;  der  Schwerpunkt 
desselben  wird  nach  m,  übertragen,  und  E,  in  bekannter  Weise  ein- 
gezeichnet Für  die  untere  Rückenwand  der  Futtermauer  aa^  kommt  in 
derselben    Gedankenfolge    das   Trapez    s^t^t^Va    in    Anrechnung,    E^  ^ 

Y  •  %  t^  t,  Vj ,  dessen  Schwerpunkt  nach  m^  übertragen  wird.  Dem  ge- 
samten Erddruck  Ej  -j-  E,  +  Eg  hat  die  Stützmauer  Widerstand  zu  leisten, 

IHe  folgenden  Figuren  sollen  uns  neben  weiteren  Erklärungen  gleich- 
zeitig als  Beispiele  dienen. 

1.  Die  Futtermauer,  Fig.  338,  ist  H  ==  7  m  hoch,  sie  soll  nasse 
Dammerde,  deren  Bosch ungs^nnkel  ß  =  30°  und  deren  Einheitsgewicht 

Y  ^=  1650  kg  ist,  abdämmen.  Wir  tragen  uns  2(i  =^  60°  an  ab  an  und 
errichten  die  mittlere  geometiische  PiT>portionale  gk,  welche  von  a  aus 
nach  i  übertragen  wii'd,  d^is  Dreieck  hie  haben  wir  in  das  rechtwinklige 
von  der  Höhe  7  m  und  der  Basis  2,4  m  verwandelt  und  an  ab  ange- 

2,4-7 


tragen,  es  enthält 
auch    8.4    chm 


^  ^  8|4  qm  Flächeninhalt,   bei  1  m  Breite  also 


2 
Inhalt.  Der  Erdtlruck  wird  dann  E  ^:=  8,4  •  16Ö0  ^ 
13860  kg.  E  greift  unter  ßO''  Neigung  in  %  der  Höhe,  in  m  an.  Die 
VerwatuUung  des  Dreiecks  hie  war  hier  nicht  unbedingt  nötig,  da  die 
Fläche  von  8,4  qra  unmittelbar  aus  hie  entnommen  werden  kann  und  m 
in  */3  der  Höhe  liegen  muss.  Wir  gelangen  übrigens  nach  unserer  im 
I.  Baude  durchgeführten  analytischen  Bei^echnung  zu  demselben  Angriffs- 
punkt m  in  */j  der  Höhe  und  zu  nahe  demselben  Umsturzmoment  be- 
logen auf  die  Kante  a.  Teilt  man  den  Winkel  90  —  ß  in  zwei  Teile 
(Band  I,  S,  181)  und  l»erechuet  den  Querschnitt  abz,  dessen  Inhalt  aus 


der   Figur   337    entuonmieu   ist, 


4,6  •  6,7 


^15,4  qnu    so  erhält  man 


^ 
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als  Druckprisma  auf  der  Gleitebene  az  Eq  =  16,4  •  1  •  1660  =  25410  kg. 
Die  Bichtung  der  Kraft  E^  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  abz 
läuft  parallel  az  und  geht  auch  durch  den  Punkt  m  in  Vs  ^  Höhe  der 
Mauer. 

Beide  Momente  Ea  und  EqSLq  ergeben  £ast  die  gleichen  Resultate, 
Ea=  13860-2  =  27 720 kgm  und  Eoa,  =  25410- 1,08  =  27 700 kgm. 

Fig.  887. 
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Wir  können  sonach  auch  vorläufig  ohne  Rücksicht  auf  die  Festigkeits- 
verhältnisse  der  Futtermauer  zur  Berechnung  der  Mauerstärke  die  Sta- 
biUtätsformel  GL  79a,  bezw.  Gl.  79b,  Mech.  Band  I,  S.  181  und  182 
verwenden : 


b  =  0,58Htg(45-ßM^X 
b 


bezw. 


^  =  0,4H|/r 


cotg  ß  cos  (45  +  ß/,) 


(33) 
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Für  ß  =  30°  erhalten  wir 


b  =  0,34Hl/^  bis  0,36  h1/^, 


worin  Yi  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  Mauer  ist;  nehmen  wir  fiir 
selbe  Yi  =  2000  kg  auf  den  cbm  an,  so  ergiebt  sich 


"-»•'«•'i/Ü'^'ä- 


Futtermauern.  307 

Das  Mauergewicht  für  1  m  Breite  ist  hiemacli 
G  =  2,3  .  7  . 1  .  2000  =  32660  kg. 

Die  Resultierende  aus  E  und  G  ergiebt,  wie  aus  dem  Ki-äftedreieck 
Fig.  337  zu  ersehen,  R  =  4:0000  kg,  sie  fällt  innerhalb  der  Basis  ad, 
die  Mauer  ist  sonach  standsicher.  — 

II.  Die  Höhe  der  Futtennauer  in  Fig.  339  ist  wieder  H  =  7  m, 
das  abzustützende  Material  wiegt  y=  1600  kg  für  d.  cbm,  das  Mauer- 
werk selbst  wieder  Yj  =  2000  kg.  Das  natürliche  Terrain  ist  innerhalb 
bf  einmal  geknickt;  der  Böschungswinkel  ist  ß  =  35°.  Man  trägt  an 
b  den  Winkel  70°  an,  zieht  bbj  parallel  af  bis  zur  Verlängerung  b^ 
der  Linie  ef;  zieht  b^g^  parallel  bg  und  konstruiert  in  bekannter  Weise 
das  Druckdreieck  eih,  dessen  Inhalt  ist 

Man  erhält  sonach  E  =  3,78  •  1600  =  6048  kg,  E  greift  in  m  in  Vs  H 
an.  Halbiert  man  wieder  den  Winkel  90  —  35°,  sucht  den  Schwei-punkt 
S  des  Dreiecks  abz  und  überträgt  ihn  parallel  zu  az,  so  geht  diese 
Linie  auch  durch  m. 

Die  Stärke  der  Mauer,  um  der  Stabilität  zu  genügen,  ist 

*  =  0,.»t,(.5-f)j/i»...; 

das  Mauergewicht  für  1  m  Breite  G  =  2  •  7  •  2000  =  28000  kg.  Die 
Resultierende  aus  G  und  E  ergiebt  das  beigezeichnete  Kräftedreieck. 
Sucht  man  den  Schwerpunkt  der  Mauer  S^  und  benutzt  die  Rich- 
tung R  durch  die  Gewichtssenkrechte  S^s,  so  hat  man  nur  nötig,  R  pa- 
rallel durch  s  in  die  Mauer  zu  übertragen,  um  sich  zu  überzeugen,  ob 
R  nicht  ausserhalb  der  Basis  fällt.  — 

IIL  Die  Futtermauer,  Fig.  340,  soll  eine  Höhe  von  H  =  8  m  er- 
halten, der  Böschimgswinkel  ist  wieder  ß  =  30°,  y  =  1650  kg  und  das 
Mauerwerk  wiegt  Yj  :=  1800  a.  d.  cbm. 

Ausser  dem  Erddruck  ist  noch  die  Belastung  von  zwei  Lokomotiv- 
achsen für  eine  zweigeleisige  Eisenbahn,  30000  kg,  vorhanden,  welche 
bei  1  m  Mauerlänge  in  Anrechnung  zu  bringen  sind.  Die  in  diesem 
Beispiel  horizontale  Erdoberfläche  hat  eine  Länge  von  bf  ^  14,7  m,  bei 
1  m  Breite  sonach  einen  Flächeninhalt  von  14,7  qm.  Bezeichnen  wir 
mit  Hj  die  ideale  der  obigen  zufälligen  Belastung  von  30000  kg  ent- 
sprechenden Erdhöhe,  so  ergiebt  sich  diese  aus  der  Gleichung 
Hl  .  14,7  .  1650  =  30000,  zu  H^  =  1,24  m. 

H«o]it.  MtflhEitik.    la  42 
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Wir  tragen  H^  =  1,24  m  senkrecht  an  b  an  und  ziehen  die  ideale  Ab- 
grenzungshnie  b^fi;  den  Winkel  2ß  in  b^,  in  der  Verlängerung  von  ab 
angesetzt,    findet    man  in  derselben  Weise  wie  oben  das  Druckdreieck 
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eih,  wir  verwandeln  dasselbe  in  das  rechtwinklige  he^ii  von  der  Höhe 
H  +  Hj  =  9,24  m  und  übertragen  es  an  die  senkrechte  Aussenwand  der 
Fnttermauer.     Die  Basisbreite  der  letzteren  ergiebt  sich  zu 

Aus  Fig.  335  wissen  wir,  dass  der  Erdchiick  sich  aus  dem  Trapez 
eiijOn  ergiebt.  In  Fig.  340  ist  der  Inhalt  des  in  Frage  stehenden 
Trapezes 

8(3,3  +  0,5)  ^  ^^^20  m,  somit  E  =  15,2  •  1650  =  26100  kg. 

Die  Schwerpunktshöhe  wird  nach  m  übertragen,  wo  E  unter  30°  angreift. 

Die  Stabilität  der  Stützmauern,  die  Berechnung  der  Stärke  b,  um 
die  Standsicherheit  festzustellen,  genügt  ims  aber  nicht  allein,  sondern 
wir  müssen  uns  noch  klar  über  die  Festigkeitsverhältnisse  und  über 
die  Druckverteilung  werden,  was  für  Spannungen  durch  den  Erd- 
druck, durch  das  Mauergewicht  erzeugt  werden,  und  ob  diese  die  er- 
laubten Grenzen  nicht  überschreiten;  ähnliche  Untersuchungen  haben  wir 
bereits  im  Beispiel  IX,  S.  226,  bei  Betrachtung  der  Festigkeits-  und 
Stabilitätsverhältnisse  eines  Fabrikschomsteins  vorgenommen. 

Der  Erddruck  sucht  die  Mauer  zu  kanten,  umzustürzen,  gerade  so, 
^^ie  die  Seitenkraft  E  S.  231  den  Schornstein.  Das  Eigengewicht  der 
Mauer  und  die  Reibung,  welche  der  Erddruck  an  der  Mauer  selbst  ver- 
ursacht, bewirken  gleichzeitig  einen  senkrechten  Druck  auf  das  Funda- 
ment der  Futtermauer.  Durch  die  Kantung  A\ird  ein  Moment  hervor- 
gerufen, welches  die  Stützmauer  am  unteren  Querschnitt  des  Fundaments 
abzubrechen  bestrebt  ist.  Durch  das  Moment  entstehen  Zug-  und  Druck- 
spannungen, die  sich  mit  den  Druckspannungen  der  senkrechten  Kräfte 
nach  den  Regeln  der  kombinierten  Festigkeit  summieren,  die  idealen 
Spannungen  sind  schliessUch  mit  den  zulässigen  zu  vergleichen.  Mass- 
gebend sind  die  Druckspannungen;  Zugspannungen  sollen  bei  Mauerwerks- 
körpem  möglichst  ganz  gemieden  werden. 

Zerlegt  man  den  resultierenden  Druck  R  in  die  Vertikale  S  und  in 
die  horizontale  Kraft  T,  s.  Fig.  337,  339,  so  sucht  die  letztere  das 
Mauerwerk  zu  verschieben,  S  bildet  mit  R  den  Winkel  8.  Wir  haben 
hier  dieselben  Vorbedingungen  wie  S.  235,  und  können  auch  denselben 
Grundsatz  wie  oben  verwerten:  Bezeichnet  man  \\ieder  mit  a  den  Rei- 
bungswinkel, 80  muss  8  <  a  sein,  d.  h.  damit  keine  seitliche 
Verschiebung  eintritt,  muss  8  kleiner  als  der  Reibungswiukel 
des  Materiales  sein. 
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Gehen  wir  nun  näher  auf  die  Materialspannungen  im  Mauerwerk 
selbst  ein,  so  sei  de,  Fig.  341 ,  eine  beliebige  horizontale  oder  geneigte 
Mauertuge,  i)der  ein  Mauerschnitt,  auf  welchen  die  aus  der  Resultieren- 
den R  sich  ergebende  senkrechte  Kraft  S  einwirkt.  Die  Entfernung,  in 
welcher  S  vom  Schwerpunkt  m  oder  ev.  Mittelpunkt  angreift,  sei  s.  S 
bildet  am  Hebelarm  s  das  Moment  M  =  Ss,  S  für  sich  allein  bewirkt 
als  vertikale  oder  Querkraft  einen  Druck  auf  de,  dem  letzteren  entspricht 
die  Spannung  k^,  dem  Moment  die  Biegungsspannung  kb.  Moment  und 
Mittelkraft  lassen  sich  auch  dadurch  erkennen,  dass  man  in  m  eine  zu 
S  gleiche  imd  parallele  und  eine  gleiche  Gegenkraft  zufiigt.  Das  Kräfte- 
paar SS  an  s  veranlasst  dann  die  Drehimg,  bezw.  Biegung,  die  Kraft  S 
in  der  Mitte  die  gleichmässig  verteilte  Druckspannung. 

Kann  man  von  der  excentrischen  Belastung  absehen,  d.  h.  greift 
S  in  m  an,  ist  8  =  0,  so  ist  auch  kein  Moment  vorhanden*),  dann  treten 
überhaupt  nur  Druckspannungen  im  Querschnitt  ein. 

Bezeichnen  wir  mit  f  den  Fugenquerschnitt  von  de,  so  folgt  aus 

g 
S  =  f  ka,   kd  =  -J-]  femer  aus 

M  =  S8  =  kbW,  wenn  W  das  Widerstandsmoment  ist, 

k  -ä 

Nach  den  im  II.  Band  S.  311  aufgestellten  Grundsätzen  sind  dann 
die  Fugen-  bezw.  Kantenspannungen 


ki=--j: ™r  =  kd  —  -^rnr,  die  ideale  Zugspannung 

P        M  M      .    . 

k|'  =  -T-  +  ^  =  kd  +  -T^,  die  ideale  Druckspannung 


(34) 


Berücksichtigen  wir,  dass  die  uns  augenbUckUch  vorUegende  Mauer 
einen  rechteckigen  Querschnitt  von  der  Stärke  b  und  der  Breite  1  m  = 

1  noK^ 
100  cm  hat,  wonach  f  :=  100  b  qcm,  so  ist  für  W  =  — ^ —  einzuführen, 

0 

und  man  erhält 

'^=Mb'^"*        (35) 

,  M         ess    ,, ,. , 
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^  =  -llb—  Mf*  =  T^(^  — ^),dieSpaunungine,Fig.34l 

Sollen  nun  keine  Zugspannungen  auftreten,  so  muss  k|  =  o  werden, 
woraus  sich  die  Bedingung  ergiebt 

1 r-  =  0   oder  s  =  -^ (37) 

b  b 

Wenn  die  Druckkraft  S  innerhalb  der  Grenzen  mn  und  rnnj,  Fig.  342, 
also  im  mittleren  Drittel  der  Mauer  angreift,  dann  tritt  nur 
eine  Druckverteilung  im  Querschnitt  ein  und  sind  keine  Zug- 
spannungen vorhanden,  man  nennt  nn^  den  Kern  und  n^n,  die 
Kerngrenzen.  Da  nun  S  nur  eine  Teilkraft  von  R,  Fig.  337,  339,  so 
gilt,  wenn  man  von  der  Reibungs-  oder  Verschiebungskraft  T  absieht, 
von  R  als  Resultierende  aus  E  und  G  dasselbe;  man  wird  also  die  Futter- 
mauer, aber  auch  jede  andere  excentrisch  belastete  Mauer  so 
stark  ausführen,  dass  die  Druckkraft  möglichst  in  das  innere 
Drittel  fällt,  damit  keine  Zugspannungen  eintreten. 

Greift  S  in  der  Kemgrenze  n,  Fig.  342,  an,  dann  tritt  noch  keine 
Zugspannung  ein,  weil  8  =  -^,  aber  dann  erhält  die  Druckspannung 
ihren  grössten  Wert;  die  Kantenpressung  in  d  wird  dann  nach  Gl.  36 

'^^'lööbO+W^Tööb ^^^^ 

sie  ist  doppelt  so  gross  als  innerhalb  des  Kernes. 

Greift  die  Druckkraft  S  bezw.  R  rechts  von  m,  in  n^  an,  so  erhält 
die  Pressung  in  e  den  gleichen  Wert  wie  Gl.  38,  in  d  wird  sie  zu  Null, 

weil  dann   k.  =  ^  (l  -  A^)  =  0  wird. 

Dürfen  über  die  Kemgrenzen  hinaus  keine  Zugspannungen  auftreten, 
sind  diese  bei  excentrischer  Belastung  ganz  auszuschUessen,  so  muss  eine 
Verschiebung  der  Grenzen  eintreten.  In  lose  aufeinander  geschichteten 
Steinen,  in  Trockenmauerwerk,  bei  schlechtem  Verbandsmaterial  kann 
von  Zugwiderständen  keine  Rede  sein,  jede  Zugkraft  würde  ein  Klaffen 
der  Fugen  veranlassen.  Liegen  in  der  Fuge  ae^,  Fig.  342,  die  Steine 
lose  aufeinander,  so  verteilt  sich  S  bei  excentrischem  Druck  nur  auf 
einen  Teil  de^  der  Fuge,  dieser  muss  die  ganze  Kraft  in  sich  au&ehmen. 
Wir  denken  uns  dann  in  c  eine  Kemgrenze,  messen  x  und  können  aber 
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nur  den  Teil  dej  =  3  x  der  Fuge  dco  als  Druckfuge  in  Rücksicht  ziehen. 
Die  Kantenpressung  ist  dann  nach  Gl.  38  für  b  =  3  x, 

2  S  2S 


einer  Maximalpressung  k 

2S 


(39  a) 


300k 

Eine  graphische  Übersicht  über  die  Verteilung  der  Spannungen  bei 
excentrischer  Belastung  haben  wir  bereits  in  Bd.  II,  S.  319,  angedeutet, 
in  Fig.  344  sind  sie  unmittelbar  eingetragen.  In  der  ersten  der  3  letzten 
Fig.  S.  310  wirkt  S  in  der  Mitte,  es  findet  eine  gleichmässige  Druck- 
verteilung  statt,  der  Querschnitt  ist  durch  die  Spannung  k^  beansprucht; 
in  der  2.  Fig.  wirkt  S  excentrisch,  das  Moment  bewirkt  eine  von  der 
Mitte  aus  zunehmende  Biegungsspannung.  Die  dritte  Figur  setzt  sich 
aus  beiden  zusammen,  der  Punkt  z  wird  spannungslos. 

Aus  Fig.  337  ergiebt  sich  aus  dem  Kräftedreieck  für  R,  L  und  T, 
S  =  38600  kg,  ferner  greift  R  in  der  Entfernung  x  =  0,65  m  =  65  cm 
von  der  Kante  d  an.  Mit  Vernachlässigung  von  T  erhält  man  dann  die 
Kantenpressung  in  d  nach  Gl.  39 

.        2.38500        .,  ., 

In  der  Entfernung  3x  =  3-0,65  =  1,95  m  ist  die  Pressung  Null. 
Darf  man  sich  mit  der  Druckspannung  oder  Pressung  k  =  4  kg  be- 
gnügen, dann  könnte  man  die  Futtermauer  um  2,3  — 1,95  =  0,35  m 
schwächer  ausführen,  allerdings  vorausgesetzt,  dass  dadurch  die  Stabihtät 
nicht  leidet. 

Die  Fundamentfläche  ad  •  1  m  =  23000  qcm,  Fig.  337,  hat  für  sich 
allein  ohne  Erddruck,  vom  Gewicht  der  Mauer  der  Druckspannung 
,  G  32660        ...  .  , 

^-  =  23000=  23ÖÖÖ  =  ^'*  ^e  auf  d.  qcm 
Widerstand  zu  leisten. 

Aus  Fig.  339  ergiebt  sich  S  =  29000  kg,  G  =  28000  kg  und 
X  =  0,4  m  =  40  cm,  sonach 

,        2.29000       .^, 

In  d  ist  keine  Spannung  mehr  vorhanden,  weil  der  Nullpunkt  der 
Pressung  bereits  in  die  Entfernung  3  •  40  =r  120  cm  von  a  fällt,  während 
d  in  200  cm  Entfenmng  liegt. 

Um   die  Druckverteilung   im   Mauerkörper  festzustellen,    teilen   wir 
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die  ganze  Mauer  in  horizontale  Abschnitte,  gleich  oder  ungleich  hoch, 
und  bestimmen  den  Erddruck  für  jeden  dieser;  in  Fig.  336  ergiebt  sich 
die  Einteilung  schon  unmittelbar  aus  dem  mehrfach  unterschnittenen 
Querschnitt.  Für  jeden  dieser  Teile  erhalten  wir  dann  einen  Wert  für  E, 
welchen  wir  mit  dem  jeweiligen  Mauergewicht  G  kombinieren,  wir  er- 
halten dann  schliesslich  bis  zum  Fundament  eine  Reihe  von  Resultieren- 
den, eine  gebrochene  Linie,  die  uns  bereits  bekaimte  Stützlinie  oder 
Mittellinie  des  Druckes,  deren  Konstruktion  wir  graphisch  in  ähn- 
licher Weise  wie  beim  Schornstein,  S.  228  u.  f.,  ausführen  werden.  Zur 
Klarlegung  der  Konstruktion  verwenden  wir  gleich  einige  praktische  Aus- 
führungen. 

I.  Beispiel.  Es  sind  die  Druck-  und  Spannungsverhältnisse  einer 
H  =  4  m  hohen  Futtermauer  zu  untersuchen,  welche  zum  Abstützen  von 
nasser  Dammerde  verwendet  werden  soll.  Der  Böschungswinkel  ist  ß  = 
37°.  Das  Einheitsgewicht  des  Mauerwerkes  ist  Yj  =  2200  kg  a.  d.  cbra, 
das  der  Erde  y=  1600  kg. 

Die  Stärke  der  Stützmauer  nehmen  wir  vorläufig  nach  der  Formel 
Gl.  33  _ 

b  =  0,58  .  H  tang  ^45  —  -|-)  [/— ,  man  erhält 


,  =  „,.8.4^(45-1)  )/^~.„, 


diese  Dimension  soll  die  Mauerkrone  erhalten,  ob  sie  genügt,  werden  uns 
die  Spannungs-  bezw.  Druckverteilungen  lehren.  Die  Mauer  wird  nach 
der  Aussenseite  abgeböscht  und  erhält  ein  um  eine  Steinstärke  (25  cm) 
hervorstehendes  Fundament  von  1  m  Höhe.  Die  Erdbegrenzung  an  der 
Mauerkrone  ist  horizontal. 

Wir  zeichnen,  Fig.  345,  die  Mauer  mit  dem  anschliessenden 
unter  37°  geböschten  Terrain  auf  und  teilen  sie  in  3,  hier  gleich  hohe 
Schichten  von  l^s  m  Höhe.  Für  jede  Schicht  wird  zunächst  der  Erd- 
druck festgestellt.  Nach  uns  jetzt  bekannten  Regeln  (etwa  nach  Fig.  229) 
konstruieren  wir  die  Druckdreiecke,  wir  haben  die  Konstruktion  in  der 
Figur  nur  für  die  beiden  oberen  Schichten  ausgeführt,  thatsächlich  genügt 
es  hier,  das  grösste  Druckdreieck  auszufuhren  und  dasselbe  zu  verwandeln, 
etwa  das  für  die  Höhe  H  =  4  m,  da  sie  sich  alle  ähnUch  sind.  Nun 
berechnet  man  aus  der  Fläche  des  Kronendreiecks  und  der  darunter 
hegenden  3  Trapeze  die  Seitenkräfte  Ej  .  .  E^.  Man  erhält  die  Dimen- 
sionen, aus  der  Zeichnung  entnommen: 
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E,  =  0,33  . 1,33  .  i  1600  =  355  kg 

E,  =  9z6i+M3  . 1,33  .  1600  =  1068  kg 

E,  =  ^>^^  +  ^>^^  .  1,33  .  1600  =  1780  kg 

E^  =  h^i+}fi9. .  1,33  .  1600  =  1790  kg. 

Die  diesen  Werten  entsprechenden  Mauergewichte  sind  auch  wieder 
für  eine  1  m  breite  Mauer  : 

Gl  =  ^  '^^'^^  .  1,33  .  2200  =  3140  kg 
G,  =  hlLtl^ .  1,33  .  2200  =  3620  kg 
G,  =  .^j26  +  1,40  ^  g^  2200  =  3900  kg 

G^=  1,6.1-2200  =  3520  kg. 

Man  stellt  nun  in  einer  Seitenfigur  ein  Kräftepolygon  aus  obigen 
Kräften  G|  E^  G^  Ej  G^  E3  . .  zusammen ,  diese  liefern  die  Resultierenden 
rjrjrjjr^,  welche  man  aus  der  Nebenfigur  parallel  in  die  Hauptfigur  über- 
trägt: rj  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Kräfte  G^  E^,  r,  durch  den 
der  Kräfte  G,  E,  u.  s.  w. 

Man  wählt  nun  einen  Polpunkt  0  und  zieht  die  den  Resultierenden 
Ti  r,  .  •  entsprechenden  Polstrahlen  0,  I,  II..,  überträgt  diese  in  die 
Hauptfigur,  verlängert  sodann  die  Seilpolygonseiten  U  und  HI  bis  zum 
Schnitt  in  oOi  und  verbindet  in  der  Hauptfigur  die  Endpunkte  der 
Kräfte  E^  Eg  E^  mit  m,  so  erhält  man  geschlossene  Kräftedreiecke;  die 
Schlosslinien  R,  R3  R^  (r^  ist  schon  übertragen)  überträgt  man  natür- 
lich wieder  parallel  in  die  Hauptfigur  nach,  sie  gehen  durch  die  Punkte 
b,  c,  d  bezw.  a  und  schneiden  die  Mauerschichten  in  den  Punkten  1,  2, 
3,  4.  Die  Verbindungslinie  derselben  ist  die  Mittellinie  des 
Druckes. 

Die  in  den  Fugen  1,  2,  3,  4  wirkenden  senkrechten  Kräfte  S^  S, 
83  S4  lassen  sich,  wie  aus  Fig.  345  zu  ersehen,  leicht  austragen.  Man 
findet  S,  =  3400,  S,  =  7500,  S,  =  12500  und  S^  =  17  200  kg. 

Zu  bemerken  ist,  dass  in  unserer  Zeichnung  die  Kraft  R^  zufällig 
durch  den  Schwerpunkt  S  des  Fundamentquerschnittes  geht. 

Um  die  Kantenpressungen  in  A,  B,  C,  D  zu  erhalten,  messen  wir 
die  Entfernungen  s  in  den  betr.  Fugen  und  wenden  die  oben  entwickelten 
Formeln  an. 
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In  der  obersten  Fuge  ist  s  =  o,  d.  h.  es  fällt  der  Schnittpunkt  1 
der  Kraft  R  bezw.  r^  in  die  Mitte,  wir  erhalten  aus  Gl.  35,  S.  311,  die 
Druckspannung  für  b^  =  1,14  m  =  114  cm, 

Si  3400 


k;  =  ka  = 


=  0,3  kg. 


lOObj       100.114 

Im  zweiten  Fugenschnitt,  dessen  Breite  b2=  1,26  m,  fällt  der  Schnitt 

Rg  um  Sj  =  3,6  cm  links  von  der  Mitte,  also  auch  in  das  mittlere  Drittel, 

sonach  ist  keine  Zugspannung  vorhanden  und  wir  finden  die  Pressung  durch 

^^-^^-  lOOb,  V  +    b,  /  -  100.  126  V  +    126  /  -  "'^  *S- 


Im  dritten  Fugenschnitt  fällt  R,  um  s,  =  8  cm  links  der  Mitte  und 
liegt  noch  im  Kern,  sonach  ist  für  b  =  1,4  m  die  Pressung  in  B 


k'  — k.  — — »— 
^'  ""^"lOOb, 


o+'e) 


^3^-. 


12500 


100-  140 


(■+?5ö')  =  '.^ 
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Die  Eantenpressung  in  A  ergiebt  sich  für  die  unterste  Fuge,   für 
welche  b^  =  1,65  m,  84  =  12  cm,  S4  =  17200, 

17200    /         6.12^ 


k;= 


100  •  165 


165 


-)  =  1,5  kg. 


Wir  ersehen  aus  dem  Vorstehenden,  dass  die  Futtermauer  stand- 
sicher,  femer  y  dass  die  Druckverteilung  eine  günstige  ist  und  dass  die 

Heebt,  Xecbuiili.    in.  44 
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Materialpressungen  gering  sind;  die  Erdpressung  in  4  erreicht  noch  nicht 
2  kg  auf  d.  qcm  und  ist  darum  auch  noch  zulässig. 

Der  Winkel,  den  die  Kraft  R,  mit  der  Vertikalen,  abo  mit  Sg, 
bildet,  ist  8  =  13°,  dessen  trig.  Tang,  ist  tg  13°  =  0,23,  während  nach 
der  Tabelle,  S.  294,  für  imseren  vorliegenden  Fall  9  =  0,68  bis  0,76; 
es  ist  somit  0,23  <  9  und  demnach  von  einer  seitlichen  Verschiebimg 
in  den  Fugen  keine  Rede.  Die  grösste  Verschiebungskraft  in  der  Funda- 
mentsohle ist  übrigens  aus  der  Figur  entnommen,  T  =  4300  kg. 

II.  In  Fig.  346  haben  wir  ims  die  Aufgabe  gestellt,  für  einen  Ge- 
treideboden eine  Stützmauer  von  H  =  1  m  Höhe  herzustellen;  das  Ge- 
treide ist  an  der  Mauerkrone  horizontal  abgegUchen,  aber  soll  noch  auf 
1  m  in  der  Richtung  der  Mauer,  also  auf  1  m  lfd.  mit  200  kg  belastet 
werden,  z.  B.  durch  Menschen,  welche  das  Getreide  betreten.  Der 
Böschungswinkel  ist  ß  =  20°,  das  Einheitsgewicht  des  Getreides  ist 
760  kg  und  das  des  Mauerwerkes  Yj  =  1400  kg.  Die  Stärke  der  Mauer 
ist  dann 


b  =  0,68.1tg(45-^)|[/^  =  0,3~38 


cm. 


Wir  haben  die  Mauer  an  der  Krone  mit  1  Vj  Stein  =  38  cm  aus- 
geführt und  sie  nach  innen  an  der  Rückenfläche  geböscht,  und  zwar  mit 
60  cm  Stärke  am  Fundament.  Die  horizontale  Begrenzimg  an  der  Krone 
ergiebt  mit  der  Böschung  von  20°  eine  horizontale  Entfernung  von  2,8  m, 
die  aus  der  Zeichnung  entnommen  werden  kann;  die  zufällige  Belastung 
von  200  kg  entspricht  der  Überhöhimg  von  H^,  diese  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  2,8  •  1  •  Hi  760  =  200,  man  erhält  H,  =  0,1  m  abg. 

Man  konstruiert  nun  zunächst  das  Druckdreieck  im  Sinne  der 
Fig.  336  und  legt  ein  oder  mehrere  horizontale  Schnitte  durch  die  Mauer, 
wir  haben  uns  in  Fig.  346  mit  einem  Schnitt  in  der  halben  Höhe  der 
Mauer  begnügt;  man  erhält  dann  zwei  Trapeze  zur  Berechnung  des  Erd- 
druckes El  imd  Ej. 

Aus  dem  Inhalt  der  Trapeze  0,08  qm  und  0,2  qm  erhält  man 

El  =  0,08  . 1  .  760  =  60  kg  und  E,  =  0,2  •  1  •  760  =  160  kg. 

Die  beiden  entsprechenden  Gewichte  der  Mauer  sind 
Gl  =  0,205  .  1400  =  287  kg  und 
Ga  =  0,236  .  1400  =  329  kg. 

Man  sucht  femer  die  Schwerpunkte  der  Trapeze  und  konstruiert 
in  einer  Seitenfigur  die  Kräftepolygone  G^  E^  r^  und  G,  r,  E,;  r, 
und  r^  werden  durch  die  Schnittpunkte  n^  und  n,  parallel  in  die 
Hauptfigur  übertragen.   Weiter  wählt  man  auf  der  Horizontalen  mO  den 
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Polpunkt  0  und  überträgt  die  Polstrahlen  o,  I  und  II  in  die  Hauptfigur, 
o  I  bilden  mit  r^  und  I II  mit  Tj  ein  Kräftedreieck.  R  bildet  mit  o  II 
ein  Kräftedreieck;  überträgt  man  daher  R  parallel  durch  Oj  in  die  Haupt- 
figur,  80  schneidet  R  in  2  die  untere  Fuge,  während  r^  die  mittlere 
Fuge  in  1  schneidet,  1  und  2  sind  die  Endpunkte  der  Drucklinie. 

Der  Schnittpunkt  2  liegt  in  der  Entfernung  Xj  ^  16  cm  von  der 
Kante  A,  also  fast  in  Vs  der  Fuge  im  Kemrande.  Der  Schnittpunkt  1 
fällt  in  das  mittlere  Drittel,  s^  wird  2,5  cm.  Die  senkrechten  in  diesen 
beiden  Punkten  wirkenden  Kräfte  sind  aus  der  Figur  entnommen,  Sj  = 
315  kg  und  S,  =  725  kg,  die  Schubkraft  T  =  320  kg.  Diese  letztere 
sucht  die  Mauer  vom  Fundament  abzuschieben. 

Die  Kantenpressung  in  A  ist  nach  Gl.  39  S.  315,  wenn  das  Mauer- 
werk keinen  Zug  vertragen  kann, 

k  -  2S,    _   2-725   _ 

'^'  ~  300x,  ~  300  •  16  ~    '      ^" 

Die  Druckspannung  in  der  mittleren  Fuge 

I  Si      /,    ,   6.s,\  315      /,    ,   6-2,5\        .,, 

Die  Druckspannungen  in  den  Fugen  sind  ohne  Rücksicht  auf  die 
Kräfte  Ej  und  E,,  also  wenn  die  Mauer  frei  stehen  würde,  in  der  mitt- 
leren Fuge 

G  287 

^  =  440Ö  =  ÜÖÖ  =  ^'^'  ^S  auf  d.  qcm, 

in  der  unteren  Fuge 

,    _GijfG,  _^16^_ 

Denken  wir  uns  das  Mauerwerk  frei  aufliegend  ohne  Verbindung 
mit  dem  Boden,  so  findet  die  folgende  Beziehung  der  gleitenden  Reibung 
statt  (s.  S.  235) 

T  =  9S,  oder9  =  -J^=-f§-  =  0,43; 

d.  h.  der  Reibungskoefficient  muss  0,43  überschreiten,  da  die  Mauer 
sonst  seitlich  verschoben  wird. 

III.  Für  ein  Wasserbassin  ist  eine  Stützmauer,  eine  Teiclimauer, 
herzustellen,  Fig.  347,  die  Höhe  sei  H  =  5  m,  die  Fundamenthöhe 
Hj  =  1  m.  Das  Mauerwerk  habe  ein  Gewicht  von  y^  =  2400  kg  für 
d.  cbm.  Um  die  nötige  Stabilität  zu  erreichen,  ist  nach  Gl.  79  c,  S.  186 
Mech.  Bd.  I,  die  Mauerstürke 

44* 


322  Stützlinie  in  Futter  mauern. 

b  =  18^ (*«) 

5 
folglich  b= 18    r         =  1,8  m  ~  2  m. 
/2400 
Wir  wollen  dieses    Mass    auch    als  Kronenstärke  verwenden.     Die 
Form  der  Mauer  ist  aus  dem  Querschnitt,  Fig.  347,  zu  ersehen.     Wir 
haben   die  Mauer  in  4  gleich  hohe  Teile  geteilt   und  müssen  nun  den 
Wasserdruck  für  jeden  Teil  und  das  Gewicht  eines  jeden  feststellen. 

Der  Wasserdruck    auf  die  ganze   Rückenääche  bc  der  Mauer  für 

eine  Mauerlänge  von  1  m  lässt  sich  darstellen  durch  den  Flächeninhalt 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks  w^  w,  Wj,  dessen  Basis  der  Höhe  H  gleich 

ist*),  multipliciert  mit  dem  Gewicht  y  eines  cbm  Wasser. 

W^  =  i  .  6*  •  1000  =  12500  kg. 

Der  Wasserdruck  auf  die  Rückenfläche  der  Schicht  1 1  c  d  ist 

Wj  =  ^ .  3,75« .  1000  =  7030  kg. 
Für  die  Schicht  II II  cd  ist 

Wjj  =  ^  .  2,5« .  1000  =  3126  kg 
und  für  die  oberste  Mauerschicht  wird 

Wi  =  ^.1,252.1000  =  781  kg. 
Die  Angriffspunkte  dieser  horizontal  auf  die  Mauer  einwirkenden 
Kräfte  WjW^WjW^  liegen  in  den  Schwerpunkten  der  Dreiecke  ViV^Wj 
in  Sj,  für  Wj  in  S^,  Schwerpunkt  des  Dreiecks  V2V2W2,  für  Wg  in  Sj, 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  VjVjW,,  für  W4  in  S4,  Schwerpunkt  des  ganze» 
Dreiecks  w^w^Wg. 

Wir  suchen  nun  die  Schwerpunkte  der  entsprechenden  Mauertrapeze 
t^  für  III III cd,  tj  für  II II cd,  t,  für  II cd  und  t^  für  ebcd. 
Die  betreffenden  Mauergewichte  sind 

G,  =  ^^^-i^  •  1,25  .  2400  =  6250  kg 
G,  =  ^^^^  ^  ^^^  .  2,60 .  2400  =  13 100  kg 
G3  =  ^>^^  +  ^>^^  .  3,76  .  2400  =  21 000  kg 

G4  =  ^>^Q  +  ^>^^  .  6,00 .  2400  =  29  500  kg 

Das  Fundameiitgewicht  ist  G  5  =  3  •  1  •  2400  =7200  kg,  das  letztere 
hat  keinen  Wasserseitendruck  auszuhalten. 

Die  Kraftlinien  von  G^  G,  Gj  G4  und  W^  W,  W3  W4  schneiden  sich 
in    den    Punkten    t^  tj  t,  t4.     In    einer   Nebenfigur   tragen    wir   von    m 

*)  Näheres  folgt  im  IV.  Bd.  d.  Mech. 
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aus  die  Wasserkräfte  Wj  Wj  Wj  W^  und  aii  deren  Endpunkten  die 
Gewichte  G^  . . .  G4  an;  die  Resultierenden  dieser  jeweiligen  Parallelo- 
gramme Tj  r^  rj  r4  übertragen  wir  parallel  durch  die  Schnitte  u^  Ug  Ug  u^ 
in  die  Hauptfigur,  r^  schneidet  die  Fuge  der  Mauerschicht  III III  in  1, 
r,  die  Schichtfuge  II II  in  2,  r,  trifft  in  3,  r^  r4  in  4  die  Fuge  e  b. 

Das  Gewicht  der  Fundamentschicht  Gs,  deren  Schwerpunkt  in  t^ 
liegt,  muss  mit  der  Kraft  r4  eine  Resultierende  bilden,  deren  Grösse 
Tj  wir  aus  dem  Kräftedreieck  r4  Gg  t^  der  Nebenfigur  finden;  che 
Richtung  derselben  geht  durch  Uo,  dem  Schnittpunkt  der  Kraftlinien  r4 
und  G5,  sie  trifft  die  unterste  Mauerschicht  af  in  5. 

Die  in  den  Schnittpunkten  1 ,  2 ...  5  senkrecht  auf  die  Fugen  wir- 
kenden Kraft»  sind  die  Mauergewichte  G. 

Die  Breiten  b  sind  aus  der  Figur 

b=2m;  bi  =mm=:210  cm;  b,  =  nn  =  225cm; 
b,  =  II II  =  236  cm;  b4  =  eb  =  260  cm;  bg  =  af  =  3  m. 

Der  Schnittpunkt  1  liegt  in  der  Mitte  der  Fuge;  es  ergiebt  sich 
eine  Druckspannung  von 

,    __G^__6260__ 

^'  ~  lÖÖb,  ~  100  .  210  ~  ^'"^  ^^• 

Im  zweiten  Schnitt  II II  greift  S  bezw.  Gj  im  Kern  an,  und  zwar 
in  der  Entfernung  Uj  2  =  Sg  =  20  cm  von  der  Mitte,  es  findet  also  nur 
Druck  in  der  Fuge  statt,  die  Druckspannung  ist 

G,     /        6-8A_    13100    /         6-20X_ 

•^       lOObA    ^    b,  /       100.225V^+    225  /  ~"  "'^ ''^• 

Die  Kraft  6,  in  1 1   greift  in  3  im  Kemrande  an,   es  ist   13  = 

ib,=in. 

Die  Pressung  in  I  Unksseitig  ist  Gl.  38  S.  314 

k-    G,     (        6-ib3\    _  2G.   _2-21000_ 
•^  ~  lOOb,  V    ^     b,     /  ~  lOOb,  ~  100  .  235  ~  ^'^  ^^■ 
Auf  der  rechten  Seite  in  I  ist  die  Spannung  Null.   In  der  Fuge  eb 
ist  nach  der  Gl.  S.  314,  wenn  eine  Zugspannung  zulässig  ist,  wenn  die 
Mauersteine  durch  Bindemittel  miteinander  verbunden  sind,  die  Druck- 
spannung oder  Pressung  links  für  s  ^  z  4  =  55  cm, 

S_(.,6s\         29  500     /.    .    6-55^ 
lOOb^V"*"  b^. 
die  Zugspannung  rechts 


. ,  _      S     /'i    ,   6  s\  _     29  500     /         6-55^  _  o  7  u 
" '  -  lÖÖb:  V  +  b7/  -  100.250  V^  +  ~2bÖ'J  -  ^'^  ^^' 


k.= 


29500 


0-w)=-«.^k«- 


100 • 250 

E.eht.  MMhloik.    ni.  45 
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Ist  keine  Zugspannung  zulässig,  sind  die  Steine  ohne  Bindemittel, 
beispielsweise  nur  aufeinander  geschichtet,  so  ist  die  grösste  Druckpressung 
in  e  für  x  =  e  4  =  64  cm, 

2J^500_ 

^-  300.64  -^'*^e. 


Die  Kantenpressung  in  f  ist  für  x  =  70  cm 
,       2.(Gi+Gg...  +  G5)       2.36700 


3,5  kg. 


300.x  300.70 

IV.  Es  soll  für  trockene  Dammerde  eine  Stützmauer  hergestellt 
werden,  Fig.  348;  der  Böschungswinkel  ist  ß  =  40°,  die  Einheitsgewichte 
sind  für  das  Mauerwerk  y^  =  2000,  für  die  Erde  y  =  1600  kg  für  d.  cbm. 
Die  Höhe  der  Mauer  ist  H  =  4,6  m,  die  unterste  Fundamentfuge  ist 
gegen  die  Horizontale  um  10°  geneigt.  Aus  der  mittleren  Hauptfigur  ist 
die  äussere  Form  der  Mauer  ersichtUch. 

Um  der  Stabilität  zu  genügen,  fiihren  wir  die  Mauer  mit  einer 
Stärke  von 

b  =  0,68.6Ung(4.-¥)|/i'^~>. 

aus,  die  wir,  um  möglichst  geringe  Spannungen  zu  erhalten,  auf  die 
Krone  der  Mauer  beziehen  wollen. 

Wir  teilen  die  Mauer  in  4  Schichten,  von  denen  die  3  oberen  je 
1  ni,  die  untere  1,5  m  Höhe  hat. 

Die  Gewichte  der  einzelnen  Mauerschichten  sind 

Gl  =  - +Ji^  .  1  .  2000  =  2260  kg, 

Gg  =  2800  kg,  G3  =  3400  kg,  G^  =  5800  kg. 

Die  Schichten  werden  auf  das  anschliessende  Terrain  übertragen, 
und  die  Druckdreiecke  jedesmal  vom  Schnitt  bis  zur  Krone  wie  in 
Fig.  336  konstruiert.  Nach  der  Verwandlung  in  die  Dreiecke,  den 
Schichthöhen  entsprechend,  findet  man  aus  den  Trapezen  den  jedesmaligen 
Erddruck  für  die  betreffende  Mauerschicht: 

El  =  520  kg,  E,  =  1200  kg,  E3  =  1350  kg,  E^  =  2500  kg. 

Die  Schwerpunkte  Sj  Sg  S3  S4  werden  dann  horizontal  auf  die  Rücken- 
fläcbe  der  Mauer  übertragen,  die  Kräfterichtungen  Ej  E,  E3  E4  unter 
ß  =  40°  senkrecht  auf  die  Schichtlinien  eingezeichnet  und  die  Schnitt- 
punkte der  Kräfterichtungen  Gj  Ej ;  G2  Eg ;  G3  Ej ;  G4  E4  in  der  Haupt- 
figur gebildet.  In  einer  Nebenfigur  entwickelt  man  dann  wieder  aus 
dem  Kräftezug  Gj  Ej  Gg  Ej  . . . .  Die  Resultierenden  r^  rg  . . .  und  über- 
trägt diese    parallel  durch  die    oben    gefundenen    Schnittpunkte   in   die 
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Hauptfigur*     Durch  den  Polpunkt  0  ergiebt  sich  wieder  das  Seilpolygon 

0  I  il  III IV,  welches  in  die  Kraftrichtmigen  übertragen  wird. 

Durch  die  V'erlängeningen  der  einzelnen  Seilpolygonseiten  bis  in  die 
linien  o  Oi  erhält  man  die  Schnittpunkte  b  und  c;  a  und  Oj  sind  schon 
vorhanden.     Durch  a  geht  die  Kraft  fj  (Ri),   welclte  die  erste  Fuge  in 

1  trifft;  durch  b  überträgt  man  parallel  die  Resultierende  R^  =  mn,  sie 
trifft  die  zweite  Fuge  in  2;  in  unserer  Konstruktionszeichnung  fallt  zii- 
fällig  der  Punkt  2  mit  dem  Schidttpunkt  der  Knifterichtungen  G»  und 
E,  zusammen» 

Die  Resultierenden  R^  und  R4  werden  dann  weiter  parallel  durcli 
c  und  Oj  übertragen  und  treffen  die  Fugen  in  3  und  4;  R^  fallt  bei  uns 
nahezu  mit  r^  in  eine  Linie.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  1,  2,  3*  4 
liefert  uns  einen  Überblick  der  Mittellinie  des  Druckes. 

Die  sämtlichen  4  Punkte  fallen  in  den  Kern,  in  das  mittlere  Drittel, 
es  ist  also  keine  Zugspannung  vorhanden. 

Um  die  in  AB  im  Punkt  4  senkrecht  ivirkende  Ki*aft  Pj  festzustellen, 
ziehen  wir  in  der  Nebenfigur  mnii  parallel  AB.  und  durch  m^  die  Pa- 
rallele P^,  sie  ergiebt  sich  zu  Pj  ^  17000  kg. 

Der  Punkt  4  liegt  um  s  ^  1 6  cm  rechts  von  der  Mitte,  die  Breite 
der  Fuge  ist  b4  ^  1,6  m  ^  160  cm,  die  Druckspannung  in  A  ergiebt 
«ich  demnach  zu 


k',= 


17  000 


0+^) =••"«• 


100- 160  \     •      160 

Übersteigen  diese  Pressungen  die  zulassigen  Werte  oder  schneidet 
die  Krafl  Pj  derart  die  Fundamen ttuge,  dass  die  Stabilität  beeinträchtigt 
erscheint,  so  muss  die  Form  der  Mauer  geändert  werden.  Werden  die 
Pressungen  sehr  gering,  so  kann  die  Mauer  schwächer  ausgeführt  werden. 

Bei  dieser  unterschnitten en  Futtermauer  ist  aber  noch  in  Er- 
wägung ZVL  ziehen,  ob  die  Mauer  beim  Aufbau  auch  die  genügende 
Stabilität  besitzt,  und  iiicht  während  des  Baues  um  die  Kante  A  nach 
innen  fällt. 

Die  links  gezeichnete  Hilfsfigur  giebt  uns  hierüber  Aufeclduss.  Wählen 
wir  zu  den  in  dieser  Figur  aneinander  gereihten  Kräften  Gj  Gj  Gg  G4  einen 
behebigen  Polpunkt  Ojj  und  konstruieren  das  Seilpolygou  0  12  3  4  hiei* 
unterhalb  der  Hauptfigur,  so  Uefert  uns  yz  die  Schwerlinie,  unter  der  die 
Mittelkraft  der  Gewichte  G  wirkt;  sie  schneidet  die  Fuge  AB  in  z.  Die  in 
diesem  Punkte  senlcrecht  wirkende  Kraft  Pj  =  14100  kg  ergiebt  sich  aus 
der  llUfefigur  rechts,  indem  man  die  beiden  Parallelen  Tg  parallel  A  B  und 
P,  II  P|  zieht     Tj  ^  löOO  kg  ist  die  Seitenkraft  der  alleinstehend  ge- 
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dachten  Mauer  ia  der  Richtung  von  AB,  wiihrend  aus  der  rechten 
figur  Tj  ==  3000  kg  die  gesamte  Schubrkaft  ist. 

Entuimnit  man  x^  =  Az  =  25  cm  aus  der  Zeichnung,  so  lässt  sich 

9  .  P 


die  Pressung  in  A  aus   k  = 


300  •  Xi 


l>erecbnen,    welche  die  Mauer  fiir 


sich  allein  ausübt;  man  findet  k  = 


UIOO 


300 .  25 
oben,  weil  in  obigem  Falle  die  Erdschicht  eiitgegendrückt. 


=  3,7  kg,  also  grössei'  wie 


Man  pflegt,  um  bei  ausgedehnten  Futtermauern  an  Material  m 
sparen,  die  Mauer  verbältnismässig  schwächer  auszuführen,  aber  die 
Mauerfront  in  bestimniteo  möglichst  gleichen  Abstanden  mit  Strebe- 
pfeilern zu  vei*sehen,  Fig.  349  S.  325.  Die  letzteren  sollen  ein  Kanten  der 
gesamten  Mauer  verhindern.  Die  zwischen  den  Pfeilern  stehende  Mauer 
kann  wohl  m\  der  Grenze  der  Standsicherheit  Uegen,  sie  muss  alier 
wenigstens  so  stark  sein,  dass  sie  weder  von  dem  Erddruck  verschoben, 
noch  dass  sie  an  der  Bodenftige  abgebrochen  vntä;  die  zulässige  Biegungs- 
Spannung  soll  jedoch   1  bis  1,5  kg  auf  d.  qcm  nicht  überschreiten. 

Es  sei,  Fig.  351,  ABCÜ  eine  Stützmauer*  welche  dem  Erddinick  E 
Widerstand  leisten  soll,  G  ist  das  Gewicht  der  Mauer*  Die  Resultierende 
R  beider  vemnlasst  unter  allen  Umständen  ein  Kanten  um  D,  Um  ^neder 
die  nötige  Stabilität  zu  en*eicheo,  verstärken  wir  das  Mauerwerk  um 
ED,  dann  fällt  R  in  den  Kern*  Oder  wir  nehmen  eine  neue  Resul- 
tierende Ri  an,  welche  innerhalb  AD  liegt,  aber  in  einer  solchen  Ent- 
feraungy  x  von  D,  dass  eine  gewisse  Dmckspannung 
2S 


I 


k 


nicht  übei^chritten  wird. 
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Damit  nun  Rj  mit  R  wieder  das  Gleichgewicht  erreichen,  muss  eine 
Horizontalkraft  T  ermittelt  werden,  welche  als  Biegungskratt  ein  Moment 
bildet,  welches  die  Mauer  im  Querschnitt  AC  abzubrechen  sucht;  damit 
dies  nun  nicht  geschieht,  werden  Pfeiler  angeordnet,  die  rlieser  Kiaft 
Widerstimd  leisten.  Der  Mauerquerschnitt  wird  nach  obigem  Monjent 
berechnet,  und  zwar  unter  Zugrundelegung  der  Formel  M  =  k^  W, 

Trägt  man  ein  Kräftepolygon  mit  E,  G,  R  auf  und  über- 
trägt Rj  aus  der  Hauptfigur,  so  ergieht  sich  leicht  die  Hm'  1- 
kraft  T,    ebenso  auch  die  senkrechte   Fugenkraft  S  und  die  St  it 

Tj ;  die  letztere  bewirkt  wieder  eine  Verschiebung  bezw.  Abscherung 
der  Mauer  vom  Fundament. 


I 
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Damit  nun  die  Mauer  für  sich  allein  gegen  Abbruch  gesicheil  ist^ 
muss  der  Bedingung  Genüge  geleistet  werden 

TL J^  _      Hb* 
8       ""  *"'     6  ' 
in  dieser  Gleichung  bezieht  sich  die  Kraft  T  auf  1  m  Länge,    sonach 
T  L  kg  auf  L  m  Ifde.  Mauerlänge,  welch  letztere  in  Fig.  349  angedeutet  ist. 

Fig.  851. 


Aus  obiger  Gleichung  ergiebt  sich 

L  =  2b|/|f,   bezw.k.=  ||(^y 


(41) 


Letztere  Formel  dient  zur  Feststellung  der  Spannung,  und  zwar  kann 
kfc  hier  nur  die  Zugspannung  des  Materiales  bedeuten,  welche  die  obige 
Grenze  S.  328  nicht  erreichen  darf. 

Will  man  noch  Rücksicht  auf  die  Querkraft   nehmen,   welche  die 
Mauerquerschnitte  2b  H  abscheren  würde,    so  ist  der  Gleichung 
TL  =  K, 2bH  Grenüge  zu  leisten;  aus  dieser  folgt 

TL 


k.  =  i 


bH' 


(42) 


wenn  k,  die  zulässige  Schubspannung,   k,  <^  1  kg  auf  d.  qcm,  bedeutet. 
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Die  weiteren  Untersuchungen  beziehen  sich  dann  auf  den  Pfeiler,  ob 
dieser  standsicher  ist  und  wie  gross  die  Maximalspannungen,  bezw.  Pres- 
sungen in  demselben  werden  können. 

I.  Es  soll  beispielsweise,  Fig.  352,  eine  Futtermauer  von  H  =  5  m 
Höhe  und  b  =  1  m  Stärke  untersucht,  und  sollte  sie  sich  nicht  stabil 
und  fest  genug  erweisen,  durch  Strebepfeiler  verstärkt  werden.  Das  Ein- 
heitsgewicht des  Mauerwerkes  ist  y^  =  2000  kg,  das  des  Materiales 
1600  kg,  der  Böschungswinkel  ß  ==  30®.  Das  Druckdreieck  ergiebt  auf 
1  m  Ifde.  Mauer  4  qm  Inhalt,  somit  ist  der  Elrddruck 
E  =  4. 1600  =  6400  kg. 

Das  Gewicht  der  Mauer  ist  G  =  5  •  1  •  2000  =  10000  kg. 

Es  sollen  nun  die  Spannungen  ka  =  4  kg  und  k,  =  1,5  kg  nicht 
überschritten  werden;  danach  ist  die  weitere  Konstruktion  zu  richten. 
Man  trägt  die  Mauer  AB  CD  auf,  E  wirkt  in  ^s  d^r  Höhe  und 
schneidet  die  Schwerlinie  der  Mauer  in  s.  Das  Kräftepolygon,  Fig.  353, 
ergiebt  die  Resultante  R,  welche  die  Kante  A  in  der  Hauptfigur  über- 
schneidet, man  hat  nur  nötig,  R  parallel  durch  s  zu  übertragen.  Um 
die  Mauer  standsicher  herzustellen,  sind  Strebepfeiler  erforderUch.  Das 
Kräftepolygon  ergiebt  durch  die  senkrechte  Linie  S  und  den  horizontalen 
Abschluss  mit  R^  S  =  13200  kg.  Da  nun  k^  ^  4  kg,  so  ergiebt  sich 
aus  Gl.  39a  S.  315 

_    2S    _2j_13200_ 
''~300k-    300.4    -^^^°^' 

trägt  man  diese  von  der  Kante  A  nach  z,  so  ist  die  Richtung  Rj  ge- 
geben; diese  überträgt  man  parallel  in  die  mittlere  Fig.  353  und  findet 
dann  die  horizontale  Kraft  T  =  2650  kg  aus  der  Zeichnung. 

Aus  Gl.  41  der  vorigen  *Seite  berechnen  wir  hiemach  die  Länge  L 
der  Mauer 

T        OA 1  /Hk.;       Oll  A-löOOO       .  , 

In  die  letzte  Formel  musste  Kb  bezw.  k,  =  1,5  kg  auf  d.  qcm  in 
Metermass,  also  auf  d%  qm  eingeführt  werden. 

Die  Breite  des  Strebepfeilers  wollen  wir  1  =  2  m  annehmen,  dann 
ist  die  Horizontalkraft  Tq  auf  diese  Breite  reduziert 

To  =  ^,  in  unserem  FaUe  To  =  ^^^^^l.^'^  =  8100  kg. 

E  und  To  greifen  in  der  Schwerlinie  G  der  Mauer  an,  und  bilden 
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die  Resultierende  r,  die  sich  aus  einem  Eräftepolygon  aus  Fig.  354  rechts 
oben  ergiebt 

Wir  haben  nun  einen  Pfeiler  angenommen  von  bo  =  2,6  m  unterer 
und  1,8  m  oberer  Stärke,  dessen  Gewicht  wird 

Go  =  2  . 6 .  ^'^  "^  ^^^  .  2000  =  44 000  kg, 

dessen  Schwerlinie  geht  durch  s©,  dem  Schnittpunkt  von  r  und  Gq.  Die 
beiden  letzteren  Kräfte  bilden,  wie  aus  Fig.  354  zu  entnehmen,  die  Re- 
sultierende Rq,  welche  wir  durch  Sq  übertragen;  die  kleinere  Zeichnung 
Fig.  354  ergiebt,  dass  Zq  in  den  Kern  fällt,  in  das  mittlere  Drittel,  es 
ist  ako  nur  Druck  vorhanden,  welcher  sich  aus 

•^       lOObo  V   ^  bo  / 
berechnen  lässt.    Den  Wert  So  ==  47  000  entnimmt  man  aus  (d),  ebenso 
8  =  18  cm  und  findet 

,  47000    /,    ,   6.18\       ^,, 

Bei  den  angenommenen  Strebepfeilerdimensionen  ist  also  k^  =  4  kg 
noch  nicht  erreicht. 

Bei  geringerer  Stärke,  also  auch  kleinerem  Gewicht,  G©  würde  viel- 
leicht Ro  ausserhalb  des  Kernes,  sagen  wir  nach  z^,  gefallen  sein,  man 
würde  dann  die  betreffende  Entfernung  x^  von  der  Kante  messen  und 
die  Spannung  k  aus 

300  Xi 
berechnen,  welche  dann  auch  k<i  =  4  kg  nicht  übersteigen  darf. 


Manerbelastungen. 

Ist  eine  Mauer  gleichmässig  verteilt  belastet,  so  lässt  sich  ihre 
Flächenausdehnung  nach  dem  gleichmässig  verteilten  Flächendruck  und 
der  zulässigen  Druckspannung  auf  die  Quadrateinheit  berechnen.  Tritt 
eine  ungleichmässig  verteilte  Belastung,  eine  excentrische  Belastung  ein, 
80  kommen  auch  hier  die  im  vorigen  Beispiel  angeführten  Regeln  in 
Betracht. 

Rceht,  Mtohaolk.    m.  46 
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Flg.  352,  S5S  und  85  t. 
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Allgemeine  Mauerbelastung. 
Fig.  355,  356,  357  und  358. 
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Die  Mauer,  Fig.  355,  ist  durch  die  senkrecht  wirkenden  Kräfte 
2P  =  Q  gleichmässig,  symmetrisch  belastet,  die  zulässige  Druckspannung 
liefert  die  Formel  (vergl.  S.  311) 

kd=Y (a) 

Der  Pfeiler,  Fig.  356  unterhalb  der  Mauer,  mit  rechteckigem  Quer- 
schnitte ist  durch  verschieden  grosse  senkrechte  Kräfte  belastet  Wir 
stellen  ein  Seilpolygon  her  und  finden,  dass  die  Mittelkraft  S  um  s  von 
der  Mitte  abweicht.  Fällt  sie  in  den  Kern,  so  findet  nur  Druckvertei- 
lung statt  und  es  kommt  die  zweite  der  Gleichungen  36,  S.  314,  für  die 
Kantenpressung  in  Betracht 

^=imi'  +  'i) »^' 

Fällt  S  in  die  Kerngrenze,  so  berechnen  wir  die  Kantenpressung  nach 
Gl.  38 

^  =  TÖÖb (-'^ 

Fällt  S  ausserhalb  des  Kernes  und  sind  Zugspannungen  zulässig, 
d.  h.  ist  das  Mauerwerk  mit  einem  genügenden  Bindematerial  hergestellt, 
so  rechnen  wir  die  Zugspannung  in  der  Kante  nach  der  ersten  der  Gl.  36 

.       ^-^(^-'t) (* 

Ist  das  Bindematerial  aber  schlecht,  so  dass  es  sofort  bei  Zug- 
spannungen nachgiebt,  die  Steine  als  einfach  aufeinander  geschichtet  an- 
gesehen werden  müssen,  so  verteilt  sich  der  Druck  nur  auf  die  Flächen- 
länge 3  X,  wenn  x  die  Entfernung  von  der  Kante  ist;  die  Druckspannung 
ist  sodann  nach  Gl.  39 

1.     '    2S  ^    . 

Hierbei  kann  es  eintreten,  dass  k  sehr  gross  wird,  wenn  ev.  x  klein 
ist,  dann  muss  man  bei  Annahme  von  einem  Maximalwert  für  k,  x 
berechnen  nach 

^=3Öök ^^' 

unter  Umständen  kann  dann  eine  andere  Kräftelage  erforderlich  werden, 
oder  eine  Änderung  der  Verteilung  der  Kräfte.  Die  Kraft  S  wird  in  c, 
s.  Fig.  350  S.  325,  eine  Zugspannung  veranlassen;  kann  aber  die  Fuge 
c  keinen  Widerstand  leisten,  so  muss  von  Zug  abgesehen  werden,  dann 
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mnss  der  Teil  mn  der  Fuge  den  ganzen  Druck  übernehmen,  wird  dieser 
zu  gross,  so  muss  S  verlegt  werden.  — 

Wenn  nun  in  den  Fig.  367  u.  358,  S.  333  ein  nach  einer  Ausdeh- 
nung unsymmetrischer  Eörperquerschnitt  vorUegt,  so  ist  es  erforderlich, 
zunächst  den  Schwerpunkt  zu  suchen;  durch  ein  Seilpolygon  stellt  man 
die  Mittelkraft  der  parallelen  Kräfte  fest  und  entnimmt  den  Wert  s,  die 
Entfernung  des  Angriffspimktes  der  Mittelkraft  vom  Schwerpunkt. 

Berechnet  man  nun  femer  die  Widerstandsmomente 

W.  =  —  undW,i=—       43 

e  e^ 

wenn  J  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  und  e  und  e^  die  Ent- 
fernungen der  neutralen  Faser  (s.  Bd.  II,  S.  77  u.  f.),  so  sind  die  zu- 
lässigen Spannungen,  wenn  f  der  Querschnitt, 

S       Ss 


k,=f- 


==r-  Zugspannung. 


k,'  =  -x-  +  ^jp  Druckspannung. 

Hierbei  haben  wir  angenommen,  dass  die  Summe  der  Kräfte  S  = 
SP  links  vom  Schwerpunkt  angreift. 

Beispiel.  L  In  Fig.  356  ist  die  Summe  der  4  Kräfte  S  =  12000  kg; 
b  =  100  cm;  s  =  10  cm;  man  erhält  somit  als  zulässige  Druckspannung, 
weil  S  in  den  Kern  fällt, 

,  ,_    12000    /,    ,   6.10\_^, 

^  -ioo.ioov  +  To"ö">'-'^^^- 

n.    Die  Kräftesumme  in  Fig.  358  ist  S  ^  1660  kg.   Nach  den  ein- 
getragenen Dimensionen  ergiebt  sich  als  Querschnitt  die  Fläche: 
f  =  30 .  96  +  63  .  64  +  28  .  23  =  7526  qcm. 
Das  Trägheitsmoment  haben  wir  durch  Rechnung  festgestellt,    zu- 
nächst haben  wir  dasselbe  auf  die  xxachse  bezogen,  dann  auf  die  Schwer- 
punktsachse reduziert  (s.  Bd.  I,  S.  322): 

j(c»)  =  1(36.  30«  +  35  .  94«  +  26  •  116«)  —  7526  •  48^  =  6 193008; 
die  sich  hiemach  ergebenden  Widerstandsmomente  sind 

J        6193008       ^,^^^       ^ 

W..  =  — =  — XE =  91073  und 

Cj  68 

W.  =  ill^^«=  129021. 

4o 

Beebt,  Meebanlk.   m.  47 
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Aus  der  Zeichnung  ergiebt  sich  nun  der  Abstand  s  zu  27  cm;  man 
kann  dann  die  zulässigen  idealen  Spannungen  berechnen,  und  findet 

_  1660      1660:27  _ 
>~7626+    91073    —  "»'^^  +  ".*9  —  "»^i  ^8 

auf  d.  qcm  Druck  und 

Diese    Spannungen    lassen    allerdings    noch    Querschnittsverringe- 
rungen zu. 


C.   Die  Darstellung  der  Momente. 
1.  Graphomathematisches  Yerfahren. 

Auf  einen  Balken  oder  Träger,  Fig.  369,  wirken  verschiedene  Kräfte 
Pj,  Pg,  P3,  P4;  durch  Vermittelung  des  Seilpolygones  finden  wir  die 
Auflagerreaktionen  A  und  B,  indem  wir  die  Schlusslinie  i  in  Fig.  359 
nach  Fig.  360  übertragen.  Das  Moment  in  Punkt  m^  ist  M  =  A  x^.  Um 
dasselbe  graphisch  darzustellen,  ist  eine  Multiplikation  erforderlich;  man 
trägt,  Fig.  361,  A  und  von  demselben  Punkt  eine  Einheit  ab,  ebenso 
die  Länge  x^ ,  durch  Konstruktion  der  ähnUchen  Dreiecke  findet  sich, 
wie  uns  aus  dem  Früheren  bekannt,  M  =  Axi. 

Das  Moment  in  n^  ist 

M  =  A  xg  —  Pi  (x,  ~  a)  —  P,  [x,  —  (a  +  b)  ] ; 
die  graphische  Rechnung  ist  in  Fig.  362  ausgeführt. 

Man  bildet  sich  zunächst  das  Produkt  Ax,  =  mn;  hierauf  die  Pro- 
dukte Pj  (xg  —  a)  und  P,  [xg  —  (a  +  b)],  die  graphisch -algebraische 
Subtraktion  liefert  M. 

Das  Produkt  Axg  ergiebt  sich,  indem  man  von  m  die  Einheit,  x, 
und  A  aus  Fig.  360  und  359  anträgt,  die  ähnlichen  Dreiecke  Hefem  mn. 
Femer  überträgt  man  x^  — a  =  mni  aus  Fig.  359  nach  mo,  Fig.  362, 
ebenso  P, ,  es  ergiebt  sich  mp  =  Pi(xj — a),  ebenso  Pg  von  m  und 
nnj  =  Xj, — (a  +  b)  nach  mq,  Fig.  362,  übertragen,  Uefem  durch  die 
graphische  Multiplikation  das  Produkt  mr  =  P2[x2 — (a-f-b)],  mo  zu 
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iXY-Y 
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mr  addiert,  giebt  ms,  sonach  ist  die  Längendifferenz  mn  —  ms  =  8n  = 
M  das  gesuchte  Moment  in  n,  Fig.  362. 

Wie  uns  bekannt,  benötigen  wir  meist  nur  die  Momente  in  den  An- 
griffspimkten  der  Kräfte,  also  in  m,  n,  o  und  p,  dadurch  vereinfEudit  sich 
das  graphische  Verfahren,  wie  aus  Fig.  363  ersichtlich. 

Fig.  868. 


Aus  dem  beigefugten  Massstabe  sind  die  gegebenen  Kräfte  P^  bis 
P4  und  deren  Al)stände  a  bis  e  zu  entnehmen.  Mit  einem  beliebigen 
Polpunkt  0  konstruiert  man  zunächst  durch  das  Seilpolygon  0, 1..IV  die 
Auflagerdrücke  A  und  B.  In  das  Kräftepolygon,  bezw.  hier  in  die  Kraft- 
linie st  trägt  man  von  den  Endpunkten  s  und  t  aus  die  Einheiten 
an.  Die  Momente  in  m  und  p  sind  M„  =  Aa  und  Mp  =  Be.  Um  diese 
beiden  graphischen  Multiplikationen  auszuftihren,  schlagen  wir  die  Länge 
a  nach  sm^  und  übertragen  e  nach  tpi,  durch  Konstruktion  der  ähn- 
lichen Dreiecke  finden  wir  M„  =  su  und  Mp  =  Be,  letzteres  Moment  ist 
von  t  an  abzugreifen.     Das  Moment  in  n  ist  M»  =  A  (a  -f-  b)  —  P^b. 
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Die  letztere  Multiplikation  ergiebt  sich  durch  Übertragung  der  Länge 
b  Yon  8  aus,  P^  und  die  Einheit  verwendet  man  unmittelbar  aus  der 
KrafUinie,  das  Produkt  P^b  wird  dann  von  s  aus  abgegriffen. 

Man  schlägt  dann  femer  sn  nach  sn^,  verbindet  n^  mit  dem  End- 
punkt der  Einheit  und  findet  durch  die  Parallele  durch  A  den  Punkt  x, 
es  ist  dann  sx  =  M.;  die  Konstruktion  für  Mo  von  t  aus  ist  die  gleiche. 
Die  angenommenen  Druckkräfte  sind 

Pj  =  700,  P,  =  1040,  P3  =  1000,  P4  =  580  kg, 
die  Längen 

a  =  0,91,  b  =  0,78,  c  =  1,03,  d  =  1,03,  e  =  0,65  m, 
die  Auflager  A  und  B  sind  zufällig  gleich  gross  A  =  B  =  1660  kg. 
Die  Momente  ergeben  die  Längen 

SU  =  M„  =  1510  kg,  Mp  =  Be  =  1080  kg, 
M„  =  2250kg,  Mo  =  2140  kg. 
Die  vertikalen   Kräfte,    auf  deren  besondere  Verwertung  wir  noch 
weiter  unten  zurückkommen  werden,  haben  wir  fiir  den  halben  Träger 
in  derselben  Weise  wie  bereits  in  Band  I,    S.    114    aufgetragen;    das 
grösste  Moment  fällt  nach  n,  dem  Angriffspunkt  der  Kraft  P,. 
Man  erhält  V„,  =  A  — P,  =  1660  — 700  =  +  960  kg; 
V.  =  A  —  (Pi  +  P,)  =  1660  —  1740  =  —  80; 
Vo  =  B  —  (P^  +  P3)  =  1660  —  1580  =  +  80; 
Vp  =  B  —  P4  =  1660  —  580  =  +  1080  kg. 
V,  und  Vp  sind  in  Fig.  363  eingezeichnet. 

2.  Die  Momentenflftche. 

Zur  Bestimmung  der  Momente  wird  das  vorstehende  graphomathe- 
matische  Ver&hreu  vielleicht  nur  dann  eingeschlagen,  wenn  es  sich  um 
Eimittelimg  eines  bestimmten  Moments  handelt,  oder  um  eine  Kontrolle 
zu  erhalten,  oder  wenn  die  Auflagerreaktionen  bereits  bekannt  sind;  in- 
dem, wie  wir  gleich  sehen  werden,  das  Seilpolygon  unmittelbar  verwendet 
werden  kann. 

In  unseren  früheren  analytischen  Betrachtungen  im  L  Bd.  d.  Mech. 
S.  114  u.  £  berechneten  wir  zunächst  die  Auflagerdrücke  A  und  B,  hier- 
nach die  Momente  in  den  einzelnen  Kräfteangriffspunkten  m,  n,  0,  p, 
Fig.  364;  die  Zahlenwerte  der  Momente  trugen  wir  in  einem  passenden 
Massstab,  wir  haben  der  Fig.  364  einen  solchen  beigefügt,  oberhalb  der 
Balkenachse  auf,  und  erhalten  einen  Linienzug  (die  Momente  stellen  sich 
hier  als  Gl.  I.  Grades  dar),  der  uns  eine  übersieht  über  sämtUche  Mo- 
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Fig.  864,  865  und  866. 
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mente  darstellt;  bei  gleichmässig  verteilter  Belastung  geht  der  gebrochene 
Linienzug  in  eine  Parabel  (s.  Bd.  I  S.  110)  über. 

Wir  haben  nun,  Fig.  365  und  366  für  dieselben  Kräfte 
Pi  =  620,  P^  =  660,  P3  =  830,  P^  =  580  kg 
ein  Seilpolygon  konstruiert,  um  A  und  B  zu  erhalten;  der  Polpunkt  ist 
zwar  beliebig,  aber  in  einer  noch  näher  zu  bestimmenden  Entfernung 
Yon  ab  angenommen.  Wir  haben  dann  femer  das  Seilpolygon  0,  I,  TL, 
in,  IV,  i  in  die  Achse  AB  übertragen,  so  dass  die  Schlusslinie  ij  =  AB 
mit  der  Achse  zusammenfällt.  Wir  können  dies  erreichen,  wenn  wir, 
wie  auf  S.  262,  Fig.  297,  die  Linien  (Ordinaten)  s . . .  .  nach  S|,  t,  u . . . 
übertragen.  Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Auflager  A  imd  B  fiir 
jeden  Polpunkt  dieselben  Werte  erhalten  müssen,  dass  also  jedesmal  bei 
übertragener  Schlusslinie  der  Punkt  c  resultieren  muss,  so  haben  wir  nur 
nötig,  in  c  eine  Senkrechte  O^c  zu  errichten  und  auf  dieser  den  Polpunkt 
Ol  inider  gleichen  senkrechten  Entfernung  f  anzimehmen,  in  diesem  Fall  er- 
halten wir  durch  die  ähnUchen  Dreiecke  infolge  der  parallelen  Seilstrahlen 
die  gleichen  Längen,  bezw.  Ordinaten  s  =  Sj  u.  s.  w.;  sie  werden  grösser 
bei  naher  gerücktem  und  kleiner  bei  weiter  abstehendem  Polpunkte.  In 
Fig.  365  sind  die  Polstrahlen  für  die  Achsenschlusslinie  i^  =  AB  und 
den  Polpunkt  0^  ausgeführt.  Übertragen  wir  nun  den  Polpimkt  0^  in 
Fig.  364  entgegengesetzt  nach  0«  und  zwar  mit  der  gleichen  Entfemimg 
f,  ziehen  die  Polstrahlen  0,  1,  2,  3,  4  und  übertragen  diese  parallel  in 
die  Hauptfigur  von  A  aus  oberhalb  der  Achse ,  so  fallen  sie  mit  den  be- 
rechneten und  aufgetragenen  Momenten  zusammen,  wenn  f  mit  derselben 
Einheit  angenommen  wurde,  mit  welcher  die  berechneten  Werte  auf- 
getragen wurden.  Die  Linien  s,  s^,  t,  u...  Hefern  uns  somit  die  Mo- 
mente unmittelbar  aus  dem  Seilpolygon,  man  nennt  sie  Momenten - 
ordinaten  und  die  Flächen  A,III. . .  Bj,  AIiIIiIII,  . . .  Bj  Momenten- 
flächen. 

Die  berechnete  Momentenfläche  A  1  2  3 ...  B  in  Fig.  364  ist  so- 
nach das  Spiegelbild  der  konstruierten  Momentenfläche  A  Ij  IIj  . . .  B  mit 
in  die  Achse  fallender  SeilpolygonschlussUnie. 

Das  Moment  im  ersten  Angriffspunkt  m  der  Kraft  Pj  ist  M„  = 
Aa  =  Va,  weil,  wie  uns  bekannt,  die  Vertikalkraft  hier  dem  Auflager 
gleich  ist. 

Aus  dem  Parallelismus  der  Seilpolygonseiten  mit  den  Polstrahlen 
folgt  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 

A  Oo  b  c  ~  Amq,  Fig.  364  und 

A  Oj  bcxj  Am^qi,  Fig.  365  und  366;  wonach 
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81  :  a  =  A :  f  und  So  :  a  =  A :  f,  folglich 

Aa  =  f8i  =  f8o. 
Für  f  =  1  ergiebt  sich  M«  =  Aa  =  s  =  Sj  =  s©. 
Das  Moment  ist  das  Produkt  der  Seilpolygonordinate  mit 
dem  Polabstand. 
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Der  Massstab  des  letzteren  ist  massgebend  und  sind  die  Momenten- 
ordinaten  in  demselben  Verhältnis  zu  vergrössern  oder  zu 
yerkleinern,  wie  der  Polabstand  ab-  oder  zunimmt. 

In  Fig.  367  haben  wir  für  den  beliebigen  Polpunkt  0  das  Seil- 
polygon Ol II III  oberhalb  AB  konstruiert,  die  Auflager  sind  durch  den 
Schnittpunkt  c  bestimmt,  in  c  haben  wir  eine  Senkrechte  in  der  Entfernung 
f  errichtet  und  mit  dem  Polpunkt  Oj  das  Seilpolygon  0  12  3  konstruiert, 
dessen  Schlusslinie  in  AB  fällt.  Nimmt  man  nun  in  der  Entfernung  2  f 
den  Polpunkt  0,,  an  und  konstruiert  das  Seilpolygon  0^  I^  U^  III^,  so  sind 
dessen  Ordinaten  halb  so  gross  wie  die  obigen,  um  die  richtigen  Momente 
für  f=  1  zu  erhalten,  ist  für  diese  Ordinaten  eine  Multiplikation  mit  2 
erforderlich. 

In  den  folgenden  Figuren  haben  wir  wiederum  einen  Träger  auf  zwei 
Stützen  mit  mehreren  Kräften  belastet,  es  kommt  uns  aber  hier  darauf 
an,  durch  Vermittelung  des  Seilpolygones  den  Nachweis  zu  Uefem,  dass 
das  Moment  auch  durch  das  Produkt  aus  der  Seilpolygonordinate  und  dem 
Polabstand  bestimmt  ist,  wenn  es  sich  darum  handelt,  das  Moment 
innerhalb  der  Kräfte  festzustellen. 

Wir  haben  zunächst  wieder  das  Seilpolygon  für  einen  beUebigen 
Polpunkt  0,  Fig.  368,  konstruiert,  die  Schlusslinie  i  Uefert  uns  die  Auf- 
lager. Es  soll  nun  das  Moment  im  Schnitt  xx  ermittelt  werden,  xx 
liegt  innerhalb  der  Kräfte  P^  und  Pj^  im  Punkt  p  der  Achse. 

Die  vertikale  Kraft  V  (Querkraft,  Transversalkraft)  innerhalb  Am 
ist  V  =  A  innerhalb  mn,  also  auch  in  p  ist  sie,  wie  auch  aus  Fig.  364 
zu  ersehen,  um  P^  kleiner,  V  =  A  —  Pj ;  das  Moment  in  p  ist 

Mp  =  Axi  —  Pj  X. 

Die  Differenz  A  —  P^  =  V  lässt  sich  unmittelbar  aus  Fig.  369  ent- 
nehmen, sie  wird  durch  die  Linie  ce  dargestellt. 

Denken  wir  uns  nun  V  in  der  Entfernung  s  von  p  wirken,  so 
entsteht  in  p  Gleichgewicht,  wenn  Vs4-PiX  =  Axi.  V  ist  nun  die 
Mittelkraft  zu  A  und  P^,  somit  die  Kraft  im  Angrii&punkte  des  Schwer- 
punktes S  (der  Buchstabe  S  unterhalb  u  ist  in  der  Fig.  zu  ergänzen), 
und  8  ist  die  Entfernung  dieser  Mittelkraft,  das  ist  der  Schwerpunkts- 
abstand von  einer  in  p  gedachten  Achse,  wie  wir  solche  bei  Bestimmimg 
des  Schwerpimktes  von  Linien,  Flächen  und  Körpern  im  Band  I,  S.  84 
u.  f.  angenommen  haben.  Den  Schwerpunkt  S  finden  wir  durch  Ver- 
längerung der  äussersten  Polstrahlen;  für  V  =  ce  sind  I  und  i  die  Pol- 
strahlen,  verlängert  man  dieselben  im  Seilpolygon,  Fig.  368,  so  schneiden 
sie  deh  in  S. 
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Aus  obiger  Schwerponktsgleicliung  folgt  nuny8  =  Axi  — P^X,  das 
ist  aber  das  Moment  in  p;  errichten  wir  in  0  eine  Senkrechte  f=Od, 
so  ist  das  Dreieck  ecO,  dessen  Höhe  f  darstellt,  dem  Dreieck  von  der 


Höhe  s  in  Fig.  368  ähnlich,  da  die  Seiten  unter  sich  parallel  sind.   Es 
verhält  sich  nun 

t :  s  =  V  :  f,  woraus  Vs  =  tf  oder  Mp  =  t  •  f. 
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Das  Moment  ist  das  Produkt  der  Seilpolyg|onordin|ate  mit 
dem  Polabstand. 

In  Fig.  370  haben  wir  den  Schnitt  xx  innerhalb  der  Kräfte  P,  und 
P3  angenommen.    Das  Moment  ist  hier 

o 


M,  =  Axg  —  P^a  — PgA, 
die  Qnerkraft;  bezw.  die  Mittelkraft  zu  A,  Pj  und  Pg  ist 

V  =  A-(P, +P,). 


346  Momentenfläche. 

In  Fig.  371  ist  sie  durch  de  angedeutet 

Denken  wir  uns  wieder  V  in  der  Entfernung  s  wirkend,  so  tritt 
Gleichgewicht  ein,  wenn 

Vs  +  Pi  a  4-  Pj  ^  =  Axj,  aus  dieser  Gl.  folgt 
Vs  =  Ax,  —  ?!  a  —  Pj  X  =  M,. 

Die  Höhen  f  und  s  fallen  hier  ausserhalb  der  ähnlichen  Dreiecke 
edO  und  e^  dj  S;  aus  der  Proportion  t :  s  =  V :  f  folgt  wieder 

Vs  =  M,=t.f (44). 

Um  bei  der  Bestimmung  der  Momente  Reduktionen  zu  umgehen, 
ist  es  das  einfachste,  die  Kräfte  und  deren  Abstände  im  Kräfte- 
plan und  in  der  Hauptzeichnung  in  der  Einheit  des  Pol- 
abstandes aufzuzeichnen. 

Die  Lage  des  grössten  Momentes  wird  dargestellt  durdi  die 
grösste  Momentenordinate. 

Ist  der  Polabstand  der  Einheit  gleich,  dann  liefern  die  Mo- 
mentenordinaten  unmittelbar  die  Momente.  — 

Gleichmässig  verteilte  Lasten  teilt  man  in  möglichst  gleich  grosse 
Elemente,  in  deren  Schwer-  bezw.  Mittelpunkten  die  Elementenkräfte 
wirken.  Zur  Bestimmung  der  Äuflagerreaktionen  ist,  wie  uns  be- 
kannt, eine  Mehrteilung  der  gleichmässig  verteilten  oder  der  Strecken- 
last nicht  erforderlich,  hier  genügt  die  Annahme  einer  Kraft  im  Schwer- 
punkt, die  Bestimmung  der  Momente  wird  aber  um  so  genauer, 
je  mehr  Elemente  wir  annehmen. 

In  Fig.  372  d.  vor.  S.  wirkt  eine  Einzelkraft  in  der  Mitte,  das  Mo- 
ment wird  durch  die  Ordinate  mn  dargestellt,  wie  bekannt,  hat  es  den 

Wert  ^,       PI 

M  =  -.  - 

Die  Zeichnung  wurde  übrigens,  nebenbei  bemerkt,  gleichzeitig  ver- 
wendet, um  das  eine  Auflager  in  mehrere  Lagerungen  zu  zerlegen,  deren 
Grössen  sich  aus  Fig.  373  ergeben. 

Das  Auflager  B  wurde  ersetzt  durch  einen  kleineren  Träger  mit  den 
Auflagern  ab,  das  Auflager  a  des  letzteren  ruht  auf  dem  Träger  aß; 
das  Auflager  B  ist  in  der  Mitte  des  Trägers  ab  angenommen.  Man 
überträgt  aus  Fig.  373  die  Polstrahlen  i  und  I  parallel  nach  Fig.  372, 
zieht  i^,  die  parallele  Übertragung  dieser  Linie  nach  Fig.  373  ergiebt  die 
Grössen  von  a  und  b.  In  derselben  Weise  wird  io  aus  Fig.  372  pa- 
rallel nach  Fig.  373  übertragen  und  erhält  man  schliesslich  a  und  ß. 

Um  nach  dieser  Abschweifung  auf  eine  Vergleichung  von  Einzel- 
und  verteilten  Lasten  zurückzukommen,  haben  wir  in  Fig.  374  verschie- 
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dene  Teilimgen  zur  Vergleichiing  der  Momente  ineinander  gezeichnet. 
Die  gleichmässig  verteilte  Last  Q  ist  durch  eine  gleich  grosse  Kraft  Q 
ersetzt,  welche  in  der  Mitte  angreift,  durch  den  Polpunkt  Oj  Fig.  375 
erhält  man    das   Moment   mn.     Teilt   man   Q   in    2  Teile,    1  und  2, 


so  liefert  der  Polpunkt  O2  die  Momentenfläche  AdeB  und  das  Moment 
mn|.  In  4  Teile  geteilt,  1,  2,  3,  4,  ergiebt  sich  durch  Oj  die  Momenten- 
fläche AfghiB,  es  finden  wieder  Teilschnitte  durch  die  Dreiecke  jfdg 
und  hie  statt,  indem  sich  Q/,  in  1,  2  bezw.  3,  4  teilt.  In  7  Teile  ge- 
teilti  eriiält  man  die  Momentenfläche  AcB;  infolge  der  Symmetrie,  weil 
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i  in  die  Achse  fällt,  können  wir  das  Seilpolygon,  obgleich  O4  rechts  der 
Kraftlinie  liegt,  oberhalb  der  Achse  auftragen.  Je  mehr  Teile  wir  an- 
nehmen, um  80  mehr  nähern  wir  uns  der  Parabel,  das  grösste  Moment 
in  der  Mitte  wird  dann  cm^  =  ^  mn,  bezw.  ^  Ql;  die  Seilpoljgonlinien 
bilden  dann,  wenn  man  sie  bis  zu  den  Linien  An  und  nB  verlängern 
würde,  Tangenten  an  die  parabolische  Belastungslinie. 

Anschliessend  hieran  können  wir  auch  Kräfte  einschalten  oder  Tei- 
lungen von  Kräften  durch  Vermehrung  der  Seilpolygonseiten  vornehmen, 
wie  dies  die  umstehende  Fig.  376  zeigt.  Es  ist  hier  das  Seilpolygon  und 
die  Kräfteplanzeichnung  für  die  beiden  Kräfte  P^  und  P,  und  für  den 
Polpunkt  0  ausgeführt.  Es  soll  P,  durch  die  Kräfte  P,  und  Pb  ersetzt 
werden,  um  beispielsweise  die  Durchßiegung  im  Angriffspunkt  der  Kraft 
Pb  zu  verringern,  da  dort  das  Moment  mn  zu  gross  wird.  Ist  die  Lage 
der  Kräfte  P,  und  Pb  gegeben,  so  hat  man  nur  nötig,  die  Seilkraft  III 
einzuzeichnen,  und  diese  Linie  parallel  durch  0  in  Fig.  377  zu  tibertragen; 
aus  der  Kräftehnie  ergiebt  sich  dann  der  Schnittpunkt  p,  und  die  Grössen 
der  Kräfte  P^,  und  Pb  werden  dann  als  Ersatz  fiir  P,  aus  der  Zeichnung 
entnommen. 

Das  Moment  mn  wird  infolge  der  Teilung  der  Kraft  P,  um  on  ver- 
ringert. Je  weiter  man  die  Teilung  fortsetzt,  um  so  näher  gelangt  man 
wieder  zu  Streckenlasten. 

3.   Das  statische  Moment  der  Mittelkraft  beliebiger  Kräfte. 

Wir  haben  in  Fig.  378  mehrere  zerstreut  in  der  Ebene  liegende 
Kräfte  angenommen  und  durch  den  beliebigen  Punkt  0  ein  Seilpolygon 
konstruiert,  durch  dessen  Vermittelung  wir  die  Grösse  der  Resultierenden 
R  und  deren  Lage  durch  S  feststellten  (s.  Fig.  247  S.  215).  Wir  wioUen 
uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  in  Bezug  auf  den  behebigen  Punkt  m  das 
Moment  der  Kräfte,  bezw.  das  Moment  der  Resultierenden  M  =  R  p  fest- 
zustellen. 

Nach  paralleler  Übertragung  der  Resultierenden  R  aus  Fig.  379 
durch  S  ziehen  wir  durch  m  eine  Parallele  zu  R,  diese  schneidet  die 
Linie  0  in  e,  verlängert  man  die  Linie  IV  über  S,  so  gelangt  man  zu 
dem  Dreieck  edS.  Die  Höhe  desselben  Sm^  ist  dem  Hebelarm  p  gleich; 
errichten  wir  in  a  der  Resultierenden  R,  Fig.  379,  die  Senkrechte  aÜ, 
welche  dem  senkrechten  Polabstand  f  nach  imseren  obigen  Anschauungen 
gleich  ist,  so  ist  Dreieck  edS  dem  von  R,  0,  IV  (Fig.  379)  eingeschlossenen 
Dreieck  ähnlich.     Folglich  verhält  sich  R:f=ed:p,  woraus 
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Rp  =  M  =  ed.f 

Das  Moment  der  Resultierenden  der  zerstreut  wirkenden  Kräfte 
demnach  auch  proportional  dem  Polabstand  graphisch  finden. 
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(45). 
sich 


Wir  haben  in  Fig.  380  ein  Beispiel  angeschlossen.    Die  Kräfte  sind 
P,  =  50,  P,  =  65,  P3  =  40,  P^  =  43  kg, 
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der  gegebene  feste  Punkt  m  liegt  in  der  Geraden  mn.     Man  findet 

R=177kg,  p  =  1,18  m, 
für  f  =  1  ist  dann 
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M  =  177  .  M8  =  de  •  f  =  208  •  1  oder  2,08  •  100  =  208  kg; 
richtiger  ist  es,  de  als  Eraftgrösse,  da  die  Seilpolygonlinien  Kräfte  re- 
piüsentieren,  und  f^  den  Abstand,  als  Längenmass  au&ufassen. 

Bestimmt  man  den  Polabstand  jeder  einzelnen  Kraft,  oder  die 
Besultierende  mehrerer,  und  konstruiert  die  betreffenden  Abschnitte  de, 
so  ergiebt  sich,  dass  das  resultierende  Moment  M  =  Bp  sich  aus 
der  Summe  der  einzelnen  darstellen  lässt 

Bezeichnet  man  den  senkrechten  Abstand  jeder  Kraft  vom  Dreh- 
punkt m  mit  r, 

r^  =  0,39,  r,  =  0,91,  r,  =  1,47,  r,  =  1,67, 
so  erhält  man  (analytisch) 

M  =  Rp  =  177.1, 18  =  Piri  +Pjr, +Psr8  -^P^r^  oder 
177  . 1,18  =  60 . 0,39  +  65  •  0,90  +  40  •  1,47  +  43  •  1,67. 

Für  die  beiden  ersten  Kräfte  ist 

Ml  =  50  . 0,39  +  65  •  0,90  =  R^  p^  =  d^^  •  fj, 
für  Rj  =  69,  pi  =  1,13,  diCi  =  61,  f^  =  1,26 
erhält  man  das  Moment  80  kg. 

In  Fig.  380  sind  nicht  alle  Hebelarme  r  eingezeichnet 

Dass  das  statische  Moment  der  Mittelkraft  der  Summe  der  Momente 
der  einzelnen  Kräfl;e  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt  ist,  erhellt  deut- 
licher, bezw.  tibersichtlicher,  wenn  man  die  Kräfte  parallel  unter  sich 
anordnet,  wie  es  Fig.  382  zeigt.  Es  sind  4  Kräfte  gegeben,  der  feste 
Punkt  m  fallt  mit  dem  Schnittpunkt  e  zusammen.  Die  Resultierenden 
fallen  alle  in  die  Kraftlinie,  für  alle  gilt  der  Polabstand  f.  In  die  Pa- 
rallele ed  bezw.  md  zu  R  fallen  alle  Verlängerungen  der  Seilkräfte, 
welche  die  einzelnen  Momente  m^  m^  m^  m^  bilden,  es  ist  somit 
M  =  Rp  =  de  •  f  =  (m^  +  m,  +  mj  +  ^4)  f;  bezw.  M  =  Sm     .     (46). 

In  Fig.  384  fällt  die  Resultierende  R  ausserhalb  der  allerdings  pa- 
rallel, aber  teilweise  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkenden  Kräfte.  Der 
gegebene  feste  Punkt  ist  m.  Die  Konstruktion  dürfte  wohl  keine 
Schwierigkeiten  bereiten. 

Das  in  Betracht  kommende  Moment  ist  M  =  de  •  f. 

Der  Buchstabe  e  am  Endpunkt  der  Linie  III  und  der  Linie  md  ist 
zu  ergänzen. 

L  Ein  Träger  von  2,5  m  Länge,  an  den  Enden  unterstützt,  Plg.  386, 
ist  mit  zusammen  1455  kg  belastet,  wie  gross  sind  die  Momente  und 
welches  Normalprofil  für  I  Querschnitt  kann  nach  dem  Maximalmoment 
und  für  die  zulässige  Biegungsspannung  kb  =  700  kg  auf  d.  qcm  ver- 
wendet werden? 

H«obt,  üMbMiiiL  ni.  4g 
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Konstruiert  man  fiir  den  Polabstand  f  =:  1,  welcher  gleichzeitig 
als  Meter  für  das  Längenmass  und  für  1000  kg  als  Eräftemassstab  dient, 
die   Momentenfläche,   so  kann   man   die  Auflager  A   und   B  aus  dem 


Kräfteplan  in  kg  und  die  Momente  aus  dem  Massstab  der  Poleinheit 
unmittelbar  entnehmen;  man  erhält  M  =  433  kgm  =  43300  kgcm,  ab  = 
M„.x  =61000  kgcm  und  M  =  52000  kg. 
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Das   zugehörige  Normalprofil  entnehmen  wir  aus  den  Tabellen  im 
Anhang.    Das  Widerstandsmoment  ist 


W  (cm)  _  ^ 


700 


S 

0 


Tabelle  A  liefert  Nr.  15,  die  Spannung  ^ird  allerdings  bei  diesem  Profil 
geringer,  nämlich 


M       61000 


610  kg  auf  d.  qcm. 


Um  das  Trägheitsmoment  bezw.  auch  das  Widerstandsmoment 
allgemein  auch  auf  graphischem  Wege  ermitteln  zu  können^   haben 

.48* 
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wir  in  den  folgenden  Figuren  einige  Beispiele  eingeschaltet;  die  in  Fig.  33 
S.  24  ausgeführte  graphomathematische  Berechnung  bebezieht  rieh 
nur  auf  einen  doppelt  T  förmigen  Querschnitt 

Wir  begegnen  dem  Trägheitsmoment  zum  ersten  Mal  in  Band  I 
S.  304  u.  f.,  bei  Gelegenheit  der  Arbeitsleistung  drehender  Massen,  wir 
fanden  in  Bezug  auf  die  Massenelemente  des  Körpers  den  Ausdruck 

J  =  S  m  p*  =  m^  pi  *  +  m,  p2  *  +  mj  p8  *  +  .     .     .     .     (a). 

Fig.  888  und  889. 


In  der  Festigkeitslehre  im  II.  Band  gelangten  wir,  S.  63  und  81, 
auf  einen  Ausdruck  mit  demselben  Bildungsgesetz 

J  =  Sfp«  =  f.?,»  +  4p,»  +  f,P3*+ (b), 

nur  bezogen  auf  die  Flächenelemente  eines  Querschnittes;  man 
nennt  ihn,  wie  uns  bekannt,  auch  Trägheitsmoment,  obgleich  er  mit  der 
Trägheit  drehender  Massen  nichts  zu  thun  hat.  Dem  Sinne  der  Festig- 
keit entsprechend,  verwandelt  man  ihn  durch  Division  mit  e,  der  Ent- 
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femimg  der  Schwerpunkts-  von  der  äusserst  gespanntesten  Faser,  in  den 

Ausdruck  W  =  — ,  welchen  man  der  Festigkeitslehre  eher  entsprechend, 
e 

Widerständsmoment  nennt. 

Der  Ausdruck  Flächen trägheitsmoment,  Gl.  (b),  ist  aus  einer 
Summation  von  Gliedern  von  der  Form  f  p^  gebildet;  es  handelt  sich  zu- 
nächst um  die  Konstruktion  des  letzteren  Ausdrucks. 

Die  Fläche  Sf  =  f,  +4  +  •  •  •  ^e?  Fig.  388,  wurde  in  ihre  Elemente 
zerlegt,  diese  als  Kräfte  in  Fig.  389  zu  einer  Summe  vereinigt,  und 
durch  Vermittelung  des  Polpunktes  0  die  SchwerUnie  SC  gesucht,  auf 
welche  sich  das  Flächenträgheitsmoment  beziehen  soll.  Wir  haben  das 
Element  {^  herausgegriffen,  dessen  Abstand  von  SC  ist  g^.  Verlängert 
man  die  diesem  Element  entsprechenden  Seilpolstrahlen  I  und  II  in 
Fig.  388  bis  ab,  den  Schnittpunkten  in  CS,  so  übersieht  man  leicht, 
dass  das  Dreieck  abc  dem  Dreieck  Ofg  in  Fig.  389  ähnlich  sein  muss, 
weil  die  Seiten  beider  Dreiecke  unter  sich  parallel  sind.  Da  sich  nun 
die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  wie  die  Quadrate  ihrer  Höhen  verhalten, 
so  können  wir  nach  den  in  den  Figuren  eingeführten  Bezeichnungen  die 
Proportion  au&tellen 

Aabc:p5^=AOf5:f*, 
aus  diesen  folgt 

abcf^  =  Ö^.p5« (c). 

Da  nun  der  Inhalt  des  Dreiecks  Of^  =  ^f5  -f,  weil  die  Basislänge 

als  Längenmass  dem  Flächeninhalte  des  Elementes  fg  gleich  ist,  und  die 

Höhe  f  dem  Polabstand,  so  ergiebt  sich 

Aäbcf«  =  if5.f.p52  oder 

f  0  * 

A  abc  =  i  ^  \^   ,  hieraus 

fg  p5«  =  2f.äbc (d). 

Die  oben  erwähnte  Gliederform  f  p*  lässt  sich  somit  als  Produkt  aus 
dem  Flächeninhalt  abc  des  obigen  Seilpolygondreiecks  mal  dem  doppelten 
Polabstand  darstellen.  Die  geometrische  Bedeutung  der  übrigen  Träg- 
heitsmomente der  Elemente  flpl^  fgp»^...  fuhrt,  wie  wohl  zu  über- 
sehen, zu  dem  Ergebnis,  dass  sie  sämthch  sich  in  Dreiecke  innerhalb 
der  Fläche  ABC  verwandeln  lassen.  Die  Summe  dieser  Trägheits- 
momente, das  Trägheitsmoment  der  Fläche  bezogen  auf  die  Schwerlinie 
'  derselben  ist  sonach 

J=ÄBC.2f=F.2f (47). 
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1)  Das  Normalprofil  Nr.  16  haben  wir  in  nachstehender  Fig.  390 
in  3  Elemente  geteilt,  fj  =  £3  =  6,5,  4=8  qcm.  Als  Polabstand  wurde 
f  =  10  cm  gewählt. 


Ermittelt  man  sich  in  demselben  Massstab  die  Fläx^e 
A  FB  C  =  i  .  (2  .  5,2  .  7,1)  =  37  qcm, 

so  ergiebt  sich  J^«">  =  37  •  2  •  10  =  740,  nach  Tabelle  A  im  Anhang  ist 
J  =  744,  fj  -f  4  +  fg  =  20,5  qcm. 

2)  Der  nachstehende  Querschnitt,  Fig.  391,  ist  dem  I.  Band  S.  332, 
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entnommen  und  auch  im  II.  Band  S.  88  verwendeL  Die  Seilpolygonfläche 
ist  hier  F=  11,  der  Polabstand  wieder  f  =  10,  man  erhält  sonach 

J  =  11.  2. 10  =  220. 
Der  Schwerpunktsabstand  ist  aus  der  Figur  abgegriffen,  s  =  2,7. 

3)  In  Fig.  391  haben  wir  mit  Hilfe  der  gleichen  Konstruktion  das 
Trägheitsmoment  eines  T  förmigen  Querschnittes  ermittelt.  Der  leichteren 
Rechnung  wegen  haben  wir  auch  hier  den  Polabstand  f  =  10  angenom- 
men und  auf  diese  Einheit  die  Masse  bezogen.  Man  erhält  F  =  7,l, 
somit  J  =  7,1  =  142.  F  und  s  beziehen  sich  auf  cm  bezw.  mm,  wenn 
f  in  demselben  Massstab  aufgezeichnet  ist.   Die  Widerstandsmomente  sind 

142  142 

4)  Wir  hatten  in  Fig.  256  S.  224  den  Schwerpunkt  einer  Eisen- 
bahnschiene auf  graphischem  Wege  bestimmt.  Zu  Grunde  legten  wir  ein 
ungarisches  Normalprofil  von  12,2  cm  Höhe.  Die  Flächenelemente  als 
Längen  wurden  in  cm  aufgetragen,  der  Polabstand  ist  12  cm;  man  er- 
hält als  Seilpolygonfläche  F  =  37  qcm,  sonach  das  Trägheitsmoment 

J  (em)  =  37  .  12  . 2  =  888. 
Auf  analytischem  Wege  fand  sich  J  ^^^  =  810  und  die  Schwer- 
punktsentfemungen  e  =  65  und  e^  =  57,  welche  letztere  mit  den  gra- 
phischen der  Fig.  256  übereinstimmen,  man  erhalt  dann 

W,  =^  =  13,7  und  W,  =  ^=15,6. 

II.  Der  Träger,  Fig.  393,  ruht  auf  2  Stützen  und  ist  mit  570  und 
800  kg  innerhalb  derselben  und  mit  P  =  660  kg  excentrisch,  ausserhalb 
der  Stütze  B  belastet.  Man  konstruiert  für  deü  Polabstand  f  =  l  den 
Kräfteplan  und  findet  zunächst  die  Auflager  A  =  470  und  B  =  1560  kg. 
Die  Einheit  stellt  eine  Länge  von  1000  kg  als  Kraftmass  dar,  die 
Momentenordinaten  ergeben  daher  unmittelbar  M  =  282  und  M  = 
500  kg;  das  Moment  zwischen  B  und  der  zweiten  Belastung  wird  Null 
für  x=  1,6  m.  An  dieser  Stelle  kann,  wenn  der  Träger  aus  2  Teilen 
zusammengesetzt  werden  müsste,  die  Verbindung  ausgeführt  werden^  denn 
an  dieser  Stelle  ist  keine  Biegung  vorhanden.  Die  in  Rücksicht  zu 
ziehende  Schub-  oder  Vertikalkraft  ist  (s.  auch  Fig.  97) 
V  =  B  —  660  =  1560  —  660  =  900  kg. 

IJI.  Die  gleichmässig  verteilte  Last,  Fig.  395,  1280  kg,  ist  in 
4  Teile  zerlegt,  \  1280  =  320  kg,  die  Teile  sind  mit  den  noch  auf  den 
Träger  wirkenden  950  kg  Einzellast  als  Kräfte  im  Kräfteplan  aufge- 
tragen.    Die  Polpunkt -Entfernung  ist  ^  der  Einheit,  daher  müssen  die 
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resiiltierenden  Momente  mit  ^  multipliziert  oder  zur  Hälfte  in  Anrech- 
nung gebracht  werden. 


i 
I 


Denkt  man  sich  die  Länge  f  in  5  Teile  geteilt^  so  stellt  jeder  Teil 
100  kg  dar,  daher  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  dieses  Mass, 
A=1000  und  B=  1230  kg. 
Die  Momentenordinate  in  m  hat  19,2  obiger  Teile,  die  in  n  16  Ein- 
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heiten;  das  Moment  in  m  ist  sonach  19,2  •  100  =  1920  und  wegen  des 
Polabstandes 

f  =  ^,  M„  =  i  1920  =  960  kgm; 
das  Moment  in  n  ist 

M.=  11600  =  800  kgm; 
die  Rechnung  für  letzteres  Moment  liefert 

M„  =  B .  0,65  =  1230  •  0,65  =  799,5  kgm. 

Fig.  395. 


Wollte  man  die  gleichmässig  verteilte  Last  durch  eine  einzige  Kraft 
im  Schwerpunkt,  P  =  1280  kg,  ersetzen,  so  käme  die  Momentenordinate 
durch  p  in  Betracht;  will  man  sie  durch  2  gleiche  Teile  ersetzen,  so 
finden  sich  durch  die  entsprechenden  Verlängerungen  der  Seilpolygon- 
seiten die  Punkte  q  und  q,  deren  Momentenordinaten  natürhch  auch 
wieder  grösser  werden  müssen  als  obige. 

Nach  dem  Maximalmoment  M  =  80000  kcm  würde  hierfür 

k.  =  600kg,W  =  ?|~=133 
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das  Normalprofil  Nr.  17  mit  doppelt  Tförmigem  Querschnitt  genügen. 
In  Band  I^  S.  123,  haben  wir  die  analytische  Berechnung  eines  ähnlich 
belasteten  Trägers  durchgeführt. 

IV.  In  dem,  Fig.  396,  belasteten  Träger,  mit  P^  =  270,  P,  =  280 
und  Pg  =510  Einzellast,  welcher  nach  dem  Beispiel  S.  118  Band  I  zu- 
sammengestellt wurde,  haben  wir  die  Schub-  oder  Vertikalkräfte  aus  noch 
später  zu  erklärenden  Gründen  mit  in  Rücksicht  gezogen  und  graphisch 
angedeutet.  Das  grösste  Moment  fallt  nahezu  in  die  Mitte  des  Trägers, 
hier  ist  V  =  o.  Die  Mittelkraft  der  parallelen  Eräft^e  geht  durch  den 
Schwerpunkt  S,  dessen  Lage  wir  gleichzeitig  auch  nach  der  in  Band  I 
S.  113  aufgestellten  Theorie  ermittelt  haben,  indem  man  im  Auflager  A, 
de  ^  B  und  in  B,  A  aufträgt,  die  Endpunkte  dieser  Linie  schneiden  im 
Schwerpunkt  S. 

Die  einzelnen  Längen  zwischen  den  Kräften  wurden  in  der  Zeich- 
nung ursprünglich  in  cm  aufgetragen,  1  cm  ^  1  m;  die  Kräfte  in  dem- 
selben Massstab,  1  cm  =  100  kg,  der  Polabstand  f  hat  die  Länge  f  = 
3,65  cm.  Die  Momente  ergeben  sich  durch  die  Momentenordinaten  ab 
u.  8.  w.     Das  Moment  ab  in  Pj  ist,  weil  ab  =  3,7  cm, 

M  =  (3,7  .  100)  f=  370 .  3,65  =  1350  kgm. 
Das  Produkt  A  •  3,2  =  425  •  3,2  ergiebt  1360  kgm. 

Die  andern  Momente  sind 

Mg  =  (4,9  .  100)  3,65  =  1789  kgm  und 
Mj  =  3,6  .  100  .  3,65  =  1314  kgm. 
V    V.    Das  Beispiel,  Fig.  397,  ist  ähnlich  denen  in  Band  IL  Fig.  104 
und  156.     Es  ist  hier  eine  excentrische  Belastung  Pj  =  1500  kg  an- 
genommen, der  Polabstand  ist  nach  dem  beigefugten  Massstab  f  ^  15. 
Die    grösste    Momentenordinate   findet   sich    in    dem  Angrifispuukt   der 
Knzellast  Pg,  mn  =  3,7,  sonach  ist  das  Moment  an  dieser  Stelle 
M™,,  =  (3,7  .  1000)  .  15  =  55500  kgm. 

Das  Moment  im  AngriflFspunkt  der  Kraft  P^  ist 
M  =  8400 .  6,2  =  52000  kgm  abg. 

Die  Momentenordinate  hat  hier  die  Länge  3,5,  man  erhält  daher 
M  =  3,5  .  1000  .  15  =  52000  abg. 

In  B  erhalten  wir  das  relativ  kleinste  Moment  M  =  1 1 300  kgm.  Die 
Ordinate  hat  hier  die  Grösse  0,75  m. 

Mit  Rücksicht  auf  die  excentrische  Belastung  Pj  ist  im  AngriflEs- 
punkt  derselben  die  Schubkraft  V  ^  Pg,  das  Moment,  da  kein  Hebelarm 
vorhanden,  ist  Null,  im  Auflager  B  wird  es  am  grössten  M  =  Pj  -b, 
daher  wird  V  =  o. 


Momente. 


363 


Die  Auflageireaktion  ist  hier  B  =  10400  kg. 

Zwischen  B  und  n  wird  das  Moment  wieder  Null,  es  tritt  keine 
Biegung  ein,  hingegen  wirkt  hier  die  Schubkraft 

V  =  XX  =  B  — Ps  =  10400  —  1500  =  8900  kg. 

VI.  Wir  haben  in  Fig.  398  die  Momente  des  Trägers,  welchen  wir 
im  II.  Band,  Fig.  102,  berechnet  haben,  auf  graphischem  Wege  nach- 
gerechnet 

Fig.  898. 


Der  Polabstand  f  ist  der  doppelten  Einheit  gleich  angenommen,  die 
Momentenordinaten  werden  daher  nur  halb  so  gross  als  für  f  =  1.   Das 
grösste  Moment  im  Angrifibpunkt  der  zweiten  Kraft  P,  =  800  ist 
M,  =  900 .  2  =  1800  kgm,  bezw. 
Mg  =  (0,9  •  1000)  f  =  0,9  .  1000 .  2  =  1800  kgm, 
weil  die  Einheit  dem  Kräftemass  von  1000  kg  entspricht.    Auf  analyti- 
schem Wege  erhielten  wir  M„„  =  1774  kg;  bei  kb=  700  kg  genügt  für 
W<«>  =  263  das  Normalprofil  Nr.  22. 

VIL  In  den  folgenden  Figuren  haben  wir  die  Momente  der  beiden 
Tragachsen,  Fig.  166  und  166,  Mech.  II.  Band,  auf  graphischem  Wege 
berechnet 

In   Fig.  399  ist  der  Polabstand  der  Einheit  gleich  angenommen, 
denkt  man  sich  f  in  10  Teile  geteilt,  so  ist  ein  Teil  1  dec.  als  Längen- 
und  1000  kg  als  Kräftemass,  sonach  ist  f  =  1  m  bezw.  10000  kg. 

H«eht,  MtflhMift.   HL  49 
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Als  Momentenordinaten  erhält  man  0,17  bezw.*  0^3.  Die  Momente 
sind  hiemach 

Ml  =  0,17  .  10000 . 1  =  1700  kgm  und 
Mg  =  0,13  .  10000  •  1  =  1300  kgm. 

Die  Auflager  sind  A  =  6800,  6776  durch  Rechnung  und  B  =  3200, 
bezw.  3224  kg  durch  Rechnung. 

YIII.  Die  Achse  in  Fig.  400  ist  excentrisch  belastet  Die  Be- 
lastungen sind  dieselben  wie  S.  176  Band  II.  Der  Polabstand  ist  der 
halben  Einheit  gleich  angenommen,  somit  entspricht  f=0,5m  als 
Längenmass  und  öOO  kg  als  Lastmass. 

Die  gegebenen  Belastungen  Pj  =  1000,  P,  =  3000  und  Pj  =  500 
sind  aber  auch  in  halber  Grösse  in  die  Kräftelinien  eingetragen,  die 
gegebenen  Längen  0,2  m,  1,4  m,  0,8  m  und  0,5  m  hingegen  in  wirk- 
licher dem  Längenmass  f  =  0,5  entsprechender  Grösse.  Hierdurch  bleiben 
die  Ordinaten werte  der  Momentenfiäche  unverändert;  um  die  Momente  zu 
erhalten,  ist  keine  Division  mehr  vorzunehmen. 

Die  Grössen  der  Momentenordinaten  liefern  somit  die  Momente  un- 
mittelbar, d.  h.  wieder  in  richtiger  Grösse. 

Ml  =  0,36  .  1000  =  360  kgm 
Mj  =  1,50  .  1000  =  1500  kgm 
Mj  =  0,25  .  1000  =  250  kgm. 

Um  die  Auflager  zu  erhalten,  müssen  deren  Längenmasse  als  Kräfte 
mit  2  multipliziert  werden. 

Für  A  erhält  man  900,  da  nun  P^  P,  Pj  im  halben  Massstab  auf- 
getragen wurden,  so  ergiebt  sich  für  A  =  2  •  900  =  1800  kg,  sonach  ist 
B  =  4500  —  1800  =  2700  kg. 

Auch  in  dieser  Figur  sind  die  Vertikalkräfte  mit  angedeutet,  das 
grösste  Moment  für  V  =  o  fällt  in  den  Angrifepunkt  der  Kraft  P,  = 
3000  kg. 

IX.  Die  nachstehende  Figur  stellt  die  graphische  Berechnung  eines 
im  Sinne  des  Podestträgers  S.  130,  Fig.  117,  Band  II,  analytisch  be- 
rechneten Trägers  dar. 

Auf  dem  2,45  m  langen  Träger  liegt  gleichmässig  verteilt  das  Eigen- 
gewicht 800  kg,  welches  in  8  Teile  zerlegt  ist,  von  denen  4  «100  = 
400  kg  rechts  unmittelbar  zur  Wirkung  kommen. 

Links  ist  noch  eine  gleichmässig  verteilte  Verkehrslast  angenommen 
1600  kg,  welche  auch  in  4  Teile  geteilt,  mit  dem  Eigengewicht  zusammen 
die  Belastung  2000  kg  bildet. 

Als  Auflagerreaktionen  erhalten  wir  A=  1610  und  B  =  790  kg. 
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Die  Kräfteeinheit  ist  1000,  der  Polabstand  f=2,  die  Momenten- 
ordinate in  m  hat  die  Länge  0,4,  somit  ist  das  Maximalmoment 
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Momente. 


M„  =  0,4  .  1000  .  2  =  800  kgm. 
Für  die  zulässige  Biegungsspannung  kb  =  700  ergiebt  sich 


\y  (cm)  -_ 


800.  100 


700 


=  114. 

X.  Der  beistehende  Träger 
von  1  ==  7  m  Länge  ist  auf 
die  Entfernung  X  =  3,7  mit 
Q  =  4800  gleichmässig  ver- 
teilt belastet.  Wir  haben 
diese  Streckenlast  in  6  Teile 
geteilt,  das  Seilpolygon  mit 
dem  beliebigen  Polabstand 
f  =  2,8  konstruiert,  das 
Maximalmoment  fällt  in 
denPunkt  m ;  die  Ordinate  in 
m  hat  die  Länge  1,7,  somit 
ist  das  Moment 
M«=  1,7. 1000. 2,8  = 
4760  kgm. 

Die  Auflagerdriicke  er- 
geben sich  zu  A  =  3500 
und  B  =  1300  kg. 

Die  analytische  Rech- 
nung fuhrt  zu  folgendem 
Ergebnis. 

Denkt  man  eine  Drehung 
um  B  vorgenommen,  so  er- 
hält man  die  Momenten- 
gleichung 

AI  =  Q  fl  —  "2- ), woraus 

Da  mm  allgemein  V= 
A  —  qx  die  Schubkraft  ist, 

worm  wu*  mit  q  =  —  das 

A 

laufende   Gewicht   ftir  die 
Einheit  der  Länge  X  bezeichnet  haben,  so  ergiebt  sich 
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Q 
V  =  A r-  X  und  A  eingesetzt 

Das  Moment  wird  am  grössten  für  V  =  o,  also  für 

tO~t)=Y^'  da8i8tfürx  =  x(l-|j-). 
Hiemach  ist,  diese  Werte  in  die  uns  bekannte  Momentengleichung 
M  =  Ax  —  -^  eingeführt, 


2  V         2L 

T'  ^^-  2 


Ql  1 

Für  X  =  1  erhält  man  M  =  -r-,   für  X  =  -^,  wenn  also  der  Träger 


9 
bis  zur  Hälfte  belastet  ist,  M  =  ^-r Ql,  für  X  =  3,7  und  1  =  7  folgt  in 

unserem  Falle: 

M  =  4800  ^  (l  —  1:^) '  =  4700  kgm  abg. 

XI.  Die  graphische  Darstellimg  in  Fig.  401  S.  365  bezieht  sich  auf  einen 
Träger  oder  auf  eine  Tragachse,  welche  in  mehreren,  hier  in  zweierlei 
Richtungen,  die  unter  einem  gegebenen  Winkel  a  wirken,  belastet  sind. 

Die  Kräfte  Pg  =  760  und  P^  =  1150  wirken  senkrecht,  hingegen 
Pj  =  800,  P,  =  840,  P3  =  490  und  P^  =  510  wirken  unter  a  =  45° 
zu  der  ersten  Gruppe. 

Wir  konstruieren  für  jede  Gruppe  allein  die  Momentenfläche: 
AinnilV  für  P,  bis  P^  und  A^  HI  für  F,  und  P«. 
Beide  Kiüftepläne  und  Seilpolygone  ergeben  je  zwei  Auflager  A  =  1 340, 
A,  =  900;  B  =  1300,  Bi  =  1000  kg.  Setzt  man  diese,  wie  in  der  Hilfs- 
ügar  rechts  oben  geschehen,  nach  dem  Parallelogramm  unter  a  =  45' 
zusammen,  so  ergeben  sich  die  resultierenden  Auflager  A^  =  2060  und 
B0=  2100  kg,  nach  welchen  beispielsweise  die  Zapfen  einer  entsprechend 
belaBteten  Tragachse  zu  berechnen  sind. 

Man  überträgt  nun,  um  die  Momente  in  derselben  Weise  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zusammenzusetzen,  die  Momentenfläche  auf 
eine  dritte  natürUch  gleichlange  Achse  Aq  Bq,  und  zwar  derart,  dass  die 
Scblusslinien  beider  Momentenflächen  in  die  Achse  fallen,  die  eine  Fläche 
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A I II . . .  oberhalb,  die  andere  Momentenfläche  A^  III . .  unterhalb  der- 
selben. An  jedem  Winkelpunkt  der  beiden  Flächen  erfolgt  jetzt  eine 
Zusammensetzung;  es  genügt,  an  jedem  derartigen  Punkt  die  Hälfte  des 
Parallelogramms  aufzutragen,  die  Schlusslinie  ist  die  jedesmalige  Re- 
sultierende. 

An  jede  Winkelpunktsordinate  s,  t,  m  trägt  man  a  =  46°  an, 
und  überträgt  die  Länge  derselben  von  x  aus  auf  diesen  Winkelschenkel; 
verbindet  man  dann  die  Endpunkte  mit  den  Endpunkten  der  Momenten- 
ordinaten  der  andern  Fläche  s^,  t^,  m^,  so  erhält  man  die  Momenten- 
resultierende So  to  mo  . . .,  diese  werden  unterhalb  oder  oberhalb  der  Achse 
Aq  Bo  von  X  aus  nach  x^  x,  x,  . . .  aufgetragen,  so  dass  Sq  =  xxj,  to  = 
xx,,  m^  =  xxj  . . .  wird.  Die  Verbindungslinie  A^  x^  x,  x,  . . . .  B^  bildet 
die  Begrenzung  der  idealen  oder  resultierenden  Momentenfläche.  Man 
übersieht  leicht,  dass  das  aus  den  Linien,  z.  B.  m  m^  m^  gebildete  Drei- 
eck das  umgekehrte  halbe  Parallelogramm  der  Momentenlinien  m  und 
m^,  bezw.  t  und  tj  u.  s.  w.  unter  a  =  45°  ist. 

Wirkt  noch  eine  Gruppe  von  Kräften  etwa  unter  dem  Winkel  ß  auf 
dieselbe  Achse  ein,  so  konstruiert  mau  zu  diesen  die  Momentenfläche 
und  vereinigt  die  Ordinaten  in  derselben  Weise  mit  Aq  x^  x,  . . .  Bq  zu 
einer  aus  3  Gruppen  resultierenden  idealen  Momentenfläche. 

In  der  Figur  ist  xx,  =  1,6,  das  Kräfteeinheitsmass  ist  1000  kg, 
sonach 

M|  =  1,6  •  1000  .  f  =  1,6  .  1000  . 2  =  3200  kgm. 

XII.  Wir  haben  an  diese  Beispiele  noch  einige  Fach  werke  ange- 
schlossen, teilweise  zur  Ergänzung,  teils  als  Nachtragsbeispiele. 

In  Fig.  406  bis  408  ist  ein  Pult-  oder  Vordach  in  den  Knotenpunkten 
mit  den  Kräften  P^  bis  P^  belastet;  in  einem  der  freien  Knotenpunkte,  hier 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Felde,  ist  eine  Säulenunterstützung 
angeordnet.  Man  konstruiert  zunächst  durch  ein  Seilpolygon,  Fig.  407 
und  408,  die  Auflagerreaktionen  A  und  B.  Von  diesen  ausgehend,  reiht 
man  die  Kräfte  um  jeden  Knotenpunkt  aneinander.  Man  beginnt  am 
besten  mit  P,  1  und  2,  Fig.  406;  im  Falle  man  beim  Auflager  A  be- 
ginnt, muss  man  in  Rücksicht  ziehen,  dass,  weil  22  senkrecht  auf  23 
ist,  die  Druckstrebe  23  den  ganzen  Auflagerdruck  auf  den  Knotenpunkt 
bei  P7  übertragen  muss,  dieser  würde  dann  das  erste  Kräftedreieck 
A  (=  23)  —  P7,  21  und  20  liefern,  an  welches  man  die  Polygone  der 
anderen  Knotenpunkte  anschliesst.  Charakteristisch  ist  es  bei  diesem  in 
B  unterstützten  Fach  werk,  dass,  wo  das  Moment  in  m  zu  Null  wird, 
die  Spannungen  in  den  Diagonalstreben,  hier  in  5  und  9  wechseln,  diese 
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sind  auf  Druck,  während  die  Streben  13,  16  und  20  auf  Zug  beansprucht 
sind.  Der  Verlauf  der  Zusammenstellung  der  Polygone  fiir  die  einzelnen 
Knoten  dürfte  wohl  keine  Schwierigkeiten  bereiten,  der  Verfolg  lässt  sich 
leicht  aus  Fig.  406  entnehmen. 

XIII.  Die  vorstehenden  Figuren  stellen  die  Konstruktion  eines 
Brückenträgers  mit  doppelten  Verstrebungen  dar. 

Die  Belastung  ergiebt  sich  zu  7600  kg  auf  d.  lauf,  m  (vergl.  die 
Belastungsangaben  im  Anhang);  die  Spannweite  ist  40  m,  sonach  die 
Gesamtlast  40  •  7500  =  300000  kg  =  300  tons.  Diese  verteilen  sich 
auf  12  Knotenpunkte,  auf  jeden  kommen  sonach  25000  kg,  davon 
15000  kg  auf  die  Nutzlast  und  10000  kg  auf  das  Eigengewicht 

Die  erste  Fig.  469  stellt  den  zusammengesetzten  Tiüger  dar,  er  zer- 
legt sich  in  die  beiden  Fig.  410  und  Fig.  411,  oder  vielmehr,  er  ist 
durch  Zusammenlegen  dieser  beiden  gebildet. 

1)  Der  Träger  oder  die  Brücke  sei  voll  belastet,  jeder  Knotenpunkt 
409  mit  25000  kg,  P^  =  P,  =  P3  . . . .  =  P^,  =  25000. 

Teilt  man  nun  den  Träger  Fig.  409  in  die  beiden  Fig.  410  und  411, 
und  belastet  jeden  der  Knotenpunkte  mit  25000  kg,  so  werden  infolge 
der  verschieden  grossen  Felderlängen  die  Auflagerreaktionen  ungleich 
gross;  in  dem  Gesamtträger  der  ersten  Figur  ist  die  Belastung  eine  sym- 
metrische, also  resultieren  gleiche  Auflagerreaktionen,  bei  den  Teiltiügem 
aber  liefert  die  Belastung,  wie  erwähnt,  ungleiche  Auflagergrössen.  Man 
findet  sie  aus  den  Kräfteplänen  Fig.  410  und  411  rechts. 

Dem  Seilpolygon  Fig.  410  rechts  entsprechen  die  Auflager  A^  =69230 
kg  und  Bi  =  80770  kg.  Die  Spannungen  in  den  Streben  des  Teilträgers 
Fig.  410  findet  man  durch  Konstruktion  der  Kräftepolygone.  Die  Belas- 
tungen sind  P,  =  P^  =  Pg  =  Pg  =  F^Q  =  P^j  =  25000,  die  diesen  ent- 
sprechenden Auflager  A^  B^  sind  in  Fig.  413  in  der  Zeichnung  4  mal  so 
gross  aufgetragen  und  vom  ersten  Knoten  I  (A^  =  27,  .29,  g)  anfangend, 
die  Kräftepolygone  konstruiert.  Beim  Knotenpunkt  VII  angelangt,  er- 
hält man  für  Strebe  44  eine  Druckkraft;  da  aber  die  Diagonalen  als 
Zugstangen  schlaff  ausgeführt  werden,  muss  in  diesem  Feld  eine  Gegen- 
diagonale angebracht  werden.  Man  lässt  nun  44  in  der  graphischen 
Bestimmung  ganz  imberücksichtigt  und  bestimmt  in  VII  nur  die  Span- 
nung der  Streben  i,  k  und  43.  Dann  geht  man  zum  Knotenpunkt  VI 
über,  imd  erhält  dann  die  Spannung  fiir  die  eingelegte  Diagonale  45. 

Für  die  Auflager  Ag  und  Bg,  Fig.  411  rechts,  erhält  man  eine  sym- 
metrische Darstellung  der  Polygone,  der  Fig.  413  ähnliche,  sie  ist  hier 
hinweggelassen. 
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2)  Der  Brückenträger  sei  mit  P^  =  P,  =  P3  =  P^  =  25000  kg 
und  P5  bis  P^  mit  10000  kg  (Eigengewicht)  belastet.  Die  Teilung  der 
Hauptfigur  409  in  Fig.  410  und  411  ist  natürlich  dieselbe.  Man  kon- 
struiert wieder  aus  den  Seilpolygonen  die  Auflagerreaktionen  A3B3,  A4B4; 
diesen  entsprechen  die  Eräftepolygone  der  Figuren  412,  auch  in  4facher 
Grösse  ausgeführt.  Für  b^  muss  man  schon  die  Gegendiagonale  39  im 
dritten  Feld  anbringen,  ebenfalls  für  c^  die  Diagonale  36,  wie  es  sich 
aus  der  graphischen  Darstellung  ergiebt.  — 

Man  kann  nun  in  derselben  Weise  noch  mehr  Belastwigställe  durch- 
fähren und  würde  dann  leicht  erkennen,  wie\iel  Gegendiagonalen  ein- 
gesetzt werden  müssen.  Nach  den  Enden  zu  werden  aber  die  Druck- 
spannungen in  den  Diagonalen  immer  geringer  und  können  schliesslich 
die  schlaffen  (Zug-)  Diagonalen,  die  ohnehin  schon  nach  den  Enden  zu 
stärker  sind,  den  geringen  Druck  aufnehmen. 

Nun  kombiniert  man,  insofern,  als  man  aus  Fig.  410  und  411  sym- 
meüisdie  Belastungen  herstellt;  bedenkt  man  nämlich,  dass,  wenn  die  Be- 
lastung von  der  andern  Seite  auf  die  Brücke  einwirkt,  man  die  Anordnung 
der  Streben  in  den  Feldern  umkehren  muss:  d.  h.  es  wird  z.  B.  Strebe  31 
ans  Cj  nach  66  in  b  kommen,  oder  27  in  c^  wird  der  Strebe  60  in  b 
gleich  kommen  u.  s.  w.  SchliessUch  deckt  man  die  Fig.  410  und  411 
aufeinander  und  erhält  Fig.  409. 

In  dieser  Figur  sind  durch  diese  Deckung  der  beiden  Figuren  die  Auf- 
lagerreaktionen für  die  volle  Belastung  A  =  A^  +  Aj ,  B  =  B^  +  B^ ,  diesen 
entspricht  das  Seilpolygon,  Polpunkt  0;  für  die  teilweise  Belastung  sind 
die  Auflager  in  Fig.  409,  A  =  A34-A4,  B  =  B3-|-B4j  welchen  das 
Seilpolygon  links,  Polpunkt  0,  entspricht. 

Ebenso  addieren  sich  die  Spannungen  derjenigen  Streben  aus  Fig.  410 
und  411,  die  in  409  zusammenfallen;  dies  sind  27  und  60  und  die  obere 
und  untere  Gurtung.  In  der  oberen  Gurtung  setzt  sich  für  die  volle  Belas- 
tung, weil  diese  die  grössten  Spannungen  Uefert,  die  der  Strebe  26  zu- 
sammen aus  g  +  gS  Fig.  410  und  411,  die  Strebe  25  aus  g  +  h^ 
Strebe  24  aus  h  -|-  h*  u.  s.  w. 

In  der  unteren  Gurtung  ergiebt  sich  Strebe  1  zu  o  +  o^  beide  = 
Null;  Strebe  2  aus  o  +  pS  Strebe  3  aus  p  +  p^  u.  s.  w. 

XIT.  Einfacher  ist  die  Berechnung  des  Trägers  Fig.  418.  Man  kann 
sich  diesen  aus  den  beiden  Trägem  Fig.  414  und  417  zusammengesetzt 
denken,  wenn  auf  jeden  die  Hälflen  der  Belastungen  des  Trägers  418 
wirken.     Die  letzteren  sind 

Pj  =  4000,  Pj  =  8000,  P3  =  4000  kg. 

H««ht,  lfoch«aik.    m.  52 
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Man  konstruiert  nun  für  die  beiden  Teilträger  mit  ihren  Belastungen  die 
Kräftepolygone  Fig.  115  für  Fig.  414  und  Fig.  416  für  Fig.  417,  mit  den 
Polygonen  in  den  Auflagern  beginnend  und  von  Knotenpunkt  zu  Knoten- 
punkt. Die  Fig.  419  stellt  die  Kombination  der  Kräftepläne  dar;  der 
Verlauf  der  £[räfte  in  den  Knotenpunkten  lässt  sich  leicht  verfolgen. 

Fig.  420. 
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XV.  Die  Fig.  420  stellt  noch  ein  Vordach  mit  Zugstange  dar,  die 
Belastungen  der  einzelnen  Knotenpunkte  sind  P^  bis  P5.  Die  Konstruktion 
der  Kräftepläne,  welche  aus  der  Nebenfigur  ersichtlich  ist,  bietet  keine 
besonderen  Schwierigkeiten.  Man  übersieht  wohl  leicht,  dass  die  Neigung 
der  Zugstange  von  Einfiuss  ist,  je  grösser  der  Winkel  ist,  unter  dem  sie 
sieh  an  den  Hauptfreiträger  anschliesst,  um  so  günstiger  ist  dies,  um  so 
geringer  ist  die  Spannung  in  der  Stange,  um  so  mehr  wird  der  Frei- 
träger entlastet. 

Fig.  421. 


XVI.  Der  umgekehrte  Fall,  die  Kombination  eines  Freiträgers, 
eines  Vordaches  mit  einer  Druckstange,  ist  in  Fig.  421  durchgeführt. 
Um  sich  Yom  Gleichgewicht  zu  überzeugen,  hat  man  nur  nötig,  den 
KräfteTerlauf  in  den  einzelnen  Knoten  zu  verfolgen.  Die  Ausführung  der 
Polygone  schliesst  sich  den  früheren  an. 
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4.   Die  Bogenkonstruktlonen,  Gewölbe  und  Pfeiler. 

Wir  haben  bereits  unter  dem  Namen  Sichelträger,  Fig.  239  u.  f. 
S.  209  gekrümmt  gestaltete  Träger  betrachtet,  durch  senkrecht  wirkende 
Kräfte  erhalten  wir  senkrecht  wirkende  Auflagerreaktionen;  die  durch  das 
Netzwerk  wirkenden  Spannungen  beanspruchen  die  untere  Gurtung  auf 
Zug,  die  obere  auf  Druck. 

Das  Urbild  eines  solchen  Trägers  in  der  einfachsten  Form  ohne 
Krümmung  liefert  uns  übrigens  Fig.  130  S.  118. 

Denken  \dv  uns  nun  einen  gekrümmten  Balken  oder  einen  ge- 
krümmten Träger,  Fig.  422,  frei  aufliegend,  ohne  eine  Zugverbindung 
der  freien  Auflagerenden  in  irgend  einer  Richtung  mit  einer  oder  mehreren 
Kräften,  deren  Resultierende  R  sei,  belastet,  so  weichen  hier  die  Rich- 
tungen der  Auflagerreaktionen  von  der  Senkrechten  ab.  Trägt  man  R 
auf,  wählt  einen  Polpunkt  0,  so  Uefern  die  Polstrahlen  I  und  II  die 
Richtungen  A  und  B,  ein  anderer  Polpunkt  0^  liefert  die  Auflagerrich- 
tungen Aj  und  Bj,  deren  Grössen,  da  R  bekannt  ist,  aus  der  Neben- 
figur zu  entnehmen  sind.  Hiernach  können  wir  uns  eine  Reihe  von  Pol- 
punkten wählen  und  erhalten  natürlich  auch  eine  Reihe  von  Auflager- 
wirkimgen;  es  heisst  dies  nun  soviel,  als  die  Endpunkte  des  Bogenträgers 
A  und  B  wirken  nicht  nur  senkrecht,  sondern  auch  nach  aussen,  seit- 
wärts auf  die  anschliessenden  Unterlagen  und  beherrschen  hierbei  einen 
Bogen,  mindestens  einen  Viertelkreis.  Wir  sind  daher  genötigt,  diesen 
unendlich  vielen  Auflagerreaktionen  durch  entsprechende  Konstruktionen 
entgegenzukommen.  Belasten  wir  den  Bogen  durch  senkrechte  Kräfte, 
so  lehrt  uns  schon  der  oben  erwähnte  Fall,  Fig.  130,  bei  welchem  der 
gerade  Stab  auf  Knickung  beansprucht  ist,  dass  der  Bogen  jedenfalls 
auch  auf  eine  Druckkraft  zu  berechnen  sein  \vdrd.  Wir  haben  eine  solche 
in  Fig.  423  durch  P  angedeutet,  sie  bewirkt  auf  einen  Bogenpunkt  m 
eine  kombinierte  Festigkeit,  und  zwar  aus  dem  Druck  P  und  dem  Mo- 
ment M  =  PX;  wir  haben  nur  nötig,  den  Bogen  in  m  festgehalten  zu 
denken  oder  zur  Bildung  eines  Kräftepaares  in  m  zwei  entgegengesetzt 
wirkende  Kräfte  parallel  P  anzubringen.  Es  resultieren  dann  ähnliche 
Beziehungen,  wie  in  Gl.  34  S.  311: 

k  =  y±^; (49). 

offenbar  muss  dann  der  Bogen  stärker  ausgeführt  werden,  als  der  gerade 
Stab  in  Fig.  130. 
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Die  Belastung  Q  erzeugt  jedenfalls   eine  Durchbiegung,    eine  De- 
formation des  Bogens,  welche  um  so  aufEallender  werden  wird,  wenn  die 


n 


Belastang  unsymmetrisch  auf  den  Bogen  einwirkt,  andererseits  kann  eine 
Belastung  P,  Fig.  424,  einer  Durchbiegung  im  Bogen  auch  entgegenwirken. 
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Bezeichnet  man  die  Auflagerreaktionen  für  P  in  a  und  c  mit  A. 
und  A«,  so  ergeben  sich  für  die  Drehpunkte  c  um  a  die  Momenten- 
gleichungen 

A.  -  =  PI,  und  Ae  -^  =  Plj,  woraus 

K  =  ^V  und  A«  =  ?Ap. 

Das  Moment  in  m,  welches  dem  obigen  entgegenwirkt,  ist  dann 

M=  A.li=A,l,. 
Spannen  wir  den  Bogen  nun  fest  ein  und  sehen  auch  Ton  etwaigen 
Veränderungen  durch  die  Temperatur  ab,  so  tritt  in  den  Auflagern  eine 
Yollständige  Unbeweglichkeit  ein,  die  Veränderungen  im  B(^n  selbst 
durch  die  Belastungen,  namentlich  wenn  diese  einseitig  ist  oder  fort- 
schreitet, sind  beschränkter.  In  den  Betrachtungen  der  Balkenbelastungen 
Band  II  S.  146,  150  u.  f.  haben  wir  auch  diesen  P'all  betrachtet,  und 
zwar  für  einen  einseitig  oder  doppeltseitig  eingespannten  Balken.  Die 
elastischen  Veränderungen  durch  die  Durchbiegung  werden  jedenfalls  ge- 
ringer, freiUch  auf  Kosten  der  Auflagereinspannung,  die  für  solche  Fälle 
in  der  Praxis  wohl  kaum  immer  den  Einspannkräften  entsprechend  er- 
reicht werden  kann.  Man  sieht  deshalb  bei  Bogenkonstruktionen  von 
einer  solchen  festen  Einspannuiig  ganz  ab.  Die  Temperaturdifferenz 
(vgl.  S.  172)  und  die  uuvermeidUchen  Elastizitätsverhältnisse  zwingen 
hierzu.  Eine  Ausnahme  machen  allerdings  die  steinernen  Bogen- 
konstruktionen, die  Gewölbe,  und  in  gewissen  Beziehungen  oder  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  die  gusseisemen  Bogenkonstruktionen,  bei  den 
letzteren  ist  immerhin  noch  eine  Deformation  vorhanden.  Die  Gewölbe- 
konstruktionen sind  als  steife  Konstruktionen  zu  betrachten  und  sollen 
nur  Druckkräften  unterworfen  werden,  welche  sich  durch  die  Gewölbe- 
steine auf  die  Widerlager  fortpflanzen.  Bei  solchen  Bogenkonstruktionen, 
welche  wir  nicht  als  absolut  steif  betrachten  können,  welche  also  eine 
Deformation  zulassen,  das  ist  bei  Holz-  und  Eisenkonstruktionen  der 
Fall,  sieht  man,  wie  schon  erwähnt,  von  einer  festen  Einspannung  ab; 
um  ihrer  unvermeidlichen  BewegUchkeit  entgegen  zu  kommen,  lagert 
man  dieselben  schamier-  oder  gelenkartig,  oder  so  auf,  dass  sie  sich  firei 
bewegen  können,  diese  Bewegung,  Drehung,  ist  ohnedies  eine  sehr  ge- 
ringe. In  den  praktischen  Anwendungen  pflegt  man  auch  bei  den 
Balkenbelastungen  vielfach  von  einer  Einspannung  abzusehen,  insofern 
als  man  einen  eingespannten  Balken  als  frei  aufliegend  betrachtet  (Vgl. 
die  Momente  und  Durchbiegungen  S.  107  und  162,  Bd.  II.) 
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Die  Berechnungen  der  Deformationen,  Durchbiegungen  bei 
Bogenkonstruktionen  sind  mit  noch  viel  grösseren  Schwierigkeiten 
verbunden  als  bei  einfachen  Balken;  es  war  uns  bei  Betrachtung  des 
betreffenden  Kapitels  im  IL  Band  schon  nicht  möglich  auf  elementarem 
Wege  zum  Ziele  zu  gelangen,  hier  wird  es,  wie  gesagt,  noch  schwieriger, 
da  die  Temperatur  auch  mit  in  Rücksicht  gezogen  werden  müsste*). 
Man  sucht  nun  der  Durchbiegung  entgegen  zu  kommen  und  gleichzeitig 
einen  sicheren  Anhaltepunkt  für  die  Auflager  zu  gewinnen,  dadurch,  dass 
man  ein  drittes  Gelenk  im  Scheitel  des  Bogens  anbringt.  Dieses  wirkt 
als  Scharnier,  es  kann  keinesfalls  an  der  elastischen  Form  Veränderung 
des  Bogens,  an  der  Durchbiegung  teilnehmen;  da  es  nur  auf  Druck  be- 
ansprucht wird,  so  ist  es  nicht  einmal  nötig  es  schamierartig  mit  Bolzen 
auszufuhren,  es  genügt  eine  entsprechende  nachgiebige  Vernietung  oder 
eine  gekrümmte  Berührung  der  Teile.  Durch  diese  Annahme  kann  man 
auch  von  einer  analytischen  Betrachtung  der  Durchbiegung  absehen,  die 
Berechnung  gestaltet  sich  viel  einfacher  ohne  wesentliche  Differenz  in 
Bezug  auf  den  Materialaufwand,  bezügUch  auf  den  Querschnitt  der  Kon- 
struktion. 

Durch  ein  solches  Bogenscheitelgelenk,  Fig.  425,  erhalten  die  Auf- 
lager bestimmte  Werte,  es  entstehen  gleichsam  zwei  Träger,  welche  auf 

Fi^.  425. 


veränderUche  Momente  beansprucht  sind,  der  gesamte  Bogenträger  kann 
dann  mit  veränderlichen  Querschnitten  ausgeführt  werden. 

Die  Bogenkonstruktionen,  welche  bei  vollem  gleichbleibenden  Quer- 
schnitt kein  Gelenk  haben,  berechnet  man,  um  die  schwierigen  Elastizi- 
tätstheorien zu  umgehen  in  der  Weise,  dass  man  stillschweigend,  sagen 
wir  theoretisch,  ein  Scheitelgelenk  annimmt,  nach  dem  grössten  Moment 
den  Querschnitt  berechnet,  diesen  in  gleicher  Stärke  durchfuhrt  und  das  Gelenk 
in  der  Ausführung  hinweglässt.  Die  entstehenden  Differenzen  infolge  der 
Durchbiegungen  und  der  Temperaturdifferenzen  sind  von  keinem  grossen 

*)  Die  Bogenbrücke  über  den  Rhein  bei  Coblenz  wurde  h.  Z.  durch  Baurat  Stern- 
berg nach  der  analyt.  Theorie  berechnet. 
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Einfluss  auf  den  Querschnitt.  Derartige  Bogenkonstruktionen  aus  Stein 
und  Holz  fuhrt  man  mit  rechteckigen  Querschnitten,  die  aus  Eisen  meist 
mit  kastenförmigen  oder  doppelt  T  förmigen  Querschnitten  aus. 

Da  nun  das  Gelenk  C,  Fig.  426,  an  der  Durchbiegung  nicht  teil- 
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nehmeD  kann  und  die  Kraft  R  nur  einen  Druck  in  Richtung  der  Linie 
mCA  bewirkt,  so  ist,  wie  schon  angedeutet,  die  Lage  der  Kraftrichtungen 
für  die  Auflager  gegeben.  Die  eine  Kraftxichtung  muss  durch  das  Ge- 
lenk C  gehen;  man  findet  sie,  indem  man  AC  bis  m,  dem  Durchschnitt 
mit  der  gegebenen  Lastrichtung  R  verlängert,  und  m  mit  B  verbindet 
Das  zugehörige  Kräilepolygon  liefert  dann,  weil  R  bekannt,  die  wirklichen 
Grössen  von  A  und  B.  Zerlegt  man  die  letzteren  in  horizontale  und 
vertikale  Teilkräfte  H  und  V,  so  ergeben  sich  auch  diese  aus  dem  Kräfte- 
polygon in  bekannter  Weise. 

Wenn  keine  horizontale  Stange  s  vorhanden  ist  oder  verwendet 
werden  kann,  so  müssen  die  Stützbauten,  die  Pfeiler,  die  Kräft;e  H  und 
V  übernehmen.  Aus  dem  L  Band  d.  Mech,  S.  197  u.  f.  ist  uns  bereits 
bekannt,  dass,  je  niedriger  der  Bogen  oder  je  kleiner  die  sog.  Pfeilhöhe 
ist,  um  so  grösser  werden  die  Kraft»  H,  und  einem  um  so  viel  grösseren 
Seitendruck  haben  die  Pfeiler  zu  widerstehen. 

Bei  grösseren  Spannweiten  und  grösseren  Belastungen  sind  die  Ge- 
lenke fast  unvermeidlich.  Bei  solchen  Bauwerken  würden  die  vollen 
Querschnitte,  selbst  wenn  sie  veränderiich  ausgefülirt  werden,  zu  gross 
ausfallen,  das  Bauwerk  würde  zu  schwer  werden,  die  Spannungen,  welche 
eintreten,  lassen  sich  kaum  übersehen,  man  geht  dann  zu  Bogenf ach- 
werken über. 

Das  Fachwerk  selbst,  das  Netzwerk,  setzt  man  wieder  aus  Gelenken, 
bezw.  Knotenpunktsdreiecken   zusammen.     Die  äussere  Form  ist  hierbei 

Flg.  427. 


an  kein  bestimmtes  Gesetz  gebunden;  wesentlich  ist,  dass  die  Belastungs- 
punkte nicht  in  die  Bogenlinien  fallen,  sondern  durch  Verstrebungen  auf 
dieselbe  tibertragen  werden.  Wir  haben  in  den  Fig.  427,  428  zwei 
Formen  angedeutet,  wie  sie  bei  grösseren,  niederen  oder  höheren  Über- 
dachungen, Hallen  u.  a.  angewendet  werden.  Etwaige  horizontale  Kräfte, 
wenn  sie  nicht  genügend  seitlichen  Widerstand  durch  Pfeilerbauten  oder 

53* 


386  BogenkoDStrukdonen. 

Fig.  428. 


Mauerwerk  finden,  müssen  dann  durch  besondere  offene  oder  verdeckte 
Schlauderstangen,  Fuudamentanker,  s.  Fig.  428  (bei  grossen  Bahnliof- 
hallen  hegen  sie  unterhalb  der  Geleise)  aufgenommen  werden. 

In  Fig.  429  haben  wir  noch  eine  Form  angedeutet,  die  wir  ähn- 
hch  bereits  S.  194  im  I.  Band  erwähnten.  Wir  haben  hier  verschiedene 
Kräfte,  bezw.  deren  Resultierende  R  und  Rj  auf  die  Trägerhälften  an- 
genommen. Die  Verlängerungen  der  Auflagerrichtungen  durch  das  Bogen- 
gelenk  C  ergeben  die  Schnittpunkte  m  und  m^ .  Aus  den  rechts  und  Unks 
gezeichneten  Kräftepolygoneu  ergeben  sich  femer  die  Auflagerwerte  A,  B, 
Ai  luid  Bj  selbst.  Überträgt  man  A^  parallel  und  gleich  gross  in  das  Unke 
Kräftepolygon,  so  erhält  man  die  resultierende  Auflagerreaktion  R„  das  ist 
die  wdrkUche  den  Belastungen  R  und  R^  entsprechende  Auflagergrösse  und 
deren  Richtung.  Überträgt  man  ebenso  B  in  das  rechte  Kräftepolygon, 
so  Uefert  das  Kräftedreieck  Bj  B,  Rb  das  resultierende  Auflager  R»,  füi- 
die  rechte  Seite. 

Ist  auf  der  einen  Seite  noch  ein  Winddruck  W  zu  beachten,  W  mag 
wieder  die  Resultierende  der  einzelnen  Windknotenkräftie  sein,  so  bildet 
man  den  Schnittpunkt  m«,  indem  man  die  Richtung  BC  über  C  hinaus 
bis  zum  Schnitt  mit  W  verlängert.  Die  Richtung  m«  A^  ist  dann  die  Auf- 
lagerrichtung auf  der  linken  Seite  für  den  Winddruck.  Um  die  Grössen 
Aw  und  B^  selbst  zu  erhalten,  tragen  wir  im  mittleren  Kräftepolygon  an 
die  gegebene  Kraft  W  beide  Richtungen  an,  A^  B^  W  ist  dann  das  Wind- 
kraftdreieck zur  Feststellung  der  Windauflagerdrücke. 
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Um  dann  schliesslich  die  endgültigen  Auflagerdrücke  zu  erhalten, 
welche  ans  den  gegebenen  Kräften  K  und  W  resultieren ,  vereinigt  man 
durch  Kräftedreiecke  paarweise  die  Kräfte  R.  mit  A^  und  Rb  mit  B^.  In 
einer  besonderen  Zeichnung  haben  wir  diese  Vereinigimg  nicht  vorge- 
noinmen. 
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Nach  diesen  allgemein  gehaltenen  Andeutungen  betrachten  wir  zu- 
nächst eine  in  den  Kämpfern  lose  aufliegende  Bogenkonstruktion  aus 
Holz  oder  Eisen  mit  vollem  Querschnitt;  auf  steinernen  Bogenbrücken, 
bezw.  auf  Gewölbe  werden  wir  später  auch  noch  zurückkommen.  Wir 
setzen  hier  ein  drittes  Gelenk  im  Scheitel  voraus,  es  wird  dies  ausge- 
führt, wenn  die  Querschnitte  durch  die  berechneten  Momente  grosse  Ver- 
änderUchkeit  zeigen.  Dasselbe  kann  in  Wegfall  kommen,  wenn  die  resul- 
tierenden Spannungen  nicht  viel  differieren,  man  wählt  dann  nach  den 
Maximalwerten  einen  vollen  Querschnitt,  welcher  durch  die  ganze  Bogen- 
länge beibehalten  wird. 

I.  Beispiel.  Der  in  den  Fig.  430  bis  432  gezeichnete  Bogen  hat  eine 
Spannweite  von  20  m,  die  Pfeilhöhe  ist  5  m,  also  \  der  Spannweite. 
Die  Bogenbinder  liegen  in  4  m  Entfernung  und  sollen  mögUchst  einen 
doppelt  T förmigen  Querschnitt,  aus  Schmiedeeisen  hergestellt,  erhalten. 

Die  Belastungen  nehmen  wir  zu  40  kg  für  d.  qm  Eigengewicht,  126  kg 
für  d.  qm  Winddruck  senkrecht  auf  den  Bogen  und  76  kg  Schneelast  für 
d.  qm  Grundfläche  an.  Die  Länge  des  Bogens  ist  24  m,  mithin  ist  das 
Eigengewicht  24  •  4  •  40  =  3840  kg,  die  Schneelast  ist  20  •  4  •  75  = 
6000  kg,  der  Winddruck  senkrecht  auf  den  Bogen  ist  125  •  20  •  4  = 
10000  kg.  Den  Winddruck  in  vertikaler  Richtung  wollen  wir  noch  zu 
100  kg  auf  d.  qm  annehmen,  er  beträgt  dann  100  <>  4  •  20  =  8000  kg 
für  einen  Bogenbinder.  Rechnen  wir  nun  1 1  Knotenpunkte,  so  sind  die 
Belastungen  eines  Knotenpunktes  in  den  verschiedenen  Fällen: 

^ftdO  ßfVOO 

Eigengemcht  p,  =  — -r—  =  350  kg,  Schneelast  p,  =  — -j—  =  550, 

Winddruck  senkrecht  auf  den  Bogen  — ry-    =  900  kg  und  Winddruck 

8000 
in  vertikaler  Richtung  -rr"  =  ^^^  kg  abger. 

Diese  Belastungen  sind  in  der  folgenden  Weise  kombiniert  und  für 
die  Berechnung  des  Bogens  verwertet. 

1)  Der  Bogen  ist  auf  der  Unken  Hälfte  mit  dem  Eigengewicht, 
Schnee  und  in  vertikaler  Richtung  mit  Winddruck  belastet 

350  +  550  +  700  =  1600  kg 
auf  d.  Knoten,  rechts  wirkt  nur  das  Eigengewicht  350  kg  auf  d.  Knoten. 
Dieser  Belastungsart  entspricht  der  Kräfteplan  links,  Fig.  431; 

Pi  =  Pi  =  Ps  =  P4  •  •  •  =  Pt  =  IßOÖj  Ps  =  •  •  •  Pii  =  350. 

2)  Die  zweite  Belastungsart,  Eigengewicht,  Schnee  und  vertikaler 
Winddruck,  ist  symmetrisch,  für  jeden  Knotenpunkt  dieselbe. 
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360  +  550  +  700  =  1600  kg. 
Dieser  entspricht  der  rechts  gezeichnete  Kräfteplan  für 

3)  In  Fig.  433  und  434  ist  die  Konstruktion  für  die  3.  Belastungs- 
art durchgeführt,  sie  bezieht  sich  auf  das  Eigengewicht  und  die  Schnee- 
last 350  +  550  =  900  kg,  senkrecht  wirkend,  und  auf  die  Windlast,  senk- 
recht auf  den  Bogen  mit  900  kg;  die  ersteren  sind  mit  Pi  =P2  =  •  • 
Pj  =  900,  die  Windlast  mit  Wj  =  w^  =  , . .  Wg  =  900  kg  auf  d.  Knoten 
bezeichnet,  Fig.  433,  aus  beiden  resultieren  die  Kraft»  r^  =r2  =..,t^, 
Rechts  ist  der  Bogen  durch  Eigengewicht  und  Schneelast  beansprucht  mit 
350  +  060=  900  kg  auf  den  Knotenpunkt.  Im  Kräfteplan,  Fig.  434, 
sind  alle  Kräfte  der  Reihe  nach  mit  r^  =  r,  ==  . . .  r^^  bezeichnet. 

Die  symmetrische  volle  Belastung,  im  2.  Fall  deformiert  den  Bogen 
am  wenigsten;  die  anderen  unsymmetrischen  Belastungen  üben  einen 
grösseren  Ejnfiuss  aus. 

Im  Prinzip  verfahren  wir  nun  nach  der  im  Sinne  der  Fig.  423  auf- 
gestellten Gl.  49,  S.  380.  Wir  suchen  durch  ein  Seilpolygon  (vgl.  S.  212) 
mit  Rücksicht  auf  den  Polabstand  die  Werte  P  aus  M  festzustellen,  und 
unter  Annahme  eines  bestimmten  Bogenquerschnittes  die  grösste  zulässige 
Spannung  zu  ermitteln. 

Wir  teilen  also  zunächst  den  Bogen,  Fig.  430,  ABC  in  12  Teile, 
und  ziehen  zur  Konstruktion  der  Seilpolygone  senkrechte  Linien  durch 
jeden  Knotenpunkt.  Dann  tragen  wir  Fig.  431  die  im  Belastungsfall  1 
angegebenen  Kraft»  pj  bis  p^  auf  die  Kräftelinie,  nehmen  einen  beUebigen 
Polpunkt  Oj  an  und  konstruieren  ein  Seilpolygon  I Hill . . . XII,  deren 
Schlusslinie  ij  =  ABj  wir  in  die  Fig.  430  übertragen,  durch  den  Schnitt- 
punkt Sj,  Fig.  431,  erhalten  wii*  die  Grösse  der  Auflager  A  und  B  dieser 
Belastungsart  entsprechend.  Das  Seilpolygou  geht  nun  zunächst  dm*ch 
das  erste  Auflager  A,  damit  es  auch  gleichzeitig  mit  B  abschUesst,  muss 
die  Schlusshnie  horizontal  oder  vielmehr  parallel  AB  liegen.  Wir  führen 
dies  nach  einer  der  uns  bekannten  Konstruktionen  aus  (s.  S.  340),  indem 
wir  in  s,  eine  Senkrechte  errichten,  s^Oj,  auf  dieser  als  Schlusslinie  muss 
der  Polpunkt  hegen,  dessen  Seilpolygon  durch  AB  geht,  weil  jede 
Schlusshnie  durch  s,  gehen  muss.  Um  nun  gleichzeitig  den  neuen  Pol- 
punkt O2  so  annehmen  zu  können,  dass  das  Seilpolygon  ausser  durch 
A  und  B,  auch  durch  C  geht,  berücksichtigen  vdr,  dass  die  Polabstände 
0,Si  und  0,Sj  in  gleichen  Verhältnissen  zu  den  Ordinaten  stehen  müssen. 
Wir  erhalten  demnach  aus  der  Proportion 
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ab 
SjO,  :  SjOi  =ab:  CD,  8,0,  =  f  =  p=r  •SiOj. 

Nach  dem  beigefügten  Kräfte-  und  Längenmassstab  ergiebt  sich 
s7Ö,  =  10,1. 1  =  12,1. 

Mit  Zuhilfenahme  des  graphomathematischen  Verfahrens  (s.  S.  5 
u.  f.)  übertragen  wir  ab  aus  Fig.  430  nach  8,i,  Fig.  431,  uiid  CD  nach 
s,k,  projizieren  0^  nach  s,  verbinden  s  mit  k  und  ziehen  durch  i  eine 
Parallele  zu  ks,  diese  schneidet  die  horizontale  SchlussUnie  f  in  0,.  Von 
diesem  Punkt  aus  konstruiert  man  das  Seilpolygon  I^  11^  Uli  ....  XIIj, 
dieses  beginnt  in  A,  geht  durch  C  und  schliesst  in  B. 

Die  grösste  Abweichung  dieses  Seilpolygons  findet  man  aus  der 
Figur,  sie  hegt  im  9.  und  10.  Feld,  hier  ist  der  Bogen  am  meisten  ge- 
fährdet 

Das  Moment  in  irgend  einem  Bogenpunkt  lässt  sich  nun  darstellen 
durch  das  Produkt  des  Polabstandes  f=:s,0,  und  dem  Abstand  y  des 
Seilpolygones  von  der  Bogenachse 

M  =  fy ._.   ^_.     .     .     (50) 

in  unserer  Figur  M  =  0,  s,  •  mn  .     .     .  (60a) 

Das  A  mno  im  9.  Feld,  Fig.  430,  ist  dem  A  8«02P95  Fig.  431, 
ähnUch,  weil  je  2  Seiten  imter  sich  parallel  imd  die  Dreiecke  recht- 
winkeUg  sind.     Es  verhält  sich 

Sg  0,  :  mo  =  0,  p,  :  mn  oder  f :  mo  =  0, pg  :  y,  woraus 

M  =  fy  =  0,p9.mö (50b). 

om  ist  der  senkrechte  Abstand,  wir  haben  ihn  in  Gl.  49  mit  X  be- 
zeichnet. Die  Länge  OgPg,  Fig.  431,  ist  die  Grösse  der  Mittelkraft,  welche 
im  Bogenpunkt  m  wkt,  O^s^  ist  die  Horizontalkraft  in  AB;  die  Seil- 
polygonseiten  geben  die  Lagen  und  Richtungen  der  Kräfte  an.  Anstatt  des 
Momentes  OjPg  -mo  verwenden  wir  also  den  Polabstand  f  und  den  Seil- 
polygonabstand y,  um  das  Moment  in  m  festzustellen.  Im  Grunde  ge- 
nommen sind  die  obigen  Gleichungen  (50)  dieselben  wie  die,  welche  wir 
S.  346  entwickelt  haben.  Gl.  44.  Wir  haben  nur  nötig,  in  den  dortigen 
Fig.  370  u.  f.  die  Schlusslinie  i  in  die  Achse  AB  zu  verlegen;  dann  stellt 
t  in  Gl.  44  den  Abstand  der  Achse  des  gegebenen  Balkens  vom  Seil- 
polygon in  demselben  Sinne  dar,  wie  y  in  den  obigen  Figuren  die  Mo- 
mentenordinaten,  welche  auch  mit  f  multipliziert  das  Moment  Uefem. 

Die  Länge  des  Abstandes  y  ist  nach  dem  beigefugten  Massstab  y  = 
1  m;  der  Polabstand  f=OjSj  =6060  kg,  sonach  folgt 

M  =  6060  kg  =  606000  kgcm. 
Die  absolute  Druckkraft  ist  P  =  0,p,  =  6780  kg,  wenn  wir  die  Bezeich- 
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nung  der  Gl.  49  nehmen.    Dem  Moment  dürfte  bereits  für  k»  =  600  kg 

das  Normalprofil  Nr.  36  genügen;  lassen  wir  dieses  gelten,  dann  erhält 

man  als  ideale  Spannung 

_       P    ,   M      6780  ,  606  000       _.   .   . . ,       „^^.  ,         ,  , 

^  =  T  +  W  =  97;5- -^  ^098"  =  ^^  +  ^^*  =  ^^*  ^^«  *''"^ ''•  'l'^'"- 

Den  Querschnitt  f  =  97,5  qcm  und  W  entnelimen  ^lir  aus  der  Ta- 
belle A  im  Anhang,  Nornialprofile  für  doppelt  T Eisen.  621  kg  auf  d, 
qcm  kann  noch  gut  als  zulassige  Spaanung  gelten. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  zweiten  symmetrischen  Belastungsfall  über. 
Wir  tragen  wieder  die  diesem  Falle  entsprechenden  Belastungen  q|i%q5» .  *qi » 
in  einer  Kräftelinie  aneinander  an,  und  konsti-uieren  unter  Annahme  eines 
beliebigen  Polpunktes  Oj  das  Seilpolygon  1,  2,  S,  4  , . .  12,  Dieses  liefert  in 
Fig.  430  die  Schlusslinie  AB,,  welche  parallel  nach  0,  s,  tibertragen  wird. 
Projiziert  man  nun  ^.leder  0^  Sg  nach  s  Sj ,  und  macht  SjK^^CD,  Sji^cd 
und  zieht  durch  i  eine  Parallele  zu  sK,  so  erhält  man,  da  O4SJ  parallel  zu 
AB  ist,  in  O4  den  neuen  Polpiuikt,  dessen  Seilpolygon  1|  2^  3j  4^ . . .  12^  durch 
die  3  Punkte  A,  C  und  B  geht.  Die  gröbsten  Abweichungen  von  der  Bogen- 
linie  liegen,  wie  vorauszusehen,  S}Tnmetrisch,  sie  ergeben  sich  in  den  Punkten 
mj  und  m,  zu  y  ^  0,3  m.  Der  Polabstand  ist  liier  O^s,  =  8650  kg.  Die 
grösste  Druckkraft  P  =  U^q^  ^  O^q^  ist  10300  kg;  wii'  erhalten  sonach 

grosste  Spannung  in  der  äussersten  Faser  des  Querschnitts,  welche  dm^ch 
die  «ymmetrische  Belastung  entsteht 

Der  Polabstand  0^  s,  ist  gleichzeitig  die  Zugkraft  zwischen  A  und  B. 

Die  Fig.  333  und  334  auf  S.  392  u.  393  stellen  die  gi^aphische  Unter- 
j^uchung  in  Bezug  auf  den  3.  Belastungsfall  dar.  Hier  beansprucht  der 
Wind,  senkrecht  auf  den  Bogen  wirkend  angenommen,  denselben  auf  der 
linken  Seite  mit  w^  =  w,  =^ . , .  w^  =  900  kg,  gleichzeitig  wirken,  senk- 
recht angenommen,  Eigengewicht  und  Schneelast  p^  ^  p,  =  . . .  p^  mit  je 
900  kg,  aus  beiden  ergeben  sich  die  Resultierenden  Tj  r^.-.rß.  Wir 
übertragen  diese  Kräfte  in  Richtung  und  Grösse  nat^b  Fig.  434  und  Bchliessen 
an  diese  die  auf  der  rechten  Bogenseite  wirkenden  Kmfte,  Eigengewicht 
und  Schneelast,  mit  je  900  kg  an» 

O5  ist  wieder  der  zunFichst  angenommene  beliebige  Polpunkt,  dessen 
Seilpolygon  l  II  lll .  .  ,  XII  auf  der  Windseite  in  die  Verlängerungen  der 
Kräfte  rj  Fg  * . .  übertragen  werden  muss,  dasselbe  ergiebt  die  Schlusslinie 
ABj*  Die  Kräfte  2r  bilden  die  Resultierende  R  =  XZ,  der  Angriffs- 
punkt der8ell)en  m,  welciier  ausserhalb  unserer  Zeichnung  liegt  ^  ergiebt 
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sich  durch  Verlängerung  der  letzten  Seillinien  I  und  XEL  Würde  Xu 
durch  B  gehen,  in  B  enden,  so  wäre  die  Scfalusslinie  AB^  hcrizantaL 
bezw.  parallel  AB  und  wir  hätten  nur  nodi  nötig,  den  Polponkt  (ur  d&s 
SeOpoIygon  durch  C,  A  und  B  zu  suchen.  Verbinden  wir  nun  m  mit 
b,  so  bilden  die  Linien  Am  und  Bm  den  Abschluss  fiir  einen  Polponkt 
der  in  der  Linie  XO,  liegen  muss,  und  dessen  Seflpolygon  durdi  A  und 
B  geht.  Wir  haben  nur  nötig,  eine  Parallele  zu  mB  durch  Z  zu  ziehen, 
der  Schnittpunkt  O4,  hier  in  der  Verlängerung  ron  XOj  ist  dieser  Pol- 
puiikt.  Die  beiden  Linien  XO4  parallel  mA  und  ZO4  sind  paraUel  den 
letzten  Seilpolygonlinien,  welches  Seilpolygon  allerdings  selbst  nicht  aus- 
geführt ist,  da  es  noch  nicht  durch  C  geht  Nimmt  man  auf  R  einen 
andern  Punkt  m^  an  und  zieht  die  Linien  m^A  und  m^B,  so  Uefem 
Parallele  durch  X  und  Z  zu  diesen  Linien  wieder  einen  Polpunkt  O^. 
dessen  Schlusslinie  auch  durch  A  und  B  gehen  muss,  es  ist  auch  für 
diesen  Polpunkt  nicht  erforderlich  das  Seilpolygon  selbst  auszufuhren. 
Da  nun  für  O4  und  Oo  die  Schlusslinie  durch  AB  geht,  so  muss  der- 
jenige Polpunkt,  dessen  Seilpolygon  durch  A,  C  und  B  geht,  in  der  Linie 
Oq  O4  liegen,  ^ir  ziehen  also  zunächst  Oq  O4  eine  horizontale,  bezw.  pa- 
rallele Linie  zu  AB,  richtiger  gesagt,  die  Verbindungslinie  O0O4  muss 
bei  richtig  gelungener  2^ichnung  paraUel  AB  sein. 

Zieht  man  durch  B  eine  Parallele  zu  R,  so  trifft  diese  die  Seillinie  Xü 
oder  deren  Verlängerung  in  B^.  Eine  Parallele  zu  AB,  durch  0,  muss 
mit  dem  Schnittpunkt  Sj  der  Linie  O0O4  (parallel  AB)  zusammenfallen. 
Im  Punkt  S3  halten  sich  R,  die  Kraft  in  AB  und  die  in  AB^  gedachte 
das  Gleichgewicht;  83  teilt  sonach  R  in  zwei  in  die  Richtung  R  fallende 
Auflagerkräfte  A  und  B  entsprechend. 

Nun  benötigen  wir  noch  das  Seilpolygon  durch  C.  Linerhalb  AC, 
das  lieisst  innerhalb  der  Seilzüge  I  und  VI  hegt  die  Resultierende  R^  = 
Xy.  Um  die  Lage  von  Rj  in  Fig.  433  zu  finden,  verlängert  man  VL 
bis  TDi  (m^  muss  in  die  Linie  von  Am  fallen),  und  zieht  durch  m^  eine 
Parallele  zu  Rj.  Jetzt  verbindet  man  m^  mit  C  imd  zieht  die  Parallele 
yOß  durch  y.  Der  Polpunkt  O5  entspricht  dann  wohl  dem  Seilpolygon 
durch  A  und  C,  aber  noch  nicht  einem  durch  A,  B  und  C.  Übertragen 
wir  nun  weiter  die  Resultierende  Rj  parallel  durch  C,  so  trift  diese  den 
Seilzug  VI  in  n.  Man  verbindet  nun  A  mit  n  und  zieht  durch  Og  die 
Parallele  OjUi  zu  An.  Durch  n^  erhalten  wir  sonach  den  analogen 
Teilungspunkt  für  R^,  wie  wir  s,  für  R  fanden.  Die  Teile  Zn^  und  n^y 
würden  etwaigen  Auflagerkräften  in  A  und  C  entsprechen,  den  Belastungen 
''1  +  ^2  +  •  •  +  ^5   bezw.  Rj  zukommend.     Eine  Parallele  durch  %  zu 
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AC  geht  durch  O5  und  trifft  O0O4  in  0^.  Der  letztere  ist  der  ge- 
suchte Pol.  Eine  Zeichnungskontrolle  findet  sich  dadurch,  dass  man  den 
Schnittpunkt  V  der  Resultierenden  Rj  mit  Am^  sucht,  er  fällt  hier  in 
den  Bogen,  und  V  mit  C  verbindet,  zu  VC  eine  Parallele  yO,  durch  y 
zieht     0^  in  XOq  muss  in  die  Linie  OaO«  &llen. 

Zu  dem  Polpunkt  0^  konstruiert  man  dann  das  Seilpolygon  I^  II  ^ 
nii  . . . .,  welches  die  3  Gelenke  A,  C  und  B  schneidet.  Zwischen  dem 
9.  und  10.  Feld  ergiebt  sich  die  grösste  Abweichung  vom  Bogen,  wir 
haben  sie  mit  y^  bezeichnet. 

Das  grösste  Moment  ist  demnach 

M™,«  =  Og  yi  •  yo ; 
weil  O^yi  der  Normalabstand  des  Polpunktes  von  der  Kraftrichtung  der 
Knotenpunkte  rechts  ist. 

Das  Moment  bei  r,  würde  sich  ergeben  aus  dem  Produkt 

Die  Normalkraft  fiii-  jo  ist  die  Kraftlinie  0,rg. 
Mail  erhält,  y,  =  0,65  aus  der  Zeichnung  entnommen, 
M...^  8100  . 0,66  =  6266  kgm, 
P  =  Ögrs  =  9,3  tons  =  9300  kg,  somit 
^       9300  ,   5265-100       , . .  ,  .  , 

^=97;5+-TÖ98-    =680kgaufd.  qcm. 

Das  gewählte  Normalprofil  Nr.  36  ist  also  noch  hinreichend  auch 
für  diese  Belastungsart. 

Es  ist  natürlich,  dass  der  Wind  ein  grösseres  Moment  auf  den  Dach- 
stuhl  ausübt,  wenn  der  letztere  höher  ist  —  Zieht  man  in  Fig.  434  die  Senk- 
rechte Xt,  welche  die  Horizontale  Oo  yi  in  w  schneidet,  so  ist  Og  w  der 
Bogenschub,  wyj  =tZ  =  1900  kg  der  einseitige  horizontale  Windschub. 
Wenn  zwischen  A  und  B  Zugstangen  vorhanden  sind,  so  muss  das  eine 
Lager  bewegUch  konstruiert  werden,  die  Zugstange  hat  der  Kraft  Og  y^  = 
8100  kg  Widerstand  zu  leisten;  diese  ist  etwas  geringer  als  die  Hori- 
zontalkraft O4S,  =  8650  kg  in  Fig.  430. 

IL  Wir  haben  in  den  vorstehenden  Fig.  435  bis  438  einen  Bogen- 
&chwerksträger  ausgeführt;  um  die  Zeichnung  im  Rahmen  des  vorhan- 
denen Raumes  ausftihren  zu  können,  haben  >\ir  keinen  allgemeinen 
Massstab  zu  Grunde  legen  können;  die  Spannweite  war  ursprünglich  zu 
18  m  angenommen  und  die  Belastungen  denen  der  vorigen  Figuren 
nahezu  gleich.  Aus  den  eingeschriebenen  Zahlen  und  Buchstaben  dürfte 
man  die  Konstruktion  für  jeden  andern  Fall  unschwer  entnehmen  können. 

Das  Bogenfachwerk  hat  3  Gelenke  A,  B,  C,  in  den  Punkten  D  und 
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£  lehnt  es  sich  an  eine  Wand  an,  das  Gelenk  C  kann  als  volles  oder 
als  Strebengelenk,  Fig.  438,  ausgeführt  werden;  die  Druck-  und  Zug- 
streben sind  durch  verschieden  starke  Striche,  nicht  durch  Pfeile  markiert. 
(Die  Druckstrebe  2  bei  A  ist  irrtümUch  als  Zugstange  gezeichnet)  Der 
Verfolg  der  Pfeilrichtungen  in  jedem  Knoten  Uefert,  wie  früher,  Zug 
und  Druck.  Man  teilt  zunächst  das  Bogenfachwerk  ein  und  verzeichnet 
das  Netzwerk  1  bis  65. 

1.  Der  Bogen  ist  in  den  Knotenpunkten  gleichmässig  mit  je  q  kg 
belastet;    hierzu  wurde  der  rechte  Kräfteplan  Fig.  436  konstruiert,  in 

diesen  ist  q^  =  q^  =  q, =  q,,.    A  und  B  werden  hier  gleich  gross, 

es  genügt  eventuell  die  Konstruktion  der  Kräftepolygone  für  das  halbe 
Fachwerk.  Man  beginnt  mit  A,  1,  2,  schUesst  den  Knoten  1,  3,  4, 
dann  2,  3,  5,  6  u.  s.  w.  an.  Ist  genügend  Raum  vorhanden,  so  ist  es 
immerhin  übersichtlicher,  die  Polygone  sämtUcher  Ejiotenpunkte  auszu- 
führen. Die  Bestimmung  von  Druck  und  Zug,  sowie  die  Aufstellung  der 
Kräftetabelle  nach  dem  zu  Grunde  liegenden  Massstab  geschieht  wie 
fiüher. 

2.  Das  Fachwerk  ist  linksseitig  durch  Seitenkräfte  belastet;  zu 
diesen  benötigen  wir  das  unterhalb  Fig.  435  gezeichnete  Seilpolygon.  Die 
auf  der  linken  Seite  >\drkenden  Seitenkräfte,  welche  als  Resultierende  von 
Windkräften  und  senkrechten  Belastungen  gelten  können  und  die  rechts 
wirkenden  senkrechten  Kräfte  r^  bis  r^^y  ^^^^  Eigengewicht  und  Nutzlast^ 
werden  in  einen  Kräftezug  r^  bis  r^g  aufgetragen,  sie  liefern  die  Resul- 
tierende R.  Man  nimmt  nun  einen  beliebigen  Polpunkt  0  an  und  kon- 
struiert das  Seilpolygon  1,  2,  3 13,  dieses  wird  von  A  anfangend 

in  die  Knotenkraftrichtungen  übertragen,  die  letzte  Pollinie  13  geht  vom 
Schnitt  der  Kraft  r,,  in  Fig.  435  in  die  Kraftlinie  R  =  By,  welche  durch 
B  parallel  zur  Resultanten  R  gezogen  wurde,  dadurch  erhält  man  den 
Schnittpunkt  y.  Die  SchlussUnie  Ay  =  i  überträgt  man  parallel  ij  durch 
den  gewählten  Polpunkt  0  und  findet  den  Teilpunkt  s  in  der  Resul- 
tanten ZW. 

Der  nim  zu  suchende  Polpimkt  Oj,  dessen  Seilpolygon  durch  A,  B 
und  C  geht,  hegt  der  Schlusslinie  AB  =  n  entsprechend  in  der  Hori- 
zontalen ÜjiS,  bezw.  in  der  zu  AB  Parallelen  n^.  Damit  das  Seilpolygon 
auch  durch  C  führt,  suchen  wir  die  Resultante  R^  =  xZ  der  Kräfte  von 
A  bis  C,  und  übertragen  diese  parallel  diuxsh  C,  diese  schneidet  die  dem 
Gelenk  C  entsprechende  SeiUinie,  hier  die  Linie  7,  bezw.  deren  Ver- 
längerung in  m;  man  verbindet  nim  A  mit  m  und  überträgt  diese  Linie 
p  parallel  durch  0  nach  Ot.     Zieht  man  dann   durch   den  soeben  ge- 
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fundenen  Schnittpunkt  t  eine  Parallele  tO^  =  v^  zu  v  =  AC,  so  ergiebt 
sich  durch  den  Schnitt  mit  der  Horizontalen  n^  der  gesuchte  Polpunkt 
Oj.  Die  SchlussKnien  O^Z  und  O^W  sind  dann  die  der  2.  Belastungs- 
art entsprechenden  Auflager  A^  und  Bj.  Das  aus  0^  konstruierte  Seil- 
polygon Ij  II...  XII,  XIII  geht  durch  A,  C  und  B;  die  letzte  Kraft 
schneidet  bei  genauer  Zeichnung  in  B  ein.  Die  Seilkraft  0^  x  entspricht 
der  Scheitelgelenkkraft  in  C.  Man  beginnt  nun  bei  A,  C  oder  B  mit 
Rücksicht  auf  die  soeben  gefundenen  Kräfte  Aj,  C  und  B^  am  besten  in 
ehier  besonderen  Zeichnung,  Fig.  437,  und  konstruiert  Knotenpunkt  für 
Knotenpunkt  die  Kräftepolygone.  Um  in  unserer  Zeichnung  eine  grössere 
Obersicht  zu  gewinnen,  haben  wir  die  Kraftlinien  Aj  C,  B^  und  r j  rg  . . .  r^, 
yerhältnismässig  vergrössert.  Bei  richtiger  Zeichnung  muss  Polygonschluss 
stattfinden.  Im  Prinzip  entstehen  2  Trägerhälfben,  die  in  C  getrennt  sind, 
AC  bildet  mit  seinen  Kräften  die  linken,  BC  den  rechten  Auslader.  Die 
Ausführung  der  Kräfl;epolygone  in  Fig.  436  und  437  und  die  Bestim- 
mung von  Zug  und  Druck  im  Netzwerk  geschieht  nach  den  uns  be- 
kannten Grundsätzen. 


Die  Kräfteverteilung  in  Qewölben. 

Wir  hatten  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  bereits  auf  den  Zu- 
sammenhang der  Gewölbebogen  mit  den  eben  besprochenen  Bogenkon- 
stroktionen  hingewiesen,  und  wollen 

®  Fig.  i39. 

nun  näher  auf  jene  eingehen.  Auch 
im  I.  Band  d.  Mech.  bei  Gelegen- 
heit der  StabiUtätsbetrachtungen , 
8.  201  u.  f.  haben  wir  in  dem  glei- 
chen Sinn  wie  bei  Stützmauern  ver- 
sucht mit  Hilfe  der  statischen  Mo- 
mente auf  analytischem  Wege  eine 
Gleichong  an&ustellen,  nach  welcher 
wir  die  Kraft  in  der  Gewölbefuge 
im  Schdtel  entwickelten,  um  aus 
dieser  auf  die  Dimensionen  zu 
schliessen. 

Aus  der  Momentengleichung  für  die  Sturzkante  u,  nach  vorstehen- 
der Figur  ist 
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Bezeichnen  wir  nach  Gl.  83,  Mech.  I.  Band,  mit  P  das  Eigen- 
gewicht für  ein  1  m  breites  Gewölbe,  mit  K  die  Verkehrslast;  auch  auf 
1  m  Breite  reduziert,  so  erhält  man  für  das  halbe  Gewölbe 

H  =  -t-| <") 

Ist  femer  e  die  Mauerschichtstärke  im  Scheitel,  k^  die  zulässige 
Druckspannung  auf  d.  qm,  dann  ist  für  ein  B"  breites  Gewölbe 

H  =  eBk, (51a) 

Für  B  ==  1  folgt  durch  Gleichsetzung  mit  (61) 

P  +  K    X 

^-      2      bk, ^^^^ 

Die  hieraus  abgeleitete  empirische  Formel  ist 

^  =  «+      2— bk. (^2a), 

wenn  c  eine  Konstante  bedeutet;  man  kann  für  die  letztere  annehmen 
c  =  0,2  bis  0,25  m  für  Brücken,  c  =  0,l  bis  0,15  m  für  Gewölbe  im 
Hochbaufach. 

Für  Kreis-  oder  Tonnengewölbe  kann  man  im  Durchschnitt  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  der  Kante  u  zu  X  =  J  1  annehmen.  Ge- 
nauere Resultate  liefern  die  auf  S.  203,  im  I.  Band  d.  Mech.  aufge- 
stellten Formeln. 

Mit  X  =  ^  1  im  Durchschnitt  erhält  man 

«  =  '^  +  WT (^3)' 

für  elüptische  Gewölbe  ist  X  ^  ^  1  im  Darchschnitt,  danach 

I  P  +  K  1  ,.,  , 

^  =  *^+löK7V (^^^^- 

Das  Eigengewicht  P  für  1  m  Breite  kann  man  nach  der  Formel 
(s.  S.  205,  Band  I) 

P  =  500  1<j(b  +  0,6)kg (54) 

annehmen,  wenn  a  das  spec.  Gewicht  des  Materials,  b",  wie  oben,  die 
Stichhöhe,  1°  die  Spannweite  ist. 

Man  berechnet  nun  die  Stärke  der  Scheitelfuge  e  nach  einer  der 
vorstehenden  Formeln  und  trägt  das  Gewölbe  vorläufig  in  derselben 
Fugen  stärke  auf;  die  Kämpferfuge  muss  theoretisch  stärker  werden,  da 
sie  ausser  dem  Scheitelfugendruck  H  noch  das  weitere  Mauergewicht 
auszuhalten  hat. 
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Die  Aufgabe,  welche  wir  uns  nun  in  der  folgenden  Untersuchung 
stellen  wollen,  besteht  darin,  den  Verlauf  des  Druckes  vom  Scheitel  zum 
Kämpfer  zu  imtersuchen,  ob  einesteils  die  berechneten  Dimensionen  ge- 
nügen, ob  keine  unzulässigen  Spannungen  auftreten,  andernteils,  ob  auch 
die  gewählte  und  gezeichnete  Form  der  GewölbUnie  selbst  genügt.  Auf 
die  Einwirkung  des  Kämpferdruckes  auf  die  Widerlager  kommen  wir 
dann  später  zurück. 

Den  Verlauf  des  Druckes,  abhängig  von  den  äusseren  Belastungen 
und  vom  Eigengewicht  —  Hintermauerung  — ,  erkennen  wir  aus  der 
Drucklinie  —  Mittellinie  des  Druckes,  deren  analytische  Berech- 
nung wir  bereits  im  I.  Band  S.  196  u.  f  durchgeführt  haben.  Der  Ver- 
lauf der  Drucklinie  muss  so  sein,  dass  der  Druck  auf  die  Gewölbesteine 
immer  innerhalb  der  Gewölbfugen  liegt,  möglichst  im  Kern  derselben,  so 
dass  kein  Klappen  der  Fugen,  also  keine  excentrischen  Spannungen  ein- 
treten; wenn  dies  der  Fall,  so  muss  das  Gewölbe  entsiivechend  verstärkt 
werden.  Die  graphische  Darstellung  der  Drucklinie  ist,  wie  bei 
den  Kaminen  und  Futtermauem,  ein  zu  konstruierendes  Seilpolygon, 
welches,  wie  bei  den  eben  besprochenen  Bogenkonstruktionen,  durch  den 
Scheitel  verläuft  und  in  den  Auflagern,  den  Kämpferfugen,  endet,  aber, 
wie  schon  erwähnt,  möglichst  innerhalb  der  Kembegrenzung  bleiben  soll. 

Li  Bezug  auf  die  veränderiichen,  bezw.  beweglichen  Belastungen  der 
Gewölbe  schlagen  wir  denselben  Weg  ein,  wie  bei  den  Futtermauem, 
wir  verwandeln  die  Verkehrslast,  welche  aus  verscliiedenen  Materialien 
besteht,  in  eine  Last  von  einer  zu  berechnenden  Höhe,  welche  dem  spec. 
Gewicht  des  Gewölbematerials  entspricht  (s.  S.  307  Beisp.  UI). 

Das  zu  konstruierende  Seilpolygon,  die  MittelUnien  des  Druckes, 
lassen  wir  aber  nicht,  wie  in  den  vorstehenden  Bogenkonstruktionen  in 
den  Auflagern  beginnen,  sondern  im  Scheitel  des  Bogens  durch  eine  ho- 
rizontale Kraft  H,  welche  durch  den  Schwerpunkt,  bezw.  hier  Mittel- 
punkt des  Scheitelfugenquerschnittes  geht  und  den  Scheitelquerschnitt 
auf  absoluten  Druck  beansprucht,  nach  welchem  wir  oben  bereits  den 
Wert  e  berechnet  haben;  der  Auslauf  dieses  Seilpolygons  in  den  Auf- 
lagern, in  den  Kämpferfugen  muss  gesucht  werden,  er  ergiebt  sich  aus 
der  Konstruktion  und  soll  bei  richtiger  Form  des  GcAvölbbogens  wenigstens 
im  Kern  verlaufen,  andernfalls  muss,  wie  schon  erwähnt,  die  Form  des 
Gewölbbogens  danach  gerichtet  werden;  wie  weit  dies  in  den  einzelnen 
Fällen  möglich  ist,  werden  die  folgenden  Untersuchungen  lehren.  Zug- 
spannungen sind,  wie  auch  schon  angedeutet,  möglichst  auszuschliessen. 
In   den    obigen   Bogenkonstruktionen  gingen  wir  umgekehrt  von  einem 

H«eht,  MtolttDlk.    lU.  57 
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Seüpolygon  durch  das  Auflager  A  aus  und  leiteten  es  durch  das  andere 
Auflager  B  und  schliesslich  durch  den  Scheitel  C. 

Da  wir  zunächst  von  der  Annahme  einer  symmetrischen  Belastung 
des  Gewölbes  ausgehen ,  genügt  uns  ein  halbes  -Gewölbe  mit  Hinter- 
mauerung; der  Verkehrslast  V  entspricht  die  Höhe  x,  Fig.  440,  in  der 
Mitte  der  Scheitelfuge  wirkt  die  auf  diese  senkrechte  Kraft  H.     Die  im 

Flg.  440. 


Schwerpunkt  S  der  Gesamtlast  G  (Eigengewicht,  bezw.  Hintermauerung 
imd  Verkehrslast  V)  angreifenden  Kräfte  müssen  sich  das  Gleichgewicht 
halten.  Die  Grössen  dieser  Kräfl;e  lassen  sich  aus  dem  gezeichneten 
Kräftedreieck  entnehmen.  Man  trägt  die  gegebene  senkrecht  wirkende 
Belastung  G  auf,  an  G  die  Horizontalkraft  H,  die  man  aus  der  obigen 
Gleichung  (5 1 )  berechnen  kann.  Verbindet  man  dann  0  mit  a,  so  ist  die 
Richtung  der  Kämpferkraft  K  gegeben;  diese  wird,  da  der  Schnittpunkt 
S  von  G  mit  H  bekannt  ist,  durch  S  parallel  übertragen,  die  Drucklinie 
mn  muss  innerhalb  des  Gewölbes  liegen.  Ist  H  nicht  bekannt,  so  zieht 
man  vom  Schnittpimkt  S  aus  nach  m,  nimmt  also  die  Richtung  der 
Kraft  K  an;  denn  H  wirkt  senkrecht  auf  die  Scheitelftige,  und  überträgt 
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diese  Biditung  parallel  ron  a  aus.  Die  sich  ergebenden  Kräfte  K  und  H 
bestimmen  dann  die  Hauptdimensionen  imd  die  zwischen  m  und  n  zu 
konstruierende  Drucklinie  muss  dann  wieder  möglichst  innerhalb  des  Ge- 
wölbekemes  ÜBdlen.  Die  Kämpferkraft  K  ist  uns  besonders  massgebend 
ibr  die  Dimensionen  des  Widerlagers. 


Das  Grewicht  desselben,  im  Schwerpunkt  angreifend,  muss  der  Kraft 
K  genügend  Widerstand  leisten,  damit  die  nötige  Stabilität  vorhanden 
ist;  die  ans  dem  Gewicht  des  Widerlagers  und  dem  Kämpferdruck  sich 

57* 
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ergebende  resultierende  Vertikalkrafty  oben  mit  S  bezeichnet,  darf  ferner 
die  im  Fundament  zulässige  Druckspannung  nicht  übersteigen  und  keine 
excentrischen  Spannungen  erzeugen;  die  sich  ergebende  Seitenkraft,  oben 
mit  T  bezeichnet,  ist  Schub-  bezw.  Reibungskraft. 

Um  die  Mittellinie  des  Druckes  und  deren  Verlauf  innerhalb 
der  Fugen  zu  finden,  teilen  wir  das  halbe  Gewicht  G,  wie  Fig.  441  ge- 
schehen, in  mehrere,  hier  5  Teile,  qi  +  q«  +  Qs  +  q4  +  qb  =  G.  Neh- 
men einen  beliebigen  Polpunkt  0  an  und  suchen  durch  Vermittelung 
des  Seilpolygons  1 11 III  .  .  .  die  Schwerhnie.  Da  wir  die  Richtung  der 
Scheitelkraft  H  horizontal  annehmen,  so  haben  wir  nur  nötig,  in  b  der 
KräfteUnie  ab  eine  Senkrechte  bO^  zu  errichten,  nebenbei  bemerkt,  ent- 
spricht der  Punkt  b  in  der  Kräftehnie  dem  mit  s,  bezeichneten  Punkte 
in  den  obigen  Bogenkonstruktionen  (vergl.  Fig.  431).  Hat  man  nun  H 
berechnet,  oder  hat  man  die  Richtung  KS  durch  die  Mitte  der  Kämpferfuge 
angenommen,  so  erhält  man  durch  die  Linie  aO^  =  K,  Fig.  241,  einen  neuen 
Polpunkt  Oj,  dessen  Seilpolygon  1,  2,  3,  4..  die  Lage  der  Mittellinie 
des  Druckes  darstellt.  O^a  liefert  uns  die  Grösse  der  Kraft  im  Mass- 
stabe der  Gewichte  2q  gemessen.  Sa^  Uefert  die  Richtung  der  Kämpfer- 
kraft; wenn  diese  bei  einer  bestimmten  Annahme  von  H  ausserhalb  des 
Kernes  bei  nn  fällt,  so  ist  die  Kämpferfuge  entsprechend  zu  vergrössem. 

Da  nun  jede  SeilpolygonUnie  eine  Kraft  darstellt,  so  können  wir  für 
jede  Fuge  wie  bei  den  Futtermauem  (vergl.  S.  318  u.  a.)  die  zulässige 
Spannung  kontrollieren,  bezw.  finden. 

Für  die  Scheitelfiige  mm  ist  nach  Gl.  35  S.  311 

jj  

k  = :=T,  wenn  mm  in  cm,    .     .     .     (65) 

100.  mm  ^    ^ 

für  die  Kämpferfuge  in  unserem  Falle 

k  =  — —~ (55a). 

100' nn  ^       ^ 

Sobald  die  Kraft  K  eine  excentrische  Lage  erhält,  so  kommt  die 
Gl.  36  in  Betracht 


k  = 


K      /.     .    6s 


('  ±  ^) (»«) 


100  ei 

wenn  e,  die  Breite  der  Kämpferfuge  und  s  cm  die  Entfernung  aus  der 
Mitte  ist.  — 

Beispiele.    I.   Es  soll  ein  Brückengewölbe  von  6  m    Spannweite 
und  3  m  Pfeilhöhe  ausgeführt  werden.     Breite  der  Brücke  6  m,    und 
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zwar  6  m  für  2  Wagenreihen  zu  6  tons  Achsenlast  (s.  Anhang)  und  der 
übrige  Raum  von  1  m  für  Menschenyerkehr,  400  kg  für  d.  qm. 


Auf  der  Brücke  können,    nach  den  im  Anhang  mitgeteilten  Belas- 
tongsrerhältaissen,  2  Wagen  nebeneinander  stehen  mit  4  •  6  =  24  tons 
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Last;  ausserdem  ist  noch  für  6  •  1  •  400  =  2400  kg  Menscbeoabelastiixig 
Baum;  in  Summa  26400  kg.  Auf  1  m  Breite  reduziert,  ist  die  in 
Bechnung  zu  stellende  Verkehrslast 

K  =  2^-^  =  4400  kg. 

Das  Eigengewicht  bei  a  =  1^8  spec.  Gew.  Mauerwerk  ist  nach  Gl.  64 
P  =  500  .  6  . 1,8  (3  +  0,6)  ~  19000  kg  auf  1  m  Breite. 

Legen  wir  nun  vorläufig  eine  Druckspannung  von  6  kg  auf  d.  qcm, 
also  60000  kg  auf  d.  qm  zu  Grunde  (vergl.  S.  22,  Band  II),  so  folgt 
für  c  =  0,26  nach  Gl.  63 

Scheitelstärke. 

Wir  tragen,  Fig.  443,  die  halbe  Brücke  auf.   Die  Yerkehrslast  der- 

4400 
selben  für  1  m  Breite     ^     =  2200  kg  reduzieren  wir  auf  die  dem  spec. 

Gewicht  des  Mauerwerkes  entsprechende  Höhe  x: 

X  •  3  •  1  •  1800  =  2200,  woraus  x  =  0,4. 
Nun  teilen  wir  die  Belastung  G  =  2q  in  6  Teile,  das  sind 

Die  Querschnitte  dieser  Teile  setzen  sich  aus  Bechtecken  und  Tra- 
pezen zusammen,  die  (Gewichte  greifen  in  den  Schwerpunkten  an.  Die 
Teilung  ergiebt: 

q^  =  0,55  .  1800  =    990,  q^  =  0,70  •  1800  =  1260 

q^  =  0,66  .  1800  =  1170,  q^  =  0,93  •  1800  =  1674 

q^  =  1,31 .  1800  =  2358    und  q«  =  2,09  •  1800  =  3762  kg 
2q  =  G~  11700  kg. 
Man  nimmt  nun  einen  Polpunkt  0  an,  konstruiert  das  Seilpolygon 
1,  2,  3 . . . .  zur  Bestimmimg  der  Lage  der  Schwerlinie. 

Zur  Berechnung  von  H  nach  Gl.  51,    benötigt  man  den  Schwer- 
punktsabstand X,    diesen  kann  man  genauer'*')    als  die  oben  erwähnte 
'*')  Nach  S.  205,   I.  Band  der  Mech.,  findet  man  für  einen  Halbkreisbogen,  da 


-i 


.-./(^)^ 


I+' 


hl«l«i  =  !=8,i.  =  5|5  =  v. 


es  ergiebt  sich  sonach  durch  genauere  Bechnung 

X  =  3  [l  -  1,27  ^^-j^]  =  0.95  m. 
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Ihirdisclmitteannahine  \  =  —  aus  der  Figur  abgreifen.    Man  erhält  X  = 
0,92,  danach 

Trägt  man  diesen  Wert  in  b  rechtwinkelig  zu  ab  auf,  so  er- 
hält man  den  Polpunkt  0^,  Konstruiert  man  das  Seilpolygon  H,  I,  II, 
in,  IV,  V,  K,  80  zeigt  sich  bereits  beim  Seilstrahl  II,  dass  excentrische 
Spannungen  im  Bogen  vorhanden  sind,  der  Seilzug  III  tritt  aus  der 
Bogenlinie,  der  Eämpferdruck  K  liegt  zwar  wieder  innerhalb  der  Fuge, 
aber  ausserhalb  des  Kernes;  die  Form  des  Gewölbes  ist  also  keinesfalls 
zu  verwerten.  Selbst,  wenn  man  von  dem  berechneten  H  absieht,  imd 
K  durch  die  Mitte  der  Kämpferfuge  nn  mit  S  verbindet,  wodurch  man 
den  Polpunkt  0^  erhält,  tritt  keine  grosse  Änderung  im  Seilpolygon  ein. 

Die  Kämpferkraft  K^  wird  etwas  grösser  als  K.  Das  veränderte, 
auf  0,  zu  beziehende  Seilpolygon  ist  in  der  Figur  nicht  ausgeführt. 

Wir  haben  nun  in  Fig.  444  ein  anderes  Projekt  entworfen  für  den- 
selben Belastungsfall  und  für  dieselbe  Spannweite.  Die  Form  des  Ge- 
wölbes ist  gleich  von  vornherein  eine  andere,  dadurch  wird  die  Lage  der 
Drucklinie  auch  eine  andere. 

Die  ursprüngliche  Form  in  diesem  Entwürfe  ist  mm  nn;  gleichzeitig 
haben  wir  die  Brückenbahn  geneigt  ausgeführt  hh,  das  über  derselben 
liegende  Rechteck  entspricht  der  Verkehrslast.  In  der  Scheitelfuge  ist 
der  Buchstabe  e  zu  ergänzen. 

Die  Einteilung  ergiebt  die  Gewichte 
qi  =  1080,  q,  =  1110,  q^  =  1320,  q^  =  1610,  q^  =  3200  und 
qg  =  3600  kg,  in  Summa  nahe  11  700  kg. 

Mit  dem  beUebigen  Polpunkt  0  haben  wir  zunächst  wieder  die 
Schwerlinie  SqS  gesucht,  durch  die  Mitte  der  Scheitelfuge  e  eine  Hori- 
zontale H  bis  S  gezeichnet,  und  S  mit  dem  Schnittpunkt  t  des  letzten 
Elementes  q«  mit  der  Seillinie  V  verbunden,  dadurch  erhalten  wir  die 
Richtung  des  Kämpferdruckes  K,  die  Grösse  ergiebt  sich  durch  parallele 
Übertragung,  durch  welche  man  den  neuen  Polpunkt  Oj  erhält;  man  kann 
tun  sowohl  H  als  K  der  Grösse  nach  abgreifen, 
H  =  4830,  K  =  12750  kg. 

Das  durch  0^  konstruierte  und  in  die  Hauptfigur  übertragene  Seil- 
poljgon  liefert  die  Mittellinie  des  Druckes.  Damit  nun  K  noch  in 
den  Kern,  hier  in  die  Kemgrenze  fällt,  haben  wir  das  Gewölbe  um  nn^ 
erbreitert;  die  Scheitelfuge  hat  jetzt  die  Stärke  mm  =  e  =  0,4  m.     Die 
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Pressung,  bezw.  Druckspannimg  in  der  Scheitelfuge  ist  nach  Gl.  61a, 
bezw.  Gl.  55 


,  H  4830  .^,  ., 
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Die  Druckspannung  in  der  Kämpferfuge  nach  Gl  38  S,  314  oder 
nach  Gl  56  für  s  =  -^  =  -— ' >  Kerngrenze,  ist 


I 


.    _    2K    _2- 12750      ,,,,. 
""  ~  lÖOe,  ~  100 .  105  ~  "'''  '^^■ 
Die  Spannung  in  einer  beliebigen  Fuge  cc  ergiebt  sich  durch  Mes- 
sung des  Abstandes  s  dem  Schnittpunkt  der  Seilkraft  III  von  der  Fugen- 
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mitte,  man  erhält  s  =  0,07  m  =  7  cm.  Den  Druck  an  dieser  Stelle 
liefert  der  LeitstraM  III  (Ö^)  5800  kg;  die  Stärke  der  Fuge  ist  cc  = 
0,5  m  =  50  cm,  danach  liefert  die  Gl.  56 ,  die  Richtung  der  Kraft  III 
liegt  im  Bogen  noch  innerhalb  des  Kernes, 

5800    /.    .   6-8> 


/.    ,   6-8\         5800    /,    ,    6.7\       ^^  , 


k=  ^      . 

100  «cc^         cc 

Ist  es  unbedingt  erforderUch,  däss  die  Brückenbahn  horizontal  liegt, 
hhj,  oder  den  atmosphärischen  Einflüssen  entsprechend,  wenig  geneigt 
sein  soll,  so  werden  die  Gewichte  der  Hintermauerung  grösser,  die  Span- 
nung in  der  Scheitelfuge  wird  dann  geringer,  aber  die  in  der  Kämpfer- 
fiige  wird  grösser;  k  darf  dann  einen  gewissen  Normalwert  nicht  über- 
steigen. 

IL  Eine  1  m  breite  Treppe,  Fig.  445,  von  1,43  m  Spannung  auf  1  m 
Höhe  zu  7  Stufen  angenommen  stützt  sich  auf  ein  Gewölbe.  Das  Ge- 
wicht für  jede  Stufe  einschliessUch  Eigengewicht  soll  durchschnittlich  zu 
350  kg  angenommen  werden. 

Die  gesamte  Gewölbelast  ist  7  •  350  =  2450  kg.  Femer  sei  die 
Konstante  c  =  0,l;  die  in  Rechnung  zu  ziehende  grösste  Spannung 
kd  =  50000  kg  auf  d.  qm,  5  kg  auf  d.  qcm;  dann  ergiebt  sich 

Wir  haben  in  der  Zeichnung  im  Scheitel  e  =  0,126,  ^  Stein  Stärke 
angenommen  und  das  Gewölbe  danach  aufgetragen,  es  entspricht  der  Be- 
grenzung mm,  mj  m,,  nn,  n^ n^ ;  die  Teilgewichte  der  Stufen  q^ q»,  Qs  •  •  • 
haben  wir  gleich  gross  angenommen,  jede  mit  350  kg  Gewicht,  und  zu- 
nächst mit  dem  beUebigen  Polpunkt  0  das  Seilpolygon  1,  2,  3 . . .  konstruiert. 

S  fällt  hier,  als  Schnittpimkt,  mit  der  Horizontalkraft  H  in  die  Sym- 
metrieUnie.  Verbindet  man  S  mit  dem  Schnittpunkt  t  der  letzten  Seil- 
kraft VI  und  der  Vertikalkraft  q^,  so  erhält  man  die  Richtung  der 
Kämpferkraft  K. 

Zu  K  und  H  durch  a  und  b  Parallele  gezeichnet,  ergiebt  sich  H  = 
2100  kg  und  K  =  3230  kg  aus  dem  Kräfteplan,  gleichzeitig  erhalt  man 
den  neuen  Polpunkt  0,.  Die  von  diesem  ausgehenden  Seilkräfte  I,  II, 
III . . .  werden  übertragen  und  Uefem  die  Drucklinie.  Nach  dieser  läset 
sich  aber  die  oben  angenommene  Gewölbeform  mm,  n^iii  nicht  verwerten, 
in  den  Punkten  m^  bei  der  Kraftrichtimg  IV  des  Seilpolygons  und  im 
Punkt  nj  finden  Abweichungen  statt. 

Die  Form  des  Gewölbes  wurde  darum  verändert  und  die  Gewölbe- 
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bogenlinien  mm^   n^n^  m^m  angenommen.     Der  Eerndruck  ist  jetzt  in 
aUen  Querschnitten  gewahrt 

Es  ergiebt  sich  die  Pressung  in  der  Scheitelfuge  zu 
,  _  JH__2100_ 

100e~1250~^'^^^' 
In  der  Kämpferfuge  fällt  K  in  die  Kemgrenze,  daher  ist  nach  Gl.  38 
,^       2K       ^     2K     ^  2-3230  _g, 
100. n^n,"  100. ej  ""  100.36  —  ^  ^^' 
Für  den  Querschnitt  m^m,  ist  die  Druckkraft  IV,    2530  kg^    man 
erhält  demnach,  weil  der  Seilzug  IV  in  die  Kemgrenze  fällt, 

.  2.2630        .. 

'^  =  iööri7;5  =  ^^«- 

Hätte  man  abgesehen  von  der  inneren  Bogenverstärkung  bei  m, 
die  punktierte  Bogenbegrenzung  m^  beibehalten,  so  wäre  der  Bogen  einer 
Zugspannung  ausgesetzt  gewesen.  Die  Breite  der  Fuge  ist  m^m^  = 
0,125  m  'XJ  13  cm,  die  Druckkraft,  Seilzug  IV  würde  dann  um  s  = 
0,05  m  =  5  cm  aus  der  Fugenmitte  fallen,  wie  man  sich  durch  Nach- 
messen leicht  überzeugen  kann;  nach  61.  36  S.  314  ergiebt  sich  dann 
,  2530    /        6.5\       ^_, 

Würde  man  von  Zugspannimgen  ganz  absehen,  d.  h.  sind  überhaupt 
keine  zulässig,  so  hätte  der  zwischen  m^  und  IV  liegende  Querschnitt 
auf  der  inneren  Gewölbeseite  den  ganzen  Druck  zu  übernehmen,  dann 

13 
ist  der  in  Fig.  342  mit  x  bezeichnete  Wert  -^ 5  =  1,6  cm  mass- 
gebend, die  Gl.  39  liefert  dann 

,        2-2530       .^,         .- 

''  =  3ÖÖTf;5~12kgaufd.  qcm. 

Die  ursprünglich  angenommenen  5  kg  auf  d.  qcm  sind  dann  2|mal 
überschritten;  in  allen  Beziehungen  ist  es  also  rationeller,  eine  Erbreite- 
ning  des  Gewölbebogens  vorzunehmen. 

m.  Das  in  Fig.  446  dargestellte  Gewölbe  ist  ein  Kellergewölbe 
für  500  kg  auf  d.  qm  Tragfähigkeit;  es  ist  4  m  weit  gespannt  und  hat 
1  m  Pfeilhöhe.  Die  Verkehrslast  ist  für  1  m  Breite  500  •  4  =  2000  kg, 
das  Eigengewicht  nehmen  wir  an  zu 

P  =  500 .  4  .  1,8  (1  +  0,6)  =  5760  kg 
auf  1  m  Breite,  wenn  a  =  1,8  das  spec.  Gewicht  des  Materiales  ist. 

Bei  5  kg  auf  d.  qcm  Druckspannung  erhält  man  nach  Gl.  63  a  für 
c  =  0,15  m,  1  =  4  m,  b  =  1  m, 
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2000 
Die  halbe  Verkehrslast  ist  — x—  =  1000  kg,    dieser   entspricht  auf 


■  Gewölbe.  415 

1   m  Breite   und    bei  1800  kg  auf  d.  cbm  Materialgewicht,    eine  Höhe 
iLj  welche  sich  aus  der  Gleichung  berechnen  lässt: 

1000  =  X  .  1  .  2  .  1800,  X  =  0,28  m. 

Wir  haben  in  Fig.  446  das  Gewölbe  im  Scheitel  mit  1  Stein  stark, 
am  Kämpfer  mit  1^  Stein  stark  aufgetragen,  hierzu  die  Hintermauerung 
und  die  Höhe  x  der  Yerkehrslast.  Den  gesamten  Querschnitt  haben  wir 
ferner  in  6  Elemente  zerlegt,  deren  Gewichte  sind 

qj  =  0,53  .  0,48  •  1 800  =  440,     q,  =  0,6  •  0,48  •  1800  =  520, 

q3  =  0,84  . 0,48  •  1 800  =  720,     q^  =  1,03  •  0,48  •  1800  =  900  und 
qg  =  1,5  . 0,48  .  1800  =  1300  kg. 

In  Summa  3880  kg,  welche  Summe  mit  der  obigen 
6760 +  2000^  7760  ^333Q 
2  2 

auch  übereinstimmt. 

Mit  Hilfe  des  beliebigen  Polpunktes  0^  haben  wir  zur  Feststellung 
der  Schwerlinie  das  Seilpolygon  1,  2,  3 . . .  konstruiert,  femer  haben  wir 
die  horizontale  Scheitelkraft  H,  um  mit  der  Mittellinie  des  Druckes 
innerhalb  der  Kemlinie  zu  bleiben,  in  der  oberen  Kemgrenze  der  Scheitel- 
fuge angenommen;  aus  demselben  Grunde  waren  wir  genötigt,  den  An- 
gri&punkt  der  Kämpferkraft  K  auch  in  der  Unken  Kemgrenze  anzu- 
nehmen, die  Richtung  dieser  Kraft  sS  wurde  sodann  in  den  Kräfteplan 
übertragen,  wodurch  wir  den  Polpunkt  0,  sowie  die  Grössen  der  Kräfte 
H  und  K  erhielten,  H  =  2800  und  K  =  4800  kg. 

Die  Druckspannungen  sind  nach  Gl.  38  S.  314,  oder  Gl.  (c)  S.  334 

2 • 2800 
in  der  ScheiteUiige    k^  =  tää-öt  =  '^i  tg  und     ' 

in  der  Kämpferfuge  k^  =  ^^    ^^  =  2f  kg  auf  d.  qcm. 


Die  vorstehenden  allerdings  besonders  ausgewählten  Beispiele  geben 
uns  sofort  an  die  Hand,  dass  die  Mittellinie  des  Druckes  wesenthch 
auf  die  Form  des  Gewölbes  von  Einfluss  ist.  Die  günstigste  Lage  ist 
natürlich  der  Verlauf  durch  die  SchwerUnie,  sagen  wir  hier  durch  die 
Mittellinien  der  Fugen  und  senkrecht  auf  diesen;  dass  sich  dies  für  be- 
wegliche Lasten  kaum  ausfuhren  lässt,  ist  eine  in  der  Praxis  bekannte 
Thatsache.  — 

Nach  unseren  oben  S.  311,  334  u.  f.  aufgestellten  Betrachtungen 
genügt  es  schon,  um  Zug  zu  vermeiden,  wenn  die  Richtung  der  Dmck- 
kraft,  also  das  Seilpolygon,  innerhalb  des  Kernes  bleibt,  oder  wenigstens 
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an  der  Kerngrenze,  wie  im  letzten  Beispiel.    Ans  jenen,  wie  aber  auch 
aus  den  letzteren  Betrachtungen  dürfte  man  bereits  gesehen  haben,  dass 
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je  grösser  H  oder  je  grösser  der  Polabstand,    um  so  flacher  wird  das 
Gewölbe,  um  so  grösser  wird  e,  die  Scheitelstärke,  und  umgekehrt   Wir 
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eriialten  also  relative  Maximalwerte  flir  H,  welche  einer  Maximal-  und 
Minimal-Drucklinie  entsprechen. 

Für  HuM  erhalten  wir  demnach  nach  GL  38 

2H^. 


^nuui  "— 


100  k 


(57). 


Wenn  H  gross  ist,  so  werden  die  Polkräfte  flacher. 

Die  entsprechende  Lage  der  Drucklinie  ist  in  der  oberen  Fig.  447 
angedeutet.  Wenn  H  klein,  werden  die  Polkräfte  steiler,  die  äusserste 
Lage  der  Drucklinie  deutet  die  untere  Fig.  447  ftir  flache  Gewölbe  an. 

Die  äussersten  Lagen  der  Drucklinien  ftir  grössere  Pfeilhöhen  sind 
in  den  Fig.  448  angedeutet.  Die  letztere  entspricht  nahezu  dem  Bei- 
spiel m.  Eine  Annäherung  der  Drucklinie  an  die  Grenzen  deutet 
immerhin  auf  einen  Bruch  hin.  Jedem  Gewölbe  wird  eine  Maximal- 
and Minimal-Drucklinie  entsprechen,  je  weiter  deren  Grenzen  aus- 
einander liegen,  je  grösser  die  Differenz  zwischen  H„»x  und  H^^in 
wird,  um  so  vielseitiger  kann  die  Belastung  sein,  um  so  sta- 
biler ist  das  Gewölbe. 

Man  kann  den  grössten  Wert  der  Horizontalkraft  H  berechnen,  wenn 
man,    Fig.  450,    den  Angri&punkt  m  der  3  Kräfte  H,    K  und  G  im 

Fig.  450. 


äusseren  Bogen  so  wählt,  dass  H  und  K  durch  die  Kemgrenzen  wirken. 
Man  entnimmt  dann  \  und  b^  aus  der  Zeichnung  imd  berechnet  aus 
GXj  =H,bi, 

H^  =  ^ (58). 

Bei  hohen  und  mittleren  Gewölben  ist  man,  um  die  richtige  Lage 
der  Drucklinie  und  die  Grenzen  zu  erhalten,  meist  auf  das  Probieren  an- 
gewiesen. 
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Die  Kräfte  H  und  E  liegen  stets  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck 
und  es  muss  K  ])>  H  werden ,  daher  theoretisch  die  Grewölbestärke  im 
Kämpfer  e^  >  e  sein  muss.  — 

Wir  erwähnten  oben,  dass  es  am  günstigsten  ist,  wenn  die  Mittel- 
Unie  des  Druckes  durch  die  Mitte  der  Gewölbefuge  geht,  ein  solches  Ge- 
wölbe nennt  man  ein  Stützliniengewölbe,  es  ist  dies  aber  nur  für 
ruhende  Lasten  möglich,  da  jede  Veränderung  der  Belastung  auch  eine 
Veränderung  der  Druck-  oder  Stützlinie  mit  sich  führt. 

Es  sei,  Fig.  449,  AB  ein  solches  Gewölbe,  H  der  Horizontalschub 
im  Scheitel,  p  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel,  die  Horizontale 
durch  D  die  reduzierte  Belastungslinie.  Denken  wir  uns  die  der  Länge 
mn  =  s  entsprechende  Belastung  s  •  t  •  1  •  y  kg  nach  yw  in  die  Kraftlinie 
übertragen  (der  Buchstabe  w  unterhalb  v  ist  in  der  Fig.  zu  ergänzen), 
so  wird  das  A  ™^(^  ^^^  A  ^^0  ähnlich  sein  müssen,  und  es  ergiebt 
sich  aus  der  Proportion  H  :  s  •  t  •  y  =  p  :  s, 

H  =  t.Y.p (69). 

Für  ein  kreisförmiges  Gewölbe  ist  p  =  R  und 

H  =  t.Y.R (59a). 

Da  nun  t  nach  beiden  Seiten  hin  wächst,  so  muss,  wenn  immer  die 
gleiche  Druckspannung  vorhanden  sein  soll,   e,  >  e  werden.     An  einer 

Flg.  451. 


beUebigen  Stelle  sei  Kq,  Fig.  451,  die  Druckkraft,  eo  die  Grewölbestärke, 
dann  muss  sich  verhalten  e  :  Cq  =  H  :  Kq,  woraus  Oq  H  =  e  K(^. 

Da  nun  aus  dem  Kräftedreieck  der  Figur  H  =  K^  cos  a  sich  er- 
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giebt,  so  findet  man,  diesea  Wert  in  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt, 

—  =  008« .*     (60), 

Das  heisst,  l>ei  einem  Stützliniengewölbe  von  in  jedem  Quer- 
schnitt gleichen  Widerstand  gegen  Druck,  muss  im  senkrechten  Schnitt 
durch  jede  Fuge  und  jedesmalige  Konstruktion  des  Schnittdreiecks  der 
gleiche  Wert  e  sich  darstellen  lassen ,  vergL  die  Nebenfit^m*  451. 


Wir  kommen  nun  noch  zmück  auf  die  obige  Bemerkung  der  teil- 
weisen oder  unsymmetrischen  Belastung  eines  Gewölbes.  EHese  ist  ab 
Verkehrslast  veränderlich j  und  man  müsste  sonach  fiir  jede  Laststellung 
eine  Drucklinie  konstruieren.  Es  tritt  in  Wirklichkeit  für  jede  besondere 
Belastungsart  eine  Deformation  im  Bogen  ein,  welche  aber  im  Mauer- 
werk oder  richtiger  in  dem  spröden  Steinmaterial  und  infolge  der  mit 
Mörtel  zusammengesetzten  Steinmassen  nicht  als  elastische  Veränderung 
aufgeffisst  werden  kann,  wie  bei  Eisen-  oder  Holzbogen;  es  werden  so- 
fort Risse  und  Sprünge  eintreten,  daher  ist  es  Bedingung,  bei  Gewölben 
Zugspannungen  zu  vei-meiden.  Ein  Msch  aufgeführtes  Gewölbe,  beispiels- 
weise für  eine  Eisenbahn  oder  für  eine  Strasaenbrücke,  wird  man,  noch 
besonders,  weim  eine  Dammschüttung  vorhanden  ist.  stets  von  beiden 
Seiten  hintermauern  und  von  beiden  Seiten  gleichzeitig  mit  Dammerde 
belasten ;  erst  einen  Steg  oder  Gang  darüber  schütten,  und  diesen  Streifen 
dann  an  beiden  Seiten  erbreitem,  um  die  unberechenbaren  Deformationen 
zu  vermeiden. 

Wir  denken  uns  in  Fig,  452  die  linke  Hälfte  eines  GewÖltes  be- 
lastet,  in  der  rechten  wirkt  nur  das  Eigengewicht.  Es  genügt  hier  auch 
nur  die  Hälften  der  Brücken  in  Rücksicht  zu  ziehen;  ilie  Betrachtung 
auf  kleinere  Belastungslängeu  auszudehnen,  ist  nicht  unbedingt  erforder- 
lich. Wir  teilen  beide  Gewölbehälften  wieder  in  Belastungaelemente 
Qi  *1»  •  •  •  Qä  J  ^^  letzten  4  entsprechen  dem  Eigengewicht  der  halben 
Brücke,  Die  Linie  ac,  Fig.  453,  enthält  die  ünearen  Belastungskräfte 
2q  parallel  zu  den  gegebenen,  0  ist  ein  beliebig  gewählter  Polpunkt. 
Mit  Hilfe  des  übertragenen  Seilpolygons  12  3.*.  konstruiei-t  man 
die  beiden  Hälften  entsprechenden  Schwerlinien  Sj  G^  imd  S^  G,.  Für 
die  Konstruktion  der  Drucklinie  sind  uns  dann  die  Fig,  430  u.  s.  w. 
massgebend,  die  Drucklinie  muss  durch  die  Punkte  m,  o  und  n  gehen, 
wenn  auch  keine  besonderen  Gelenke  vorhanden  sind.  Verlängert  man 
den  Seilzug  4  nach  beiden  Seiten,  so  ergeben  sich  mit  den  Seilzügen  o 
und  8  die  Schnittpunkte  Sj  und  s,,  durch  welche  die  SchwerUnien  fiir 
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Die  Kräfte  H  und  E  liegen  stets  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck 
und  es  muss  K  ]^  H  werden,  daher  theoretisch  die  Gewölbestärke  im 
Kämpfer  e^  >  e  sein  muss.  — 

Wir  erwähnten  oben,  dass  es  am  günstigsten  ist,  wenn  die  Mittel- 
linie des  Druckes  durch  die  Mitte  der  Gewölbefiige  geht,  ein  solches  Ge- 
wölbe nennt  man  ein  Stützliniengewölbe,  es  ist  dies  aber  nur  för 
ruhende  Lasten  möglich,  da  jede  Veränderung  der  Belastung  auch  eine 
Veränderung  der  Druck-  oder  Stützlinie  mit  sich  führt. 

Es  sei,  Fig.  449,  AB  ein  solches  Gewölbe,  H  der  Horizontalschub 
im  Scheitel,  p  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel,  die  Horizontale 
durch  D  die  reduzierte  Belastungslinie.  Denken  wir  uns  die  der  Länge 
mn  =  s  entsprechende  Belastung  s  •  t  •  1  •  y  kg  nach  v w  in  die  Kraftlinie 
übertragen  (der  Buchstabe  w  unterhalb  y  ist  in  der  Fig.  zu  ergänzen), 
so  wird  das  A  QinC  dem  A  ^^0  ähnlich  sein  müssen,  und  es  ergiebt 
sich  aus  der  Proportion  H  :  s  •  t  •  y  =  p  :  s, 

H  =  t.Y.p .     (69). 

Für  ein  kreisförmiges  Gewölbe  ist  p  =  R  und 

H  =  t.Y.R (59a). 

Da  nun  t  nach  beiden  Seiten  hin  wächst,  so  muss,  wenn  immer  die 
gleiche  Druckspannung  vorhanden  sein  soll,  e,  >  e  werden.     An  einer 

Flg.  451. 


beUebigen  Stelle  sei  Ko,  Fig.  451,  die  Druckkraft,  e^  die  Grewölbestärke, 
dann  muss  sich  verhalten  e  :  Cq  =  H  :  K^,  woraus  Cq  H  =  e  K(^. 

Da  nun  aus  dem  Kräftedreieck  der  Figur  H  =  K^  cos  a  sich  er- 
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»0  findet  man,  diesen  Wert  in  die  voi-steh^de  Gleichung  eingesetzt, 
—  =  COS  a (60), 


Das  heisst,  bei  einem  Stiitzliniengewölbe  von  in  jedem  Quer- 
schtiitt  gleichen  Widerstand  gegen  Druck,  musa  im  senkrechten  Schnitt 
durch  jede  Fuge  und  jedesmalige  Konstruktion  des  Schnittdreiecks  der 
gleiche  Wert  e  sich  darstellen  lassen^  vergh  die  Nebenfigur  451. 


Wir  kommen  nun  noch  zurück  auf  die  obige  Bemerkung  der  teil- 
weisen oder  unsymmetrischen  Belastung  eines  Gewölbes*  Diese  ist  als 
Verkehrslast  veranderUch,  und  man  müsste  sonach  für  jede  LaststeUung 
eine  Drucklinie  konstruieren.  Es  tritt  in  Wirklichkeit  für  jede  besondere 
Belastungsart  eine  Deformation  im  Bogen  ein,  welche  aber  im  Mauer- 
werk oder  richtiger  in  dem  spröden  Steinmaterial  und  infolge  der  mit 
Mörtel  zusammengesetzten  Steinmassen  nicht  als  elastifiche  Veränderung 
anfgefasst  werden  kann,  wie  bei  Eisen-  oder  Holzbogen;  es  werden  so- 
fort Risse  und  Sprünge  eintreten,  daher  ist  es  Bedingung,  bei  Gewölben 
Zugspannungen  zu  vermeiden.  Ein  frisch  aufgeführtes  Gewölbe,  beispiels- 
weise tiir  eine  Eisenbahn  oder  für  eine  Strassenbrücke ,  wird  man,  noch 
besonders,  wenn  eine  Dammschiittung  vorhanden  ist,  stets  von  beiden 
Seiten  hintermaueni  und  von  beiden  Seiten  gleichzeitig  mit  Dammerde 
belasten;  erst  einen  Steg  oder  Gang  darüber  schütten,  und  diesen  Streifen 
dann  an  beiden  Seiten  erbreitem,  um  die  unberechenbaren  Deformationen 
zu  vermeiden* 

Wir  denken  uns  in  Fig.  452  die  linke  Hälfte  eines  Gewölbes  be- 
lastet, in  der  rechten  wirkt  nur  das  Eigengewicht.  Es  genügt  hier  auch 
nur  die  Hälften  der  Brücken  in  Rücksicht  zu  ziehen;  die  Betrachtung 
auf  kleinere  Belastungslängen  auszudehnen,  ist  nicht  mibedingt  erfoi*der- 
lich.  Wir  teilen  beide  Gewölbehälften  wieder  in  Belastungselemente 
Qi  q«  •  *  •  ^8  ^  die  letzten  4  entsprechen  dem  Eigengewicht  der  halben 
Brücke.  Die  Linie  ac,  Fig.  453,  enthält  die  linearen  Belastungskräfte 
2q  parallel  zu  den  gegebenen.  0  ist  ein  behebig  gewählter  Polpunkt, 
Mit  Hilfe  des  übertragenen  Seilpolygons  12  3...  konstruiert  man 
die  beiden  Hälften  entsprechenden  Schwerlinien  S^  G^  und  Sj  Gj.  Für 
die  Konstruktion  der  Druddinie  sind  uns  dann  die  Fig,  430  u.  s.  w. 
massgebend^  die  DruckUiiie  muss  durch  die  Punkte  m,  o  und  n  gehen, 
wenn  auch  keine  besonderen  Gelenke  vorhanden  sind.  Verlängert  man 
den  Seilzug  4  nach  l)eiden  Seiten,  so  ergeben  sich  mit  den  Seilzügen  o 
und  8  die  Schnittpunkte  S|  und  s^,  durch  welche  die  Schwerlinien  für 
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Gewölbe. 


Die  Kräfte  H  und  K  liegen  stets  in  einem  rechtneinkeligen  Dreieck 
und  es  muss  K  >>  H  werden,  daher  theoretisch  die  Grewölbestäike  im 
Kämpfer  e^  >  e  sein  muss.  — 

Wir  erwähnten  oben,  dass  es  am  günstigsten  ist,  wenn  die  Mittel- 
linie des  Druckes  durch  die  Mitte  der  Gewölbefuge  geht,  ein  solches  Ge- 
wölbe nennt  man  ein  Stützliniengewölbe,  es  ist  dies  aber  nur  fiir 
ruhende  Lasten  möglich,  da  jede  Veränderung  der  Belastung  auch  eine 
Veränderung  der  Druck-  oder  Stützlinie  mit  sich  führt. 

Es  sei,  Fig.  449,  AB  ein  solches  Gewölbe,  H  der  Horizontalschub 
im  Scheitel,  p  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel,  die  Horizontale 
durch  D  die  reduzierte  Belastungslinie.  Denken  wir  uns  die  der  Länge 
mn  =  s  entsprechende  Belastung  s  •  t  •  1  •  y  kg  nach  vw  in  die  Kraftlinie 
übertragen  (der  Buchstabe  w  unterhalb  v  ist  in  der  Fig.  zu  ergänzen), 
so  wird  das  A  ^^^C  dem  A  ^wO  ähnlich  sein  müssen,  und  es  ergiebt 
sich  aus  der  Proportion  H  :  s  •  t  •  y  =  p  :  s, 

H  =  t.Y.p .     (69). 

Für  ein  kreisförmiges  Gewölbe  ist  p  =  R  und 

H  =  t.Y.R (59a). 

Da  nun  t  nach  beiden  Seiten  hin  wächst,  so  muss,  wenn  immer  die 
gleiche  Druckspannung  vorhanden  sein  soll,  e,  >  e  werden.     An  einer 

Flg.  451. 


beliebigen  Stelle  sei  Ko,  Fig.  451,  die  Druckkraft,  e©  die  Grewölbestärke, 
dann  muss  sich  verhalten  e  :  Cq  =  H  :  K^,,  woraus  Cq  H  =  eK^. 

Da  nun  aus  dem  Kräftedreieck  der  Figur  H  =  K^  cos  a  sich  er- 
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giebt,  so  findet  man,  diesen  Wert  in  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt, 

—  =  cos  a (60). 


Das  heisst,  bei  einem  SttitzliniengewÖlbe  von  in  jedem  Quer- 
schTutt  gleichen  Widerstand  gegen  Druck,  mues  im  senkrechten  Sclinitt 
urcb  jede  Fuge  und  jedesmalige  Konstniktion  des  Schnittdreiecks  der 
[leiche  Wert  e  sich  darstellen  lassen,  vergl.  die  Nebentigur  451. 


Wir  kommen  nun  noch  zuiiick  auf  die  obige  Bemerkung  der  teil- 
weisen  oder  unsymmetrischen  Belastung  eines  Gewölbes.  Diese  ist  als 
Verkehrslast  veränderhch,  und  man  müsste  sonach  für  jede  Laststellung 
eine  Drucklinie  konstruieren.  Es  tritt  in  Wirkhchkeit  ftir  jede  besondere 
Belagtungsart  eine  Deformation  im  Bogen  ein,  welche  aber  im  Mauer- 
werk oder  richtiger  in  dem  spröden  Steinmaterial  und  infolge  der  mit 
Mörtel  zusammengeset-zten  Steinmassen  nicht  als  elastische  Veränderung 
aufgefasst  werden  kann,  wie  bei  Eisen-  oder  Holzbogen;  es  werden  so- 
fort Risse  und  Sprünge  eintreten,  daher  ist  es  Bedingung,  bei  Gewölben 
Zugspannungen  zu  venneiden.  Ein  frisch  aufgeführtes  Gewölbe,  beispiels- 
weise ftir  eine  Eisenbahn  oder  für  eine  Strassenbrücke .  wird  man,  noch 
besonders ;  wenn  eine  Dammschüttung  vorhanden  ist,  stets  von  beiden 
Seiten  hintermauem  und  von  beiden  Seiten  gleichzeitig  mit  Damnierde 
belasten;  erst  einen  Steg  oder  Gang  darüber  schütten,  und  diesen  Streifen 
dann  an  beiden  Seiten  erbreitenij  um  die  unberechenbaren  Deformationen 
zu  vermeiden. 

Wir  denken  uns  in  Fig.  452  die  linke  Hälfte  eines  Gewölbes  be- 
lastet, in  der  rechten  wirkt  nur  das  Eigengewicht.  Es  genügt  hier  auch 
nur  die  Hälften  der  Brücken  in  Rücksicht  zu  ziehen;  die  Betrachtung 
auf  kleinere  Belastungslängen  auszudehnen,  ist  nicht  unbedingt  erforder- 
hch.  Wir  teilen  beide  Gewölbehälften  wieder  in  Belastungselemente 
9i  ^»  *  * '  Qs  t  die  letzten  4  entsprechen  dem  Eigengewicht  der  halben 
Brücke.  Die  Linie  ac,  Fig,  453,  enthält  die  linearen  Belastimgskräfte 
Sq  parallel  zu  den  gegebenen.  0  ist  ein  beliebig  gewählter  Polpunkt. 
Mit  Hilfe  des  übertragenen  Seilpolygons  12  3..,  konstruiert  man 
die  beiden  Hälften  entsprechenden  Schwerlinien  Sj  G^  und  S,  G,.  Für 
die  Konstruktion  der  Druckhnie  sind  uns  dann  die  Fig.  430  u.  s.  w. 
massgebend,  die  Drucklinie  muss  durch  die  Punkte  m,  o  und  n  gehen, 
wenn  auch  keine  besonderen  Gelenke  vorhanden  sind,  Veriängert  man 
den  Seilzug  4  nach  beiden  Seiten,  so  ergeben  sich  mit  den  Seilzügen  o 
und  8  die  Schnittpunkte  ^i  und  b,,  durch  welche  die  Schwerlinien  für 
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Gewölbe. 


Die  Kräfte  H  und  E  liegen  stets  in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck 
und  es  muss  K  ]>  H  werden,  daher  theoretisch  die  Gewölbestärke  im 
Kämpfer  e^  >  e  sein  muss.  — 

Wir  erwähnten  oben,  dass  es  am  günstigsten  ist,  wenn  die  Mittel- 
linie des  Druckes  durch  die  Mitte  der  Gewölbefiige  geht,  ein  solches  Ge- 
wölbe nennt  man  ein  Stützliniengewölbe,  es  ist  dies  aber  nur  für 
ruhende  Lasten  möglich,  da  jede  Veränderung  der  Belastung  auch  eine 
Veränderung  der  Druck-  oder  Stützlinie  mit  sich  fuhrt. 

Es  sei,  Fig.  449,  AB  ein  solches  Gewölbe,  H  der  Horizontalschnb 
im  Scheitel,  p  der  Krümmungshalbmesser  im  Scheitel,  die  Horizontale 
durch  D  die  reduzierte  Belastungslinie.  Denken  wir  uns  die  der  Länge 
mn  =  s  entsprechende  Belastung  s  •  t  - 1  -  y  kg  nach  yw  in  die  Kraftlinie 
übertragen  (der  Buchstabe  w  unterhalb  y  ist  in  der  Fig.  zu  ergänzen)^ 
so  wird  das  A  ^^^  ^^^  A  ^^^  ähnlich  sein  müssen,  und  es  ergiebt 
sich  aus  der  Proportion  H  :  s  •  t  •  y  =  p  :  s, 

H  =  t.Y.p .     (69). 

Für  ein  kreisförmiges  Gewölbe  ist  p  =  R  imd 

H  =  t.Y.R (59a). 

Da  nun  t  nach  beiden  Seiten  hin  wächst,  so  muss,  wenn  immer  die 
gleiche  Druckspannung  vorhanden  sein  soll,  e,  >  e  werden.     An  einer 


Fig.  451. 


beUebigen  Stelle  sei  Kq,  Fig.  451,  die  Druckkraft,  e^  die  Gewölbestärke, 
dann  muss  sich  Yerhalten  e  :  Cq  =  H  :  K^,  woraus  Co  H  =  e  K^. 

Da  nun  aus  dem  Kräftedreieck  der  Figur  H  =  K^  cos  a  sich  er- 
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giebt,  so  fiDdet  man,  diesen  Wert  in  die  vorstehende  Gleichung  eingesetzt, 

—  =  cos  a (60). 

Das  heisstj  bei  einem  Statzliniengewölbe  von  in  jedem  Quer- 
schnitt gleichen  Widerstand  gegen  Druck,  muss  im  senkrechten  Sclmitt 
durch  jede  Fuge  und  jedesmalige  Konstruktion  des  Sclmittdreiecks  der 
gleiche  W^ert  e  sich  darstellen  lassen,  vergl.  die  Nebentigui'  451. 


Wir  kommen  nun  noch  zurück  auf  die  obige  Bemerkung  der  teil- 
weisen  oder  unsymmetrischen  Belastung  eines  Gewölbes.  Diese  ist  als 
Verkehrslast  veränderlich,  und  man  müsste  sonach  für  jede  Laststeliung 
eine  Drucklinie  konstruieren»  Es  tritt  in  WirkHchkeit  iür  jede  besondere 
Belastungsart  eine  Deformation  im  Bogen  ein^  welche  aber  im  Mauer- 
werk oder  richtiger  in  dem  spröden  Steimnaterial  und  infolge  der  mit 
Mörtel  zusammengesetzten  Steinmassen  nicht  als  elastische  Veränderung 
aufgefasst  werden  kann,  wie  bei  Eisen-  oder  Holzbogen;  es  weixlen  so- 
fort Risse  und  Sprünge  eintreten,  daher  ist  es  Bedingung,  bei  Gewölben 
Zugspannungen  zu  vermeiden.  Ein  frisch  aufgeführtes  Gewölbe,  beispiels- 
weise fiir  eine  Eisenbahn  oder  für  eine  Strassenbrücke  ♦  wird  man,  noch 
besonders,  wenn  eine  Dammschüttung  vorhanden  ist,  stets  von  beiden 
Seiten  hintermauem  und  von  beiden  Seiten  gleichzeitig  mit  Dammerde 
belasten;  erst  einen  Steg  oder  Gang  darüber  schütten,  und  diesen  Streifen 
dann  an  beiden  Seiten  erbreitem,  um  die  unberechenbaren  Deformationen 
zu  vermeiden* 

Wir  denken  uns  in  Fipj.  452  die  linke  Hälfte  eines  Gewölbes  be- 
lastet, in  der  rechten  wirkt  nur  das  Eigengewicht.  Es  genügt  hier  auch 
nur  die  Hälften  der  Brücken  in  Rücksicht  zu  ziehen;  die  Betrachtung 
auf  kleinere  Belastungslängen  auszudehnen,  ist  nicht  unbedingt  erforder- 
lich. Wir  teilen  beide  Gewölbehälfben  wieder  in  Belastungselemente 
Qi  Qt  •  *  *  Qu  T  die  letzten  4  entsprechen  dem  Eigengewicht  der  halben 
Brücke.  Die  Linie  ac,  Fig.  463,  enthält  die  hnearen  Belastungskrtüle 
Sq  parallel  zu  den  gegebenen,  0  ist  ein  behebig  gewählter  Polpunkt. 
Mit  Hilfe  des  übertragenen  Seilpolygons  12  3...  konstruiert  man 
die  beiden  Hälften  entsprechenden  Schwerlinien  Sj  G^  und  S,  G,.  Für 
die  Konstruktion  der  Drucklinie  sind  uns  dann  die  Fig.  430  u.  s.  w. 
loassgebend,  die  Druckhnie  muss  durch  die  Punkte  m,  o  und  n  gehen, 
wenn  auch  keine  besonderen  Gelenke  vorhanden  sind.  Verlängert  man 
den  Seilzug  4  nach  beiden  Seiten,  so  ergeben  sich  mit  den  Seilzügen  o 
und  8  die  Schnittpunkte  s^  und  s^,  durch  welche  die  Schwerlinien  fiir 
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Pfeiler  und  Widerlager. 


Fig.  4M 


ML 


Pfeiler  und  Widerlager. 


427 


428  Pfeiler  und  Widerlager. 

(9  +  3,6)  1,2  ^  g    ^^^  ^  ^^^^  ^^ 

Das  Steinmaterial  wiegt  2000  kg  der  cbm,  dessen  spec.  Gewicht  ist 
sonach  a  ^  2,0.     Hiernach  erhalten  wir  als  Eigengewicht  des  Gewölbes 
nach  Gl.  54  S.  402  P  =  500  •  8  •  2  (2,5  +  0,6)  =  28000  kg  auf  1  m 
Breite.     Die  Reduktion  der  obigen  Belastungen  auf  1  m  Breite  liefert 
^^90000  +  85000^^,^0,^ 

1  Z,0 

Für  X  =j:  -V-,  kj  =  70000  kg  auf  d.  qm  und  c  =  0,25  erhalten  wir 

nach  61.  53  a  eine  Scheitelstärke 

,   P  +  K   1         -^^   ,       42000         8        ,,         ,,    j     oc*• 
«  =  «  +  W  y  =  ^'^^  +  IÖTtÖÖO-Ö  •  2;5  =  *^ '^'"' 1*  *^''*  2  Stern; 

am  Kämpfer  nehmen  wir  e,  =0,77  m,  3  Stein  stark. 

Die  in  den  Figuren  vorgenommenen  graphischen  Untersuchungen 
beziehen  sich  auf  eine  ungleichmässig  verteilte  Belastung,  und  zwar  rechts- 
seitig mit  Eigengewicht  und  Dammerde,  Hnksseitig  kommt  noch  die  Ver- 
kehrslast hinzu,  Fig.  458  imd  459. 

Die  Reduktion  der  letzteren  auf  das  Einheitsgewicht  des  Gewölbe- 
materials 2000  kg  auf  d.  cbm,  ergiebt  sich  aus 

90000  =  12,6  •  8  •  X .  2000,  zu  x  =  0,45  m; 
die  der  Dammbelastung  aus 

85000  =  12,6  .  8  •  Xi  .  2000,  zu  x^  =  0,42  m. 
Wir  haben,  wie  aus  der  Fig.  458  zu  ersehen,   jede  Bogenhälfte  in 
5  Teile  geteilt,    aus  den  Zeichnungsquerschnitten   multipliziert  mit  der 
Einheit  2000,  erhält  man 

Qj  =  5600  kg,  qe    =  1960  kg, 

q,  =  5900  „  q^    =  2460  „ 

q,  =  4300  ,,  qg   =  3460  „ 

q^  =  3300  „  q^    =  5060  „ 

q^  =  2800  „  q^o  =  4930  „ 

Die  Fig.  460  und  461  beziehen  sich  auf  eine  gleichmässig  verteilte 

volle  Belastung  eines  Gewölbebogens.  Wir  tragen  zunächst  die  Belastungen 

2q  =  ac,  Fig.  459,  auf,  und  konstruieren  mit  dem  beliebigen  Polpunkt  0 

das  Seilpolygon  0,  1,  2  ...  10.   Mit  Rücksicht  auf  den  imter  dem  Scheitel 

hegenden  Seilzug  5,  erhalten  wir  die   Schnittpunkte  Sj   und  s,  fiir  die 

SchwerUnien  der  beiden  Gewölbehälften,  Fig.  458.     Wir  ziehen  nun  die 

Vertikalen  s^  S^  und  s,  S,  und  bestimmen  die  Schnittpunkte  S|  und  S, 

dadurch,  dass  wir  die  GelenkUnien  mo  und  no  über  o  hinaus  verlängern. 
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Verbindet  man  dann  S| 
mit  m  und  S,  mit  n,  so 
ergeben  sich  die  Rich- 
tungen der  Kämferreak- 
tionen  K|  und  K'  flir 
die  linke  und  K,,  K" 
tüi  die  rechte  Gewölbe- 
belastung G|.  Die  Rich- 
tungen dieser  Kräfte 
übertragen  wir  paarweise 
parallel  den  Belastungen 
entsprechend  durch  a, 
hf  Cy  Fig.  469,  und  er- 
halten die  Schnittpunkte 
Pi  und  p,.  Die  Voll- 
endung des  Parallelo- 
gramms 0|  pi  py  b  er- 
giebt  den  Polpunkt  0^. 
Ifit  diesem  konstruieren 
wir  das  uns  massgebende 
Seilpolygon  1, 11,  III .. . 
X.  Die  in  Rechnung  zu 
ziehenden  Kämpferkräfte 
sind  dann  K  und  K  =  X 
rechtsseitig. 

Aus  der  Zeichnung, 
Fig.  459,  erhält  man 
H  =  10160  kg,  K  links- 
8eitig22  000kg,  Krechts- 
seitig  24000  kg.  Der 
einheitliche  Material- 
druck ist  nach  der  Gl. 
66,  66  a 

SflhsiteMradEyannung. 
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432  Pfeiler  and  Widerlager. 

.    __K__^4000__ 

^~100.77~  100.77"'^''^    * 
Kämpferdruckspannung. 

In  Fig.  461  haben  wir  die  der  vollen  Belastung  entsprechenden 
Werte  qi  ...%  aufgetragen;  die  Schwerlinie  G^  der  Fig.  458  verwertet 
und  K  und  H  für  diese  Belastung  durch  die  Fugenmitten  gezogen.  Ober- 
trägt man  K  und  H  parallel  in  die  Kräftelinie,  Fig.  461,  so  ergiebt  sich 
der  Polpunkt  0,  mit  Hilfe  desselben  konstruiert  man  das  Seilpolygon 
I,  II,  III,  IV;  auch  dieses  hat  für  die  Stabilität  und  den  Fugendruck 
eine  günstige  Lage.  In  Fig.  461  sind  ausserdem  noch  die  Maximalwerte 
Hn  und  entsprechend  K«  eingetragen,  sie  ergeben  H»  =  25000  imd 
K.  =  26000  kg,  sonach  die  Maximalpressung  nach  Gl.  51a,  55,  bezw. 
auch  56 

,  2-26000 

^=-iöoT7r  =  ^^e. 

Wir  haben  nun  femer  in  Fig.  462  die  Pfeiler  derselben  Brücke 
untersucht.  Der  Längenmassstab  ist  hier  halb  so  gross  wie  in  voriger 
Figur,  der  Kräftemassstab  ist  angegeben. 

Die  Richtung  K„  aus  der  Fig.  460  ist  in  das  Widerlager  über- 
tragen. Das  Gewicht  des  letzteren  ist  Qo  =  3,0  •  1  •  7,2  •  2000  = 
43200  kg.  Beide  hefem  die  Resultierende  Ro,  den  Fugenschnitt  m,  mit 
X  =  0,92  m  Kantenentfemung;  die  senkrechte  Druckkraft  ist  S  = 
64000  kg,  T  =  15000  ist  Iteibungs-  bezw.  Schubkraft. 

Wir  setzen  voraus,  dass  keine  Zugspannungen  zulässig  sind,  dann  wird 
,  2.S         2 .  64000       ^.,         .. 

kann  ev.  noch  zulässig  sein,  andernfalls  ist  das  Widerlager  zu  verstärken. 

Um  die  Kräfte  im  Mittelpfeiler  bei  unsymmetrischer  Belastung  zu 
ermitteln,  tragen  wir  die  Richtungen  der  Kämpferkräfte  22000  und 
24000  kg  auf  und  ermitteln  die  Horizontalkräfte  H^  und  H,  bezw.  deren 
Differenz  H  —  H,.  Femer  berechnen  wir  das  Gewicht  des  Mittel- 
pfeilers Q  =  2,6  •  l  •  7,  2  .  2000  =  37  440  kg,  zu  dieser  Last  mögen  noch 
Qi  =  2560  kg  Nebenlasten  kommen,  so  dass  Q  +  Qj  =  40000  kg. 

Die  Gewichte  der  Gewölbehälften  sind  nach  S.  428 

Gi=qi+q2+q8+q4  +  q5  =  2i900kg 

Durch  Annahme  des  beliebigen  Polpunktes  0  erhalten  wir  das  Seilpolygon 
0,  I,  U,  III.  Von  z  aus  die  Richtung  R  übertragen,  erhält  mmD  den 
Fugenschnitt,  welcher  im  Kem  der  Pfeilerfundamentfuge  verläuft. 

Die   Resultierende  R   findet   sich    durch  Auftragung   der    Differenz 
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Hl  — H,,  die  man  unmittelbar  aus  der  Zeichnung  im  Mittelpfeüer  ent- 
nehmen kann.  Der  Pfeiler  hat  eine  Stärke  von  2,6  m,  sonach  ist  die 
Druckspannung  auf  den  qcm 

If  —        S        _  80000  ^ 

'       260*100      26000  ~^'* 
II«    Ein  weiteres^  etwas  ausRihrliches  Beispiel  stellen  uns  die  Ge- 
wölbekonstruktionen, Fig.  463  bis  466,  dai\    Die  Spannweiten  sind  3,5  m, 
die  Pleilhuhen  0,5  m.*  (In  Bezug  auf  die  Massstäbe  ist  Fig.  463  =^  Fig.  a» 
464  =  d,  466  =  c,  465  =  b.) 

Die  Belastung  ist  zu  6O0  kg  auf  d,  qm  angenommen.     Die  einer 
Kappe  entsprechende  relative  Lasthöhe  ist  aus 

X  -  3,5  ^  1  '  600  =  1600,  X  ^  0,4  m, 
wenn  das  einheitliche  Mauergewicht  1600  kg  für  d.  cbm  ist.  Wir  haben 
die  Stärke  der  Schicht  zwischen  den  T  Trägern  zu  25  cm  oder  l  Stein 
stark  angenoimnen.  Die  mittleren  Kappengewölbe  ruhen  auf  einem 
Pfeiler  p  Fig.  465;  die  Länge  der  (fewölbe,  also  die  Tiefe  des  einge* 
wölbten  Kellerraumes  sei  4  m*  Der  Träger,  welcher  die  beiden  rechten 
Gewölbe,  Fig.  465,  aufnimmt,  wird  in  der  Mitte,  also  auf  4  m  Spann* 
weite  durch  eine  scluniedeeiserne  Säule  mit  doppelt  Tftirmigem  Quer- 
schnitt unterstützt.  Der  linke  T Träger  liegt  auf  4  m  frei,  und  beider- 
seitig auf  den  Seitenmaueru. 

Die  Einteilung  des  halben  Gewölbes  in  4  Elemente  ergiebt  aus  der 
Zeichnung  abgegriffen,  die  Gewichte 

q^  =  0,67  '  0,44  •  1 

q,  =  0,72  .  0,44  *  1 

q^  =  0,82  •  0,44  •  1 

q^  =  LOO  .  0,44  .  t 
i&  Summa  abger,  Q  ^  2250  kg;  das  Eigengewicht  wäre  hiernach,  die 
Belastung  600  *  1  -  3,5  =  2100*  kg  in  Abzug  gebracht,  150  kg.  Wir 
haben  nun  2q  autgetragen,  und  mit  dem  beliebigen  Polpunkt  0  die  Schwer- 
linie  Sa  festgestellt,  Fig.  463;  S,  unter  der  Annahme,  dass  H  durch  die 
Mitte  der  Scheitelfuge  geht,  fallt  in  der  Zeichnung  zutälHg  in  die  obere 
(iewölbebegrenzung.  Nimmt  man  den  Kärapferdruck  K  auch  durch  die 
Fugerimitte  an,  so  erhält  man  durch  parallele  Übertragung  der  Rich- 
tungen H  und  K  den  Polpuukt  0^;  das  diesem  ent-sprechende  Seilpolygon 
1,  II,  III ., .  hat  eine  günstige  Kemlage. 

Die  Zeichimng  ergiebt  H  =  3650  und  K  ^  4300  kg,  hiemach  wird 
die  Druckspannung        ^  4300 


1600  =  469  kg 
1600  =  504  ,, 
1600  =  574  „ 

1600  =  700  ., 


k,^ 


100.25 


=  -^  2  kg. 
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In  Fig.  466  sind  die  beiden  Kämpferkräfi»  K  ^s=z  4300  auf  der  linken 
Seite ;  um  die  senkrechte ,  gkichmässig  verteiU»  Kn^  für  den  ITräger 
festzustellen,  aufgetragen.  Die  Resultierende  liefert  R  =?=  4800  kg  für 
1  m  Breite;  die  gesamte  gleichmässig  verteilte  Last  auf  4  m  Tiefe  ist 
demnach  4  •  4800  =19200  kg. 

Dieser  entspricht  das  Moment 

M  =  ^^^'^  =  9600  kg  m  =  960000  kgcm. 

o 

Bei  kb  =  600  kg  zulässige  Spannung  erhält  man  das  Widerstands- 
moment 

Die  Normalprofile  im  Anhang  fiir  doppelt  T  Querschnitt  ergeben  Nr.  42^^. 
Die  beiden  horizontalen  Scheitelkräfte  H  a»  3650  heben  sich  gegenseitig 
auf,  da  wir  von  einer  unsymmetrischen  Belastung  absehen. 

Der  Pfeiler  p  hat  auf  seine  Länge  von  4  m  demselben  Vertikaldruck 
19200  kg  Widerstand  zu  leisten.  Der  Pfeiler  ist  1^  Stein  stark,  die 
Druckspannung  auf  1  m  ist  demnach 

1  *800  .  ^  ,  .  , 

=  T00738  "^  ^'^  ^  ^^  ^'  ^^"^• 

Der  T  Träger  auf  der  rechten  Seite  liegt  beiderseitig  auf,  und  ist  in 
der  Mitte,  auf  2  m  Entfernung,  unterstützt.  IMe  Belastung  auf  die  freie 
Ofl6aung  von  2  m  Spannweite  ist 

'^  =  960«  kg, 

sonach  ist  der  Druck  auf  die  Mittelstätze  (vgl.  Band  II  S.  123,  Gl.  75) 

B  =  |  9600  =  12000  kg. 

Dies  ist  zugleich  der   Säulendruck.     Würde  man  eine   gosseiseme 

Säule    mit   ringförmigem    Querschnitt  anwenden,    so  ergiebt  sich  doen 

Trägheitsmoment  bei  2,3  m  Säulenlänge,  Raumhöhe,  s.  d.  Fig.  466,  aus 

12000  =  "-:-?-'; 

1'  •  n 

(vgl.  Gl.  142,  S.  257  und  Tab.  S.  260  Band  U  d.  Mech.).    Man  erhäh 
bei  n  =  lOfacher  Sicherheit  E  =  1000000,  1  =  230  cm, 

12000- ^^^i^^^^- 

und  folglich  J(«°»)=  636.     Die  Säulentabelle  S.  260  Band  11  d.  Mech. 

ergiebt  den  äusseren  Durchmesser  von  12  cm  und  15  mm  Wandstärke. 

Wendet   man,  wie  oben  schon  angenommen,    einen  2,3  m  langen 
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dopptit  T Tdiger  ah,  so  findet  sich  dessen  Träglieatsmoment  für  £  =  200000 
«fid  bei  8fecher  Sicherheit 


J  {can  — 


12000-230^-8 


^  250. 


10-2000000 

Für  die  ungünstigste  Knickung  nach  der  Y  Achse  (s.  die  Tab.  im  An- 
hang) wird  man  mit  Xr.  24  auskommen;  diesem  Normalpraöl  entsprirlif 
dii8  Trägheitsiooment  J,  =  261. 

Der  Träger  Über  der  Säule  kann  leichter,  bezw.  schwächer  al«  der 
auf  der  linken  Seite  sein.     Bei  9600  kg  Belastung  auf  t  m  ist 

M  =  ^    ^  _  2400  kgm  =  240000  kgcra, 

Jjas  rur  k^  ==  600  entsprechende  Widerstandsmoment  ist 

Diesem  entspricht  nach  den  Tab.  im  Anliang  das  Normalprofil  Nr  26. 

Das  Widerlager  rechts  liegt  auf  4  m  Tiefe  in  der  Erde,  es  ist  also 
einem  von  rechts  >\-irkenden  Erddruck  ausgesetzt;  das  einheitliche  Erd- 
materialgewicht ist  1600  kg  für  d.  cbm»  der  Böschungswinkel  30*. 

Wir  konstruieren  das  Erddruckdreieck ,  Fig.  466,  und  ermitteln 
dessen  Inhalt: 

?^?ii  =  2,52  qm. 

Der  Erddruck  selbst  ist  sodann  E  =  2,52  •  1600  =  4030  kg;  er  wirkt  in 
\  der  Erddruckhöhe,  das  sind  1,33  m.  Die  Konstruktion  des  Erddi'uckes 
ist  aus  der  Figur  zu  ersehen;  die  Verteilung  der  Kräfte  haben  wir  aber 
in  Fig.  463  und  464  ausgeführt*  Trägt  man  die  Richtungen  von 
K  =  4300  und  G  =  15000  kg  Mauergewicht  von  s  in  der  Widerlager- 
schwerlinie, und  E  von  n  aus  in  Richtung  von  30°  an,  so  findet  man 
ans  dem  in  Fig.  464  konstruierten  Kräftepolygon  die  Resultierende  R,, 
Mit  Annahme  des  Polpunktes  0  ergieht  sich  das  Seilpolygou  I  II  lil, 
durch  dasselbe  der  Angriffspunkt  S  obiger  Resultanten  Rj,  deren  Rich- 
toDg  aus  (Fig.  464)  parallel  übertragen  ^ird.  Die  Zeichnung  liefert» 
nahezu  senkrecht  wirkend,  R^  =  20000  kg  und  den  Fugeuschnitt  m  in 
di*r  Entfeniung  x  ^=  \1  der  71  cm  starken  Mauer,  Fig.  463,  Da  Zug- 
spannungen ausgeschlossen  sein  sollen,  so  hat  die  Stärke  von  3  *  17  ==  öl  cm 
den  ganzen  Druck  aufzunehmen;  die  Kantenpressung  ist  hiemach 


k4  = 


2 . 20000 
300-  17" 


=  8  kg  auf  d.  qcm. 


Die  auf  der  Unken  Seite  freistehend  gedachte  Seitenmauer  ist  keinem 


m 


A 
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Erddruck  ausgesetzt.  Trägt  man,  wir  haben  die  betr.  Konstruktion 
rechts  in  Fig.  466  zum  Teil  angedeutet,  K  =  4300  Ton  s^  aus  auf»  zidit 
die  Bichtung  Sim^  durch  die  Eemgrenze  m^,  so  muss  dem  Widerlager, 
damit  die  Zugspannungen  in  der  Fundamentfuge  yerschwinden,  ein  Gre- 
wicht  von  G  =  58000  kg  auf  1  m  Breite  durch  die  yerschiedenen  Stock- 
werke hindurch  entsprechen.  In  der  Figur  konnte,  wegen  Mangel  an 
Raum,  das  betr.  Parallelogramm  nicht  eingezeichnet  werden,  da  die 
Figur  zu  gross  wird.  ' 

III.    Der  Mauerbogen  A,  Fig.  467,  71  cm  breit,  ist  durch  den 
Pfeiler  B  einem  schiefen  Druck  Hj  ausgesetzt  (z.  B.  Winddruck  o.  a.). 

Fig.  467. 


Derselbe  soll  unter  Annahme,  dass  die  Drucklinie  möglichst  im  Kern  des 
Bogens    bleibt,    bestimmt  werden.     Die  Stärke  im  Scheitel  ist  1  Stdn, 
e  =  25  cm,  die  freie  Spannweite  2,8  m,  die  Pfeilhöhe  2,4  m.    Die  ein- 
zelnen Gewichte  sind  für  1400  kg  Einheitsgewicht  des  Mauerbogens 
q,  =  0,1 1 . 0,26  . 0,71 .  1400  =  26  kg 
q,  =  0,12  . 0,28  . 0,71  •  1400  =  34  „ 
q,  =  44,  und  q^  =  57  kg. 
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Trägt  man  diese  Werte  auf  und  konstruiert  mit  0  das  Seil- 
polygon 0,  1,  2,  3,  4,  so  findet  man  die  Schwerlinie  Ss;  die  in  der 
Eemgrenze  angetragene  gegebene  Richtung  H^  liefert  den  Schnitt  S  mit 
der  Vertikalen  Q;  zieht  man  femer  die  Kämpferrichtung  K  durch  die 
innere  Kemgrenze,  und  überträgt  beide  Richtungen  in  die  Kraftlinie  2q, 
so  ergiebt  sich  der  Polpunkt  0^,  sowie  die  Grössen  H|  und  K  selbst. 
Das  durch  0^  ermittelte  Seilpolygon  wird  dann  in  die  Hauptfigur  über- 
tragen; es  nähert  sich  in  unserer  Figur  im  Seilzug  11  am  meisten  der 
Bogenlinie.  Aus  der  Figur  erhält  man  H^  =  43  kg  und  K  =  180  kg 
Druck  auf  die  Fugen;  es  kommt  hier  offenbar  weniger  auf  die  zulässige 
Spannung  der  Quadrateinheit,  als  auf  die  Lage  der  Mittellinie  des  Druckes 
an,  um  festzustellen,  ob  im  Gewölbe  keine  Fugenklappungen  eintreten. 

Fig.  468. 


IT.  Die  Fig.  468  stellt  den  Horizontalquerschnitt  einer  Stützmauer 
dar,  welche  aus  einzelnen  Pfeilern  und  dazwischen  gespannten  Bogen 
besteht. 

Wir  haben  kein  besonderes  Zahlenbeispiel  angenommen,  da  die  Ge- 
samilösung  wohl  als  eine  Kombinationsaufgabe  für  Gewölbe  und  Stütz- 
mauern keine  besonderen  Schwierigkeiten  bieten  dürfte;  durch  die  ein- 
geführte gebogene  Form  der  eigentlichen  Stützmauer  zwischen  den 
Strebepfeilern  wird  die  Tragfähigkeit,  bezw.  die  Stabilität  bedeutend 
eiböht 

T.  In  Fig.  469  ist  ein  Spitzbogengewölbe  gegeben,  dessen  StabiHtät 
und  Widerstandsfähigkeit  untersucht  werden  soll.  Die  Einteilung  liefert 
die  Gewichtselemente 

qj  =  600,  q,  =  800,  qj  =  1400  und  q^  =  2100  kg. 

Mit  dem  Polpunkt  0  konstruiert  man  erst  wieder  die  Schwerlinie  Ss. 

Um  eine  günstige  Lage  der  Drucklinie  zu  erhalten,  nimmt  man  die 

Richtong  der  Horizontalkraft  H  in  der  Mitte  der  Scheitelfuge  und  K  in 

Bteht,  MMhnlk.    HL  62 
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der  inneren  Eemgrenze  an.  Gregeben  ist  die  Stärke  der  Scheitelfoge 
e  =  0,2  m,  die  der  Eämpferfuge  e^  =  32  cm,  femer  die  Pfeilhöhe  1,86  m 
und  die  Spannweite  1  =  2,2  m. 
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Die  Drackspanniuigen  berechnet  man  dann  aus  den  der  Zeichnung 
entnommenen  Kräften  H  =  800  kg  und  E  =  5000  kg;  man  findet  für 
den  Scheitel 

]r  _      H      _     800      _ 
^~  100. e  ~  100-20  —^^^ 
and  für  den  Kämpfer 

1.  2H  2.5000       .,         .  , 


5.  Blegongs-  und  Drehmomente,  Kurbeln. 

Im  Anschluss  an  die  Seite  369  u.  f.  in  den  Fig.  401  behandelten 
graphischen  Zusammensetzungen  von  Biegungsmomenten,  wollen  wir  noch 
ein  für  die  graphischen  Methoden  sehr  lehrreiches  Kapitel  anschliessend 
welches  sich  auf  die  Zusammensetzung  von  Biegungs-  und  Drehmomenten 
bezieht. 

Die  praktischen  Anforderungen  solcher  Zusammensetzungen  sind  oft 
ziemlich  verwickelter  Art;  der  rechnerische  Weg  bietet  häufig  genug 
Schwierigkeiten,  da  er  der  Übersicht  für  die  idealen  Spannungen  ent- 
behrt Die  graphische  Darstellung  lässt  hier  keinen  Zweifel  aufkommen, 
und  zeigt  mit  viel  grösserer  Sicherheit  die  wunden  Stellen  einer  solchen 
auf  Biegung  und  Drehung  beanspruchten  Welle,  Kurbel  oder  gekröpfl»n 
Achse,  als  es  die  Rechnung  bieten  kann. 

Nach  den  im  II.  Band  S.  331  u.  f.  aufgestellten  Theorien  ist  die 
ideale  Spannung  eines  gleichzeitig  mit  k,  und  k,  kg  auf  die  Einheit 
beanspruchten  Balkens 

k.  =  i(l-^)k.  +  i(l+:^)yk.«  +  4k.»      .    .    (61) 

Der  sog.  Kontraktionskoeffident  m  wird  aus  praktischen  Versuchen 
gewonnen;  er  ist  von  dem  Wachstum,  bezw.  von  der  Herstellung  des 
Materiales  abhängig  und  liegt  zwischen  den  Grenzen  m  =  3  und  m  =  4. 
Verwendet  man  die  von  Bach  eingeführte  Beobachtungszahl  m  =  ^,  so 

erhält  man*)  

ki  =  0,35  k.  +  0,65  VkT+TV"     ....     (61a) 


♦)  In  Band  II  S.  831  bitten  wir  an  dieser  Stelle  um  Korrektur  des  dort  vor- 

kandenen   Druckfehlers,    —  -4-  1  =  1,7  (5.  Zeile  v.  unten)  in 1-  1  =  1,8  zu  ver- 

m  m 

beesem,  und  ebenso  für  die  dortige  Gl.  162  a  und  in  den  folgenden  Bezugsgleichungen 

den  Koefficienten  0,85  in  0,65  zu  verändern. 

62* 
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Für  die  Praxis   und  auch  für  die  graphischen  Darstellungen  nach 
obiger  61.  61  verwendet  man  meistens  m  =  4,  und  erhält 

kt  =  |k.  +  |yk.»  +  4k.*        ....     (61b) 


Bezeichnet  man  nun  mit  Wb  das  gegebene  Biegungsmoment,  mit 
Mt  das  Torsionsmoment,  mit  W  imd  Wp  die  Widerstandsmomente  für 
kreisförmigen  Querschnitt,  so  sind  die  zulässigen  Spannungswerte 
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k.  =  kfc  =  ^  und  k.  =  ^. 

Femer  kann  man  das  polare  Widerstandsmoment  Wp  =  2  W  setzen, 
denn  es  ist  bei  d  Ereisdorchmesser 

also  W  =  i  Wp,  die  obigem  Spannungswerte  sind  sonacb 
k.  =  |^undk.  =  ^, 

setzt  man  diese  in  die  letzten  Gleichungen  ein,  und  berücksichtigt,  dass 

M 
ki  =  ^,    so   ergeben   sich   folgende  Ausdrücke  für   das   ideale   aus 

Biegung  und  Drehung  kombinierte  Biegungsmoment 

M,  =  0,36  Mfc  + 0,66  VM,,*  +  Mt*     j 

Mit  Zuhilfenahme  eines  der  Fig.  476  beigezeichneten  Reduktions- 
massstabes lassen  sich  beide  Gleichungen  leicht  verwerten;  wir  haben  in 
den  unten  folgenden  Beispielen  die  erste  Formel  zur  Anwendung  gebracht 

In  vorstehender  Fig.  470  ist  nun  zunächst  die  konstruktive  bezw 
graphische  Ausführung  der  Kombination  eines  Biegungs-  mit  einem  Dreh 
moment  nach  einer  der  obigen  Formeln  dargestellt.  Die  Achse  oder 
Welle  AB  ist  durch  die  Kräfte  P^  P,  und  Pj  auf  Biegung  beansprucht, 
wir  konstruieren  zunächst  durch  Annahme  eines  beliebigen  Polpunktes 
O  das  Seilpolygon  0,  I,  U,  lU  und  übertragen  die  Schlusslinie  i;  der 
Schnittpunkt  m  liefert  uns  die  Auflagerreaktionen  A  und  B.  Wir  über- 
tragen nun  femer  durch  einen  neuen  Polpunkt  0^,  beide  am  besten  im 
Abstand  der  Einheit  mO^  =  1,  die  Momentenfläche  in  die  Achse  AB 
mit  horizontaler  Schlusshnie,  welche  letztere  also  mit  der  Achse  zusammen- 
fällt (vgl.  S.  262  u.  f.). 

Gegeben  sei  nun  femer  das  Drehmoment  PR,  bezw. 

Pr  =  Mt  =  7l6—   km    =  71620   —  kcm        .     .     (63), 
n  n  ^    ^ 

die  Zerlegung  desselben  in  die  Betriebskraft  P  und  in  den  Halbmesser 

r  als  Momentenfaktoren  ist  beliebig,  besser  gesagt  richtet  sich  nach  der 

gegebenen  Kurbel  oder  auch  nach  der  Grösse  der  Zeichnung.   In  unserei* 

Zeichnung  soll  vorläufig  von  einer  Kurbel  abgesehen  werden,  und  es  soll 

das  Moment  (Xj  =  PR  oder  pi  =  Pr  von  A^  durch  B  und  event.  weiter 

übertragen  werden.    Das  Drehmoment  besteht  aus  zwei  Faktoren  und 
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stellt  sonach  ein  Rechteck  dar,  dessen  eine  Seite  in  AB  fallen  muss. 
Um  den  graphischen  Wert  |jl,  dem  gewählten  Polabstand  entsprechend, 
zu  erhalten»  tragen  wir  in  den  Eräfteplan  von  0  aus,  K  oder  bezw.  r 
auf,  femer  von  c  aa  die  Kräftelinie  den  Wert  P  und  ziehen  die 
Linie  Od;  jenachdem  R  grösser  oder  kleiner  (r)  als  f,  erhält  man  (x^ 
oder  |JL  als  Längenmass  für  das  Moment;  denn  es  verhält  sich 

^,^R  =  P:fbew.j (^^^ 

woraus  f  |jl  bezw.  f  |jli  =PR  bezw.  Pr. 

|JL  oder  |JLi  überträgt  man  in  die  Hauptfigur  und  zeichnet  das  Tor- 
sionsrechteck ein. 

Die  Verbindung  beider  Momentenflächen  geschieht  nun  nach  Gl.  62 
auf  graphomathematischem  Wege.  Jede  Biegungsmomentenordinate  teilt 
man  in  f  und  f  bezw.  in  0,35  und  0,66  ihrer  Länge.  Die  Torsions- 
momentenordinate  in  -|  bezw.  0,65  ihrer  Länge. 

Die  Hypothenuse  ab  liefert  dann  unmittelbar  den  Wurzelwert  der 
Gl.  62.  Das  gleiche  Resultat  erzielt  man,  wie  leicht  einzusehen,  wenn 
man  die  Hypothenuse  der  beiden  ungeteilten  Ordinaten,  wie  bei  P,  ge- 
schehen, bildet,  und  von  dieser  Länge. |  bezw.  0,65  als  Wurzelwert  ent- 
nimmt:   

a,b,=|KM7TM?: 

Ist,  wie  in  B  das  Biegungsmoment,  Mb  =  0,  so  kommt  nur  |  des 
Torsionsmomentes,  |  Mt  bezw.  0,65  Mt  in  Betracht;  in  A  sind  beide 
Momente  Null. 

Man  hat  nun  nur  noch  nötig,  die  Wurzellängen  ab,  aj  b^  u.  s.  w. 
an  die  betreffenden  Längen  f  Mb  von  der  Achse  aus  anzusetzen,  eine 
graphische  Addition,  und  erhält  schliesslich  die  Ordinaten  der  idealen 
Momentenfläche 

Mi  =  ab  + 1  Mb,  Mi  =  f  Mb  +  %  bj  u.  s.  w. 

Die  in  Rechnung  zu  ziehende  Momentenfläche  ist  dann  AnopqB; 
deren  Ordinaten  mit  f  multipliziert,  ergeben  die  idealen  Momente. 

Die  Teilung  der  Ordinaten  kann  durch  Rechnung  oder  auch,  wie 
schon  bemerkt,  mit  Hilfe  des  Reduktionsmassstabes,  Fig.  475  durchge- 
führt werden. 

Wir  haben  in  Fig.  470  die  Verbindimgslinien  An,  no,  op  und  pq 
als  gerade  Linien  gezeichnet,  konstruiert  man  einige  Zwischenpunkte, 
wie  in  den  andern  Figuren  ausgeführt,  so  erhält  man  konkave  Kurven 
als  Abschlusslinien  der  idealen  Momentenfläche. 
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Beispiele.  I.  Die  Wasserradwelle  AB,  Fig.  471,  ist  in  den  Ent- 
fernungen Ton  0,6  m  Ton  den  Lagerungen  mit  je  8000  kg  belastet  (der 
Budistabe  B  in  der  Figur  ist  mit  seinem  Pfeil  über  f  |x  zu  setzen),  sie 
soll  bei  n  =  12  Umdrehungen  N  =  60  ^^f^  übertragen;  nach  welchem 
grössten  idealen  Moment  ist  der  mittlere  Teil  zu  berechnen.  Wir  tragen 
die  gegebenen  Belastungen  ab  =  bc  =  8000,  welche  die  Welle  auf  Bie- 
gung beanspruchen  darf,  auf,  nehmen  in  b  senkrecht  auf  ac  den  Polpunkt 


Plg.  471. 


sooo 


:^W\^\^^^^^v^^ 


<?^s^^^^^^^^ss^^^^ 


^^^^^^^^^^s:s(^^c^^^^^^<.^ 


Mb 


ft^^^^^\^^^N^N^^\^\^^^^ 


0,  hier  in  der  Entfernung  der  Einheit  an  und  konstruieren  das  Seil- 
polygon 0  I  IL  Das  Torsionsmoment  ist  Mt=  716,2  \\  =  3681  kg. 
Die  Zerlegung  ergiebt  PR  =  1,2  •  2990  =  3590  kg;  trägt  man 
R  =  1,2  m  von  0  und  ad  =  2990  auf,  so  ergiebt  sich  die  Momenten- 
läDge  für  |JL,  indem  man  aO  und  dO  verlängert  bis  zum  Schnitt  mit  der 
durch  den  Endpunkt  von  R  gezogenen  Senkrechten.  Man  überträgt  die 
Länge  |jl  in  die  Hauptfigur,  und  kombiniert  dann  das  Torsionsrechteck 
T  mit  der  Momentenfläche  der  Biegung  A  o  I II  B  zu  der  idealen  Mo- 
mentenfläche. Die  grösste  Ordinate  Mi  mit  dem  Massstab  Ob  =  1  = 
10000  kg  gemessen,  liefert  4900  kg,  und  da  die  Einheit  Ob,  meter 
bedeutet,  so  sind  4900  gleichzeitig  km,  denn  nach  Gl.  44  S.  346  ist 

M,  =  t .  f  =  4900  . 1  =  0,49  .  10000  . 1  =  4900  kgm. 

Die  Rechnung,  auch  die  Zeichnung  liefert  Mb  =  4000  kgm,  Mt  = 
3681  ^  3600  kgm,  danach  wird 

Mj  =  I  4000  +  I  y  4000« +  3600'^=  4870  kgm. 
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II.  Die  Welle  in  Fig.  472  ist  innerhalb  der  Auflager  mit  300,  600 
und  300  kg  belastet,  ausserhalb  in  0,6  m  Entfernung  Ton  B  mit  400  kg; 
es  sollen  noch  ausserdem  N  =  17  ^^^  bei  n  =  12  Umdrehungen  tiber- 


tragen werden.     Das  Torsionsmoment  ist  demnach 

PR  =  1,3 .  820  =  716,2  {i  =  1066  kgm. 
Da  wir  den  Polabstand  wieder  der  Ehiheit  =  1  m  =^  1000  kg  gleich 
angenommen   haben,    so   hätten  wir   |jl  =  1066  unmittelbar   auftragen 
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können,  um  aber  einen  linearen  Wert  Ton  \k  zu  erhalten,  haben  wir  die 
obige  Teilung  in  820  •  1,3  vorgenommen. 

Das  mit  dem  beliebigen  Pol  0  konstruierte  Seilpolygon  0, 1,  U,  DI, 
IV  haben  wir  in  die  Achse  AB  übertragen.  Hierauf  R  =  1,3  und 
P  =  800  in  die  Eräftelinie  eingezeichnet  und  erhalten  die  dem  Pol- 
abstand entsprechende  Länge  |jl.  Das  Torsionsrechteck  T  mit  der  Bie- 
gungsfläche B^  kombiniert,  ergiebt  die  ideale  Momentenfläche,  deren  grösste 
Ordinate  Mi  das  ideale  Biegungsmoment  Mi  =  920  kgm  liefert,  während 
die  grösste  Ordinate  der  Biegungsmomentenfläche  Mb  =  500  kgm  ist.  Die 
schwächsten  Stellen  in  der  Welle  sind  in  A,  d  und  c. 

Fig.  473. 


T 


(00  igL.. 


_L 


I 


i^^^^^pd''''''' 


f^  Sil..Dl-. 


■  340  kgm 


m.  Es  soll  durch  Vermittelung  zweier  Zahnräder  ein  Moment  Ton 
M  =  1200  kgm  auf  eine  Welle  AB,  Fig.  473,  übertragen  werden,  derart, 
dass  von  der  Mitte  der  180  cm  langen  Welle  zu  beiden  Seiten  600  kg 
abgeleitet  werden  können;  wie  stark  ist  die  Welle  auszuführen;  die  Über- 
setzung ist  1:5,  das  Moment  in  der  Betriebswelle  sonach 

1^  =  240  kgm. 
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Das  Bad  hat  2  m  Durchmesser,  der  Zahndrack  ist  demnach 

1200  kg; 


M_1200 

V{  T>      ■ 


R  1 

dieser  Druck  ist  gleichzeitig  ohne  Kücksicht  auf  das  22ahnradgewicht  die 
auf  die  Mitte  der  Welle  einwirkende  Biegungskraft  Tragen  wir  diese 
auf  und  nehmen  in  der  Mitte  derselben  in  m  senkrecht  den  Polabstand, 
hier  f  =  80  aa,  so  erhalten  wir  mit  o  und  I  das  Seilpolygon  mit  hori- 
zontaler Schlusslinie;  zugleich  die  Biegungsfläche  B|.  Um  die  beider- 
seitigen Torsionsflächen  T  zu  erhalten,  tragen  wir  P  =  600  kg  in 
deu  Kräfteplan,  ebenso  den  Radius  R  =  1  m  von  0  aus  auf  und  er- 
mitteln |JL.  Die  Zusammensetzung  beider  Momentenflächen  nach  obiger 
Gl.  62  zu  dem  idealen  Moment  i,  i,  bietet  dann  keine  Schwierigkeiten 
mehr.     Das  grösste  Moment  ist 

M,  =  900 .  f  =  900  .  80  =  72000  kgcm. 


200  kg 


IT.  Es  sollen  durch  eine  rechtwinkeUge  Kurbel  ABmn,  Fig.  474, 
N  =  3  ^^^  bei  n  =  65  Umdrehungen  in  der  Min.  übertragen  werden. 
Die  Kurbelwelle  liegt  in  A  und  B  auf.  Der  Kurbelhalbmesser  ist  ge- 
geben, R  =  22  cm. 


Eurbdn. 
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Der  Druck  P  atif  die  Mitte  des  Kurbelzapfena  lässt  sich  berechnen 
ana  der  GL  63 

N  716,2*3 


P  =  716,2 


=  150  kgm. 


n  •  R        65  .  0,22 

Man  rechnet  zunächst  die  Zapfendimensionen  aus,  oder  nimmt 
dieselben,  sowie  die  des  Kurbelarmes  vorläufig  an,  und  trägt  die 
Mittellinie  der  Kurbel  auf,  A  B  m  n.  Die  Zapfenkraft  P  wirkt  durch  die 
Mitte  des  Zapfens  und  schneidet  in  der  Verlängerung  die  Achse  der 
Kurbel  in  a*  Man  trägt  dann  senkrecht  an  die  Achse  in  a  rlie  Kraft 
P,  am  Endpunkt  derselben  senkrecht  den  Polabstand,  hier  f  ^^  10 
und  zieht  die  Linie  aO,  bezw.  deren  Verlängerung,  bis  zum  Schnitt  mit 
der  Auflagerreaktionglinie  B,  diesen  Schnittpujikt  c  verbindet  man  mit  A 
und  überträgt  11  parallel  durch  0,  um  die  Auflagerkraft  A  festzustellen, 
diese  ist  hier  A  =  90  kg. 

Wie  leicht  zu  übersehen,  ist  I II  das  Seilpolygon  des  Polpunktes  0 
mit  horizontalem  Abschluss  f  =  10,  der  letztere  ist  zugleich  Polabstand 
für  die  Biegungsfläche  A  c  t  m  *  A  +  P  =  150  -j-  90  ^  240  kg,  bilden 
zusammen  die  von  unten  nach  oben  wirkende  Auflagerkraft  B,  welche 
P  und  A  an  ihren  jeweiligen  Hebelarmen,  von  B  aus  gemessen,  das 
Gleichgewicht  halten  muss. 

Die  Torsionskraft  P  =  160  wirkt  am  Halbmesser  R  =  22  ctm*  Wir 
können  R  m  der  Verlängerung  von  f  oder  auch  entgegengesetzt  senk- 
recht auf  P  auftragen;  die  Verlängerung  der  Seillinie  aO  nach  dereinen 
oder  andern  Seite  Hefert  die  dem  Polabstand  entsprechende  Länge  (X  = 
PR.  Das  Rechteck  mdeA  ist  dann  Torsionsrechteck,  dieses  mit  der 
Biegungsfläcbe  kombiniert,  liefert  die  ideale  Biegungsfläche  A  i  i  i  m,  nach 
welcher  die  Achse  A  m  zu  berechnen  ist;  der  Zapfendruck  bei  A,  nach 
oben  wirkend,  ist,  wie  schon  angedeutet,  A  =  90  kg,  das  Auflager  B  =: 
240  kg. 

Der  Km*belarm  mo  wird  bei  m  dm^h  das  Moment  PR  am  meisten 
beansprucht,  die  Biegung  bei  n  ist  Null.  Wir  tragen  darum  den  Wert  [Ji, 
bezw.  den  Winkel  a,  an  mn^  in  n  an;  das  Biegungsmoment  für  den 
Kuxbeiann  ist  dann  nmK* 

Die  Kraft  P  verdreht  aber  gleichzeitig  am  Halbmesser  ma,  der 
halben  Zapfenlänge,  den  Kurbelarm.  ma  bildet  nun  bereits  eine  Kathete 
des  Poldreiecks,  hegt.  bezw.  im  <  a;  das  dem  Toraionsrechteck  des 
Kurbelarmes  entsprechende  Längenmass  }i,  =  mt  haben  wir  demnach 
nur  nötig  in  die  Achse  zu  übertragen,  um  das  dem  Arm  mn  ent^ 
sprechende  Torsionsrechteck  zu  erhalten;  mt  ist  gleichzeitig  das  Bruch- 
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moment  flir  den  Zapfen  selbst.  Dieses  mit  dem  /^  mnK  nach  Gl.  62 
kombiniert,  erhält  man  die  ideale  Biegungsfläche  smns,  nach  welcher 
der  Kurbelarm  zu  berechnen  ist. 

Die  beiden  grössten  idealen  Momente  sind:  für  den  EurbelarmM|=: 
36  kgm  und  für  die  Welle  AB  in  6,  Mi  =  35,6  kgm;  beide  kann  man 
unmittelbar  aus  dem  beigefugten  Massstab  abgreifen. 

'I 

^;„.„ K ^ 


^^^\-  - 


y.    Die  Konstruktion  der  Kurbel,  Fig.  476,  mit  schief  angesetztem 
Kurbelarm  ist  nach  demselben  Konstruktionsgang  ausgeführt.    Die  Erafk 
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am  KiirbekapfeQ  isi  P  =^  200  kg,  der  senkrecht  gemessene  Ktirbelarm 
ist  R  ^  32  cm.  Dar  Polpunkt  0  liegt  im  Polabataiid  f:=50.  Dieser 
Figur  beigefügt,  ist,  wie  schon  oben  bemerkt,  Fig.  475,  ein  Reduktions- 
massstab, der  sich  natürlich  auch  Gir  die  anderen  Figuren  verwerten  lässt. 
Man  trägt  die  gegebene  Kujbelkraft  P  ^  200  kg  im  Punkt  a 
senkrecht  zur  Kurbelwellenachse  an,  am  Endpunkt  derselben  den  Pol- 
abstand hier  in  f=  5  Einheiten,  bezw.  in  50  cm.  Die  Seilpoljgonlinie  I 
schneidet  die  Reaktionslinie  B  in  c,  die  Verbindungslinie  c  mit  A  ist  die 
andere  Seilkraftlinie  II;  sie  bestimmt  durcb  parallele  Übertragung  durch 
den  Polpunkt  die  Reaktionslu^aft  A,  A  und  P  wirken  nach  unten  und 
halten  der  Kraft  B  =  A  +  P  i^  B  als  Drehpmikt  das  Gleichgewicht. 
Trägt  man  ferner  R  in  der  Achse  senkrecht  auf  P  auf,  und  zieht 
am  Endpunkt  eine  Parallele  zu  P,  so  schneidet  diese  die  Seilkraft  I  in 
d,  durch  eine  Parallele  zu  A  m  durch  d  erhält  man  das  Toraionsrechteck 
Adjdm,  welches  mit  der  Biegungsmomentenfläche  Acm  nach  GL  62 
zusammengesetzt,  die  ideale  Biegungsfläche  A  i  i  i  m  liefert,  nach  welcher 
die  Achse  Am  berechnet  wird.     Aus  der  Zeichnung  findet  sich 

A  =  770  kg,  B  =  200  +  770  =  970  kg,  femer 
Bi  =  M|  raax  =  210  <  50  =  10500  kgcm. 

In  A  muss  die  Welle  noch  auf  das  ideale  Biegungsmoment 
M.  =  Ai  =  85  •  50  =  4250  kgcm 
berechnet  werden.  Die  grösste  Ordinate  Bi  findet  man,  indem  man  Bc 
nach  Be  überträgt,  e  mit  d^  dem  Endpunkt  der  Biegungsflächenordinate 
verbindet  und  |  von  edj  zu  |  Bc  addiert.  Da  nun  hier  der  Kurbelarm 
mn  nicht  mehr  mit  mt  in  eine  gerade  Linie  fällt  wie  in  der  vorigen 
Kurbel,  so  ist  das  Zapfenbiegimgsmoment  P  *  am^  dadurch  festzustellen, 
dafis  man  senkrecht  durch  n  die  Momentenordiiiate  m^  i^  abschneidet, 
welche  natüi'üch  dem  Polwinkel  a  entsprechen  muss* 

Die  Biegimgsflache  für  den  Kurbelarm  ran  erhält  wieder  in  m  ihre 
grösste  Ordinate,  Verlängert  man  mn  bis  o,  und  trägt  in  o  den  Winkel 
OL  an,  80  sclmeidet  dieser  auf  den  Senkrechten  in  m  und  n  das  Biegungs- 
trapoz  Bj  ab,  die  Biegungsfläche  des  Kurbelannes.  Das  Drehmoment  P 
am  Hebelarm  os  senkrecht  auf  mn  wird  gefunden^  indem  man  os  nach 
08j  schlägt  (in  der  Fig.  wurde  der  Bogen  fälschhch  von  n  geschlagen) 
und  senki'echt  dai'auf  mit  Sj  Bq  in  die  AbgrenzungsHnie  der  Biegungs- 
flitohe  einschneidet;  beide  verbinden  sich  zu  der  idealen  Biegungsfläche 
umnpi;  nach  welcher  der  Arm  mn  zu  berechnen  ist.  Man  findet  aus 
der  Figur 
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M,  =  mjJL  •  f  =  180-60  =  9000  kern. 
Das  Zapfenmoment  ist  M,  =  m^ti  •  f  =  40  •  60  =  2000  kern. 
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Tl.     Es    soll    eine    Krummachse    berechnet   werden,    welche    bei 
60  Pferdestärken    46  Umdrehungen  in  der  Minute   machen    soll.     Der 


Kurbele. 
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Kuibellialbmesser,  die  in  diesem  Fall  senkrechte  Kropfiing»  ist  gegeben, 
R  =  0,35  m.     Die  Kurbelkraft  P  ist  sonach  nach  Gl.  63 


P  = 


716,2  N_  716,2 '60 


2250  kgm. 


R      n        0,36  •  46 

Die  Kraft  P  liegt  in  der  Mitte  der  beiden  Lagerungen  A  und  B^  deren 

Abstand  0,8  m  ist.    Man  überschlägt  nun  vorläufig  die  Haupfcdimensionen 

der  Achse,    namentlich   um  Anhaltepunkte   für  die  Zapfen   zu  erhalten, 

deren  Längen  zu  berücksichtigen  sind,  um  eine  Acbsenlinie  der  gekröpften 

Welle  zeichnen  zu  können. 

Das  grosste  Bruclmioment  im  Angriffspunkt  der  Kraft  P  ^  2250 

istf  ohne  Rücksicht  auf  die  Drehung, 

„      PI       2250. 0,8        ._^,  ir^AAAi 

ii  =  -r  ^  - — -— ^  =  450  kgm  =  45000  kgcm. 
4  4 

Nach  Band  II  GL  46  ist  sonach  das  Widerstandsmoment 


W  = 


M 


45000 


=  90, 


k,  500 

wonach  sich  der  Dmxshmesser  der  Welle  an  dieser  Stelle  aus 

ZU  d  ~  10  cm  ergeben  würde. 

Wir  haben  in  vorstehender  Figur  die  ideale  Zapfenlänge  von  Mitte 
zu  Mitte  Kurbelarm  zu  20  cm  angenommen. 

Wir  tragen  ab  ^  P  ^  2250  in  der  Richtung  der  ICraft  P  auf 
und  verbinden  b  mit  A  und  B,  ziehen  durch  b  zu  AB  eine  Parallele  bis 
zum  Schnitt  c  der  Auflagerreaktion  A,  dann  ist  Ac  ^  A  -|-  B  ^  P;  zieht 
man  nun  ferner  cO  parallel  zu  Bb,  so  ist  der  Schnitt  0  in  Ab  der 
Polpunkt,  AbB  die  ßiegungsmomentenfläche.  Der  Polabstand  ergiebt 
sich  hier  zu  f  =  20  cm,  das  Biegungsmoment  im  Angrifispunkt  des  Hals- 
Zapfens  bei  P  ist  dann  ab  =  2250  -  20  =  45000  kern. 

Wir  wollen  nun  vorausgehen  lassen,  dass  die  obige  Arbeitsleistung 
YOti  60^_^^nm*  riach  hnks  dui*ch  die  Achse  AC  abgeleitet  werden  soll, 
Ae  rechte  Kurbelachse  findet  daher  in  B  nur  eine  einfache  Lagerung^ 
sie  ist  in  DE  auf  Biegung  Ijeansprucht  und  hat,  weil  iza  B  kein  Wider- 
stand vorhanden  ist.  abgesehen  vom  Zapfe nreibuugs widerstand,  keine 
Torsion  zu  übertragen,  die  Achse  AC  hingegen  ist  auf  Torsion  durch 
das  Moment  PR  zu  berechnen* 

Wir  tragen  darum,  um  das  Torsionsrechteck  für  AC  zu  be- 
Btimmen,  R  von  O  oder  ebensogut  R  senla*echt  auf  ab  an,  überträgt 
mau  ferner  den  PolabstaTid  f  nach  he  und  verlängert  ae  bis  zu  d,  so  ist 
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d  der  Abschloss  des  Torsionsrechteckes.  Es  ist  natürlich  ebensogut  mög- 
lich, wenn  R  klein  ist,  dass  die  Länge  p.  des  Torsionsmomentes  PR 
innerhalb  der  Linie  bc  fallen  kann. 

Die  beiden  Momentenflächen  /\  Ab,  C  und  das  Rechteck  AdC  wer- 
den zu  der  idealen  Biegungsmomentenfläche  A  i  i  C  verbunden«  Das 
Biegungsmoment  der  Achse  BD  in  D  ist  bereits  durch  das  A  ^I^S  8^ 
geben,  Torsion  ist,  wie  vorausgesetzt,  keine  vorhanden. 

Die  Beanspruchung  der  beiden  Eurbelarme  DE  und  CF  ist^  da  die 
Torsion  nur  einseitig  abgegeben  wird,  verschieden.  Auf  der  A  Seite  ist 
der  Torsionswiderstand  vorhanden,  die  Biegungsbeanspruchung  des  Armes 
CF  ist  sonach  bei  C  am  grössten  und  kann  nur  vom  Moment  PR  ab- 
hängen; trägt  mai^  demnach  (jl  nach  Ch,  so  ist  A^^^^  ^^  Biegungs- 
momentenfläche. Die  auf  CF  einwirkende  Verdrehungskraft  ist  A  am 
Hebelarm  AC,  sie  wird  also  durch  das  Moment  Gb^  dargestellt,  man 
überträgt  daher  die  Linien  Cb^  nach  Cm  und  erhält  durch  Fm  das 
Torsionsrechteck,  welches  mit  dem  A  ^^^  zusammengesetzt,  die  ideale 
Biegungsfläche  CssF  giebt,  nach  welcher  der  Kurbelarm  zu  rechnen  ist 

Denkt  man  sich  die  Schubstange  in  EF  angreifend  und  für  einen 
Augenblick  fest  mit  dem  Halszapfen  verbunden,  hingegen  B  sich  drehend 
oder  besser  durch  den  Lagergegendruck  auf  die  sich  in  B  frei  bewegende 
Achse  DB  einwirken,  so  sucht  die  Lagerkraft  B  den  Kurbelarm  DE  bei 
E  als  grösstes  Moment  abzubrechen;  wir  haben  also  nur  nötig  den  Winkel 
a  für  die  Kraft  B,  um  denselben  Polwinkel  bei  0  einzuhalten,  an  D  an- 
zutragen. Das  Biegungsdreieck  DEn  mit  En  als  grösste  Momenten- 
ordinate entspricht  dann  dem  Kurbelarm  DE.  Die  Torsionskraft  ist 
wieder  B  am  Halbmesser  DB,  sonach  ftir  den  Winkel  a  stellt  im  A^^gB 
die  Ordinate  Dg,  die  wir  nach  Dp  übertragen,  die  Seite  des  Torsions- 
rechteckes pE  dar,  welche  den  Kurbelarm  DE  verdreht,  beide  liefern  das 
ideale  Biegungsmoment  für  DE,  nämlich  die  Fläche  DttE. 

Die  Biegungsfläche  für  den  Halszapfen  EF  endlich  ist,  wie  uns  schon 
bekannt,  Cb^bgD.  Der  Torsion  entspricht  die  Reaktion  in  B  am  Hebel- 
arm R.  Wir  tragen  hiemach  dem  Polabstand  f,  bezw.  dem  Polwinkel  a 
entsprechend,  R  von  B  aus  auf  und  erhalten  die  dem  Moment  B«R 
entsprechende  Länge  ii^,  da  in  imserem  Beispiel  Aa  =  aB,  so  wird  in 

unserem  Falle  |ij  =  -^. 

Das  ideale  Moment  aa,  =M,  für  den  Halszapfen  ergiebt  sich  aus 
der  Zeichnung 

Mi  =  aa,  .  f  =  2700  •  20  =  54000  kcm. 
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es  wird  um  9000  kern  grösser  als  das  oben  berechnete.  In  der  Aus- 
fuhrung wäre  es  geboten,  den  Halsschenkel  EF  doch  etwas  grösser  als 
20  cm  anzuordnen. 

Der  Durchmesser  des  Halszapfens  ergiebt  sich  aus*) 


i^innA       1,    ^^'    ^       1/64000.32         .^. 
64000  =  k,  -  32",  d  =  K      ^,^00      =  10,3  cm, 

die  Länge  des  Halszapfens  20,6  cm,    hierzu   kommen  noch  die  beider- 
seitigen halben  Stärken  des  Eiu'belarmes  an  dieser  Stelle. 

Das  Moment  Ci  fiir  die  Achse  CA  wird  aus  der  Zeichnung  ent- 
nonmien 

M.  =  3400  .  20  =  68000  kgcm. 
Das  grösste  Biegungsmoment  für  DB  ist 

M,  =  Dg  =  1700  .  20  =  34000  kgcm. 
Der  Kurbelarm  CF  ist  in  C  mit  dem  Moment  beansprucht 

M,  =  Cs  =  4160  .  20  =  83000  kgcm. 
In  F  wirken  noch  in  Richtung  der  Achse  EF 

M,  =  Fs  =  1100  .  20  =  22000  kgcm. 
Der  Eurbelarm  DE  wird  in  D  nach  dem  Moment 
M,  =  D  t  =  1050  .  20  =  2 1 000  kgcm, 
in  E  nach  dem  Moment 

Mi  =  Et  =  2390 .  20  =  47  800  kgcm 
zu  berechnen  sein. 

VII.  Die  Berechnung  der  gekröpften  Kurbel  in  Fig.  478  schliesst 
sich  der  soeben  besprochenen  unmittelbar  an. 

Hier  sollen  P  =  2250  kg  durch  den  Kurbelhalbmesser  R  =  32  cm 
nach  beiden  Seiten  gleichmässig  übertragen  werden.  Die  Schenkel  Aa 
und  Ba  sind  hier  ungleich  gross.  Wir  tragen  zunächst  mit  einem  be- 
hebigen Pol  0  die  Kraft  P  auf  und  konstruieren  das  Seilpolygon  A^I  IIB, , 
dessen  grösstes  Moment  unterhalb  P  wir  nach  ab  übertragen;  der  Pol 
Ol  entspricht  hiemach  einer  in  der  Achse  AB  hegenden  SchlussUnie  und 
AbB  ist  die  Biegungsmomenteniiäche. 

Die  Gesamtkraft  ist  60  ^j^  bei  60  Umdrehungen,  denn  nach 

N  'SO 

—  71620  =  M  ist  2260  •  32  =  ^~  71620  ~  72000  kgcm; 
n  50 


*)  Vergl.  Band  II  S.  851 ;  Fig.  286.  In  der  dortigen  Rechnung  ist  versehent- 
lich das  Biegungsmoment  im  Auflager  B  mit  12  cm  statt  nach  dem  in  der  Figur  an- 
gegebeneo  Hebelarm  von  20  cm  Länge  berechnet.     Das  Biegungsmoment  ist  daher 

Mb  =  1640  .  20  =  32800  kgcm, 
oder  es  ist  in  Fig.  286  der  Hebelarm  für  die  Kraft  1640  in  12  cm  zu  verändern. 
Hteht,  MMbuilk.    m.  68 
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nach  beiden  Seiten  werden  N  =  25  .^T  abgegeben.  Wir  tragen  nun 
R'=  32  an  Oj  in  f  an  und  finden  durch  Verlängerung  der  punktierten 
Seilkräfte  [jl,  welche  Länge  wir  als  Seite  des  Torsionsrechteckes  zur  Hälfte 


f -j:^~i:f-^z^^l^ 


i  : 


Cc  =  Dd  =  ^[jL  abtragen.  Diese  Torsionsrechtecke  Ac  und  Bd  kom- 
binieren wir  mit  den  betr.  Biegungsmomentenflächen  /\  ACc^  undBDd^ 
zu  den  idealen  Momentenflächen  AiC  und  DiB. 

Die  beiden  Kurbelarme  CF  und  DE  finden  in  A  und  B  jeder  einen 
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Widerstand,   da   die   Kraft  nach   beiden   Seiten   übertragen   wird,   ihre 

p 
grössten  Momente  sind  sonach  —  R  für  jeden  Arm;  diesem  Moment  ent- 
sprechen die  Längen  ^  [jl,  welche  von  C  und  D  aus  nach  beiden  Seiten 
in  die  Achsen  geklappt  werden.  Das  Biegungsdreieck  für  CF  ist  dann 
CFh,  das  des  anderen  Armes  DEn.  Die  Torsionsrechtecke  für  beide 
Arme  entsprechen  den  Momenten 

A  TC  und  B  Bö; 
wir  erhalten  sie,  wie  in  der  vorigen  Figur,  wenn  wir  die  Momente  Cc^ 
imd  Dd^  nach  m  bezw.  nach  m^  übertragen.  Das  ideale  Biegungsmoment 
des  linken  Kurbelarmes  CF  setzt  sich  aus  dem  ^  CFh  und  dem  Recht- 
eck mF  zu  der  Fläche  CssF  zusammen,  das  des  rechten  Armes  aus 
dem  ^DnE  und  dem  Rechteck  m^E  zu  DttE.  Das  grösste  Biegungs- 
moment für  den  Halszapfen  EF  ist  ab,  das  Torsionsmoment  erhalten 
wir,  wenn  wir  R  von  0^  an  auftragen  und  den  Seilstrahl,  welcher  der 
Reaktion  B  entspricht,  verlängern,  das  Moment  [l^  ist  dann  |ij  =  B  •  R. 
Das  Torsionsmoment  auf  der  andern  Seite  A  •  R  ist  kleiner,  wir  verwenden 
daher  das  Rechteck  CpD  und  kombinieren  dasselbe  mit  der  Biegungsfläche 
CcibdjD  zu  der  idealen  Biegungsfläche,  deren  grösste  Ordinate  aaj  ist. 

Obgleich  sich  die  gesamte  Kraftübertragung  dieser  Ejiimmachse  von 
der  in  Fig.  477  nicht  viel  unterscheidet,  so  werden  aber  doch  die  Di- 
mensionen der  Achse  selbst  schwächer,  da  sich  die  gesamte  Kraft  nach 
beiden  Seiten  verzweigt. 

Das  grösste  Moment  des  Halszapfens  ist  für  f  =  25 
M,  =  aai  .  f  =  2000  •  26  =  50000  kgcm. 
Das  Moment  in  C  für  die  Achse  AC  ist 

Mi  =  Ci .  f  =  1590  .  26  =  39760  kgcm. 
Das  für  die  rechte  Achse  DB  ist  in  D  etwas  kleiner 

Mi  =  1480  .  25  =  37000  kgcm. 
Der  Kurbelarm  CF  ist  beansprucht  in  C  mit 

M,  =  Cs .  f  =  1700 .  26  =  42600  kgcm, 
in  F  mit 

M|  =  Fs  •  25  =  700 .  25  =  17500  kgcm. 

Dieselbe  Beanspruchung  erfährt  der  rechte  Kurbelarm  BE  in  E 
und  in  D. 

Bedeutend  stärkere  Dimensionen  müssen  die  linke  Achse  AC  und 
der  linke  Arm  in  Fig.  477  erhalten  als  die  gleichen  Elemente  in  der 
eben    berechneten    Krummachse.     Von   den    Lagerungen  A  und  B  aus 

63* 
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können  die  Wellen  nach  beiden  Seiten  auf  Torsion  nach  dem  Moment 

Mt  =  Ai .  f  =  800 .  25  =  20000  kgcm 
berechnet  werden. 

Bei  Anwendung  von  Schmiedeeisen  sind  die  Wellendurchmesser  (ygl. 
Band  H  S.  67) 

d  =  0,289  y  20000  =  7,8  cm. 


^ — > 


s 


Till.  Wir  haben  uns  in  Fig.  479  eine  Stimkurbel  mit  unter  einem 
Winkel  stehende  Eurbelarm  zur  Berechnung  vorgelegt,  welche  in  der 
Eurbelachse  zwischen  den  Lagern  A  und  B  noch  einer  Biegnngskraft 
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Pj=  166  ausgesetzt  ist;  von  da  soll  auch  die  durch  die  E[raft  P  =  160 
im  Eurbelzapfen  eingefuhrtei  Torsion  übertragen  werden. 

Der  Kurbelhalbmesser  ist  R  =  29  cm.   Das  Moment  in  der  Achse  ist 
M  =  29  .  150  =  4350  kgcm. 
Die  Biemscheibe  N  hat  0,8  m  Halbmesser,  sonach  ist  auf  der  einen  Seite 
der  Biemzug 

-8Ö-  =  ß5kg, 

auf  der  anderen  Seite  bringen  wir  ihn  wegen  der  Reibimg  doppelt  in 
Anrechnung'*'),  daher  ist  die  Zugkraft  in  der  Biemscheibe 

Pj  ==  3  .  55  =  165  kg. 

Wir  tragen  die  Richtungen  und  Grössen  von  P  und  Pj  auf,  wäh- 
len im  Abstand  f  den  Polpunkt  0  und  konstruieren  das  punktiert 
eingezeichnete  Seilpolygon  0  1 11 III,  bezw.  A^Bi;  wir  übertragen  das- 
selbe weiter  in  die  Achse  AC,  indem  wir  die  Momente  m^  und  m,  in 
B  und  F  abtragen,  die  an  die  Achse  Aa  sich  anschliessende  Biegungs- 
momentenfläche  ist  dann  Aeda.  Das  Moment  des  Zapfens  in  D  wird 
dargestellt  durch  die  Ordinate  gh  im  A  g^^* 

Die  Ordinate  des  Torsionsrechteckes  auf  der  Eurbelachse  CF  erhal- 
ten wir  durch  Auftragen  von  R  in  die  Polabstandslinie,  es  wird  dann  |Ji 
proportional  dem  Polabstand,  das  Rechteck  FcC  wird  mit  einem  Teil  der 
obigen  Momentenfläche,  mit  FdC  nach  Gl.  62  zusanmiengesetzt;  es  re- 
sultiert die  ideale  Biegungsfläche  FiiiC,  während  das  Achsenelement  AF 
nach  dem  Biegungsdreieck  AeF,  bezw.  in  F  nach  der  Ordinate  Fi  zu 
berechnen  wäre.  Der  Zapfendruck  A  ergiebt  sich  aus  dem  Kräfteplan 
zwischen  den  Seilstrahlen  o  und  UI. 

Übertragen  wir  den  Winkel  a  nach  k  als  Scheitel,  so  erhalten  wir 
das  Biegungsdreieck  für  den  Kurbelarm  CD;  das  Torsionsmoment  ist 
P-DE,  wir  übertragen  DE  durch  einen  Kreisbogen  in  den  Kurbelarm, 
ziehen  senkrecht  bis  zum  Schnitt  x  und  durch  x  eine  Parallele  zu  DC. 

Beide  Momentenflächen  hefem  die  ideale  Momentenfläche  CDss  zur 
Berechnung  des  Eurbelarmes. 

Die  Momente,  welche  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  entnimmt  man 
aus  der  Zeichnimg  und  multipliziert  sie  mit  dem  Polabstand  f :  ftir  die 
Achse  AC 

in  F  ist  M,  =  Fi.f;  in  B,  M,  =  Bi.f;  in  C,  Ci-f  für  den  Kurbelarm, 
in  C,  Csf;  in  D,  Ds-f 


Vergl.  Band  U,  Gl.  114  6.  217. 
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IX.    Die  folgenden  Fig.  480  bis  482  stellen  die  graphische  Kon- 
struktion einer  Gegenkurbel  (Kontrekurbel)  dar. 


Fig.  480,  4SI  und  482. 


>,' 


A  und  B   sind   die   beiden  Autlager,    das  vorläufig  angenommene 
Achsenkreuz  ist  Ahgfed.   Die  Kraft  im  Halsschenkel  gf  ist  P,  ==  300kg, 


Ktirbcla» 
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Ak  in  den»  Gegenkiirbelzapfen  ist  P,  =  100  kg,  wm  die  ungünstigste 
Stelltint:  zu  erzielen,  nehmen  mr  beide  entgegengesetzt  wirkend  an*  Pj 
nach  unten»  Pj   nach  oben* 

Wir  wälilen  in  Fig.  481  einen  Polptinkt  0.  tragen  von  a,  Pj  nach 
oben^  1\,  nach  unten  auf,  und  errichtL-n  in  a  den  Pol  abstand  f  senkrecht 
auf  P,  UJid  F*2.  Das  Seilpolygon  1 II  III,  welches  die  Achse  in  c,  Fig*  480» 
schneidet  —  in  c  ist  dus  Moment  Null  ^  \nrd  nach  unten  geklajipt, 
BO  dass  Bh:==Bbj.  Der  Zapfen  de  fiir  die  Gegenkurbel  wird  nach  dem 
unter  demselben  liegenden  Momentendreieck,  und  zwai'  nach  dem  Mo- 
ment^ welches  sich  aus  der  grössten  Ordinate  desselben,  unter  e  ergiebt, 
berechnet:  es  ist  in  der  Figur  nicht  näher  bezeichnet»  Die  Kiegungs- 
momenten flache  für  den  Halszapfen  gf  besteht  aus  zwei  Trapezen,  die 
grösste  Ordinate  ist  xy*  Die  Verdrehung  dieses  Zapfens  erfolgt  durch 
die  Kraft  P,  am  Hebelarm  R  —  r  =  f  *  Dieser  Wert  wird  von  dei-  Senk- 
rechten dui'ch  d  in  die  Achse  übertragen,  und  erhält  man  das  Dreh- 
moment fJLi;  dasselbe  Resultat  wird  man  erluUten,  wenn  man  p  von  O 
aus  in  den  Polabstand  antragt.  Die  Zusammensetzung  beider  Momenten- 
flächen ergiebt  die  ideale,  deren  Abschluss  ijiiii  ist.   Nach  dem  Moment 

M,  =  ^^  ^  f  =  1 12  '  30  =  3360  kgcm 

wird  man  rl^n  Zapfen  gf  berechten.    Das  Moment  tür  den  Zapfen  in  e  ist 

M,  =  22  .  f  =  22  .  30  =  660  kgcm. 

Die  Achse  ABh  ist  auf  Biegung  und  Torsion  beansprucht  Die 
BiegmigsflUche  ist  uns  bereits  bekannt,  sie  ist  mit  drei  Buchstaben  be- 
zeichnet .-Ib,  h,  auf  die  Seilzüge  UI,  bezw.  lU  kommen  \^ir  gleich 
zurück.  — 

Ehe  wir  die  Toi*sionsrechtecke  feststellen,  wollen  wir  die  noch  fehlen- 
den Kräfte  im  Kräftepolygon,  Fig.  481,  bestimmen*  Verbinden  wir,  Fig.  480^ 
b  mit  A  und  übertragen  HI  parallel  durch  0,  so  schneidet  IIL  Fig,  48L 
in  der  hier  verlängerten  Kräftelmie  die  Kraft  A  ab,  weil  ()a  parallel  der 
Achse ^  die  horizontale  Scldusslinie  ist  P^  wbkt  nach  unten,  Pj  nach 
(il>en;  um  das  Gleichgewicht  herzustellen,  müssen  A  nach  unten  und  die 
Kraft  in  B,  das  Auflager,  nach  oben  wirken;  IIIj  ist,  me  schon  gesagt, 
dcT  nach  unten  geklappten   Seillinie  III  gleich. 

Die  Toi^ion  in  der  Arhse  Ab  können  wir  hier  auch  nur  indirekt 
durch  die  Gegenkraft  im  Auflager  B  bestimmen.  Denken  wir  uns  die 
Schubstange  im  Zapfen  gf  für  einen  Augenbhck  fest  verbundeut  so  wirkt 
die  Kraft  im  AuHager  B  am  Hebelarm  H  entgegen,  es  dreht  aber  die 
Kraft  Pj  am  freien  Zapfenende  ed,  und  zwar  am  Hebelarm  r.  Das  Mo- 
ment BR  finden  wir  proportional  dem  gewählten  Polabstand,  indem  wir 
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in  Fig.  481  am  Endpunkt  von  P^  den  Polabstand  parallel  Ah  abtragen, 
und  den  neuen  Polpunkt  0^  mit  o  verbinden;  die  Seilkraft  IV  wird  dann 
von  X  parallel  in  die  Hauptfigur  übertragen.  Schneidet  man  von  x  in 
der  Achse  R  ab,  so  ist  [l  das  fragliche  Moment,  dasselbe  können  wir 
natürUch  auch  aus  Fig.  481  bestimmen,  wenn  wir  R  von  0,  aus  abtragen, 
da  der  <  ß  in  beiden  Dreiecken  derselbe  ist.  Das  Gegenmoment  P^r 
ergiebt  sich  durch  den  Winkel  a,  indem  wir  r  unterhalb  d  in  der  Achse 
abtragen  und  die  Ordinate  (Xq,  das  Moment  P^r  aus  dem  Biegungsdrei- 
eck in  Fig.  380  entnehmen,  das  in  Rechnung  zu  ziehende  Moment  ist 
dann  |i  —  [Lq,  dieses  wird  mit  A  bj  h  zu  der  idealen  Momentenfläche 
Aiiih  verbunden. 

Der  freie  Kurbelarm  ef  wird  durch  die  Kraft  Pj  am  Hebelarm  e^f 
bei  f  abgebrochen,  durch  das  Moment  Pj  an  s  =  e^  d  gedreht.  Das  letz- 
tere Verdrehungsmoment  fx^  konstruieren  wir  dm-ch  Abtragen  von  s  im 
Winkel  a,  die  Bieguiigsfläche  dadurch,  dass  wir  den  Winkel  a  von  Cj 
aus  an  e^  f  antragen,  beide  liefern  die  ideale  Biegungsfläche  f  i,  if  e. 

Der  Hauptkurbelarm  hg  ist  wieder  doppelt  beansprucht,  er  wird 
vor-  und  rückwärts  gebogen,  und  vor-  und  rückwärts  verdreht.  Durch 
die  Kraft  P,  wird  dieser  Kurbelarm  direkt  vorwärts  gebogen,  das  zuge- 
hörige Biegungsdreieck,  bezw.  hier  Trapez,  finden  wir  durch  Abtragung 
des  Winkels  ß  an  hgj  im  Punkt  gj,  die  grösste  Momentenordinate  ist 
hhj.  Die  entgegengesetzt,  rückwärts  biegende  Kraft  ist  wieder  P^  an  zh. 
Wir  errichten  dz  senkrecht  auf  hg  imd  tragen  in  z  den  Winkel  a  an,  und 
übertragen  zd  durch  Kreisbogen  nach  zw,  dann  ist  ww  der  theoretische 
Absctiluss,  die  theoretische  Biegungsmomentenorjdinate,  die  in  Betracht 
kommende  ist  hw^. 

Die  beiden  Biegungsmomentendreiecke  hh^gi  und  hw^z  werden  von- 
einander abgezogen,  die  Differenz  stellt  das  Agi''^'^  ^^>  welches  mit 
dem  noch  zu  suchenden  Torsionsrechteck  kombiniert  wird. 

Die  Konstruktion  der  Differenz  hgjk  haben  mr  in  Fig.  482  aus- 
geftihrt.  Man  trägt  die  beiden  Dreiecke  h  g^  h^  und  h  w,  z  anein- 
ander, und  verwandelt  das  eine,  hier  kleinere,  hzw^  in  eines  mit  der 
Höhe  hgi,  die  Verwandlung  geschieht  in  derselben  Weise  wie  wir  sie 
S.  301,  Fig.  384,  bei  den  Futtermauem  kennen  gelernt  haben.  Die  ver- 
kürzte Basis  wii'd  dann  nach  hjk  getragen,  indem  jetzt  das  A^'^i'^gi 
gleichen  Inhalt  mit  dem  Dreieck  hzw,  hat.  Das  A^gil^  haben  wir  in 
die  Hauptfigur  übertragen. 

Das  Differenzrechteck  der  Verdrehung  ergiebt  sich  folgendermassen. 
Die  direkte  Vorwärtsverdrehung  findet  diux^h  Pj  an  s^  statt;  wir  schlagen 
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Sj  durch  Kreisbogen  von  gj  aus  in  die  Achse  des  Kurbelarmes,  die  Höhe 
vv  ist  dann  die  Ordinate  des  Vorwflrtstorsionsrechteckes.  Die  Ordinate 
des  entgegendrehenden  Momentes  ist  P^  *  s^  ww.  Konstmiei-en  wir  mit 
ww  und  vv  zwei  Rechtecke  auf  hg,  so  ist  die  Differenz  mit  der  Höbe 
(Ordinate)  pij  das  in  Rechnung  zu  ziehende  Torsionsrechteck,  Das 
letztere  wird  mit  obigem  Dreieck»  hezw.  Trapez  zu  der  ifiealen  Momenten- 
fläche  hijijig  verbunden. 

Das  grösst€  Moment  des  Kurbelarmes  hg  ist 

Ml  =  his  -  f  =  260  -  30  =  7800  kgcm, 
wenn  f  Polabstand,  das  der  Achse  Ah  ist 

M.  =  Bi  •  f  =  220  .  30  =  6600  kgcm. 

X.  Eine  einfache  Wellen kröpfiing  mit  scliiefen  Armen  stellt  die 
Fig.   483  dar.     Gegeben  ist  die  Kraft  P  im  Kurbelzapfen. 

Die  Torsion  soll  nur  nach  links  durch  die  Lagerung  A  übertragen 
werden,  in  B  findet  eine  solche  ohne  Torsions  widerstand  statt.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Welle  aiil'  der  rechten  Seite  nur  auf  Biegung, 
links  nach  A  und  zwischen  A  und  C  auf  Biegung  und  Torsion  bean- 
sprucht ist< 

Wir  zeichnen  zunächst  wieder  die  Achsenlinie  ABCDEF  auf.  in- 
dem wir  vorläufig  entaprechende  Verhältnisse  annehmen.  Dann  tragen 
wir  die  gegebene  Kraft  P  =  ab  an  a  in  Richtung  derselben  an  und  ziehen 
bA  und  bB,  Man  wählt  nun^  Fig.  484,  einen  Pol  0  und  Polabstand 
f,  zieht  I  und  11  parallel  den  Seilkräften  und  findet,  da  f  parallel  der 
Achse  AB,  die  Grössen  der  Auflager  A  und  B  aus  dem  Kräfteplan,  Der 
Stimzapfen  in  B  wird  nach  B  berechnet,  die  Achse  BF  auf  Biegung 
nach  der  unter  BF  liegenden  Momentenfläche,  hier  Biegungsdreieck  m. 
Für  die  Biegung  allein  ist  auf  der  linken  Seite  das  Biegungsdreieck  n 
massgebend.  Um  das  Torsionsrechteck  für  die  Achse  AC  zu  konsti'uieren, 
tragen  wir  wieder  R  in  den  Krätleplan  von  0  aus  an  und  ziehen 
am  Endpunkt  hier  durch  Verlängerung  der  SeiUinien  I  und  II  die  Senk- 
rechte pi.  Das  Toreionsrechteck  und  das  Biegungsdreieck  n  verbinden 
wir  zu  der  idealen  Biegungstiäche  AiiC. 

Die  Biegungsfläche  des  Kurbel-Halszapfens  DE  liegt  unterhalb  und 
bildet  den  mittleren  Teil  der  gesamten  Fläche  AbB;  die  grösste  Ordinate 
iai  ab.  Die  Verdrehung  erfolgt  wieder  indii-ekt  dm'ch  die  Gegenkraft 
B  im  Auflager  B  am  Hebelarm  R.  Man  trägt  den  Hebelarm  R  in 
der  Achse  an  B  an,  der  Winkel  a  ist  dem  entsprechenden  im  Kräfte- 
plan, Fig.  484^  gleich  und  verwendet  die  Ordinate  ptj.  Das  Torsions- 
rechteck  schliesst  dann    mit   gh  ab;    die  ideale  Biegungsfläche  ist  aus 
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beiden   zusammeDgesetzt:   das  Doppeltrapez    aiiiii^.      Die    grösste   Be- 
anspruchung des  rechten  Kurbelarmes  EF  findet  in   E  statt  und  zwar 
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durch  die  Gegenkraft  in  B  am  Hebelarm  cE;  man  verlängert  EF  und 
zieht  bis  c  die  Senkrechte  Bc.  In  c  tragen  wir  wieder  den  Winkel 
a  an  und  erhalten  durch  die  Senkrechten  in  £  und  F  das  Biegungs- 
trapez p.  Das  Verdrehungsmoment  dieses  Armes  ist  {jl,  =B*x,  B  am 
Hebelarm  Bc,  wir  schlagen  Bc  nach  Be  und  errichten  die  Senkrechte 
m,  die  Torsionsordinate  für  EF.  Dieses  Torsionsrechteck  mit  dem  obigen 
Trapez  p  verbunden  im  Sinne  der  Gl.  62,  ergiebt  die  ideale  Biegungs- 
fläche Ei,i,F. 

Der  linke  Kurbelarm  CD  erfahrt  eine  mehrfache  Beanspruchung. 
Zunächst  eine  Vorwärtsbiegung  diuxjh  die  Kraft  P  in  u,  in  der  Verlänge- 
rung von  CD,  wobei  du  senkrecht  auf  Cu,  also  eine  Biegung  durch  P 
am  Hebelarm  uC;  eine  Rückwärtsbiegung  diux^h  die  Gegenkraft  B  am 
Hebelarm  u^C  wirkend  gedacht,  wobei  z  senkrecht  diux^h  B  auf  Cu^. 
Der  gefährliche  Querschnitt  hegt  jedenfalls  in  C. 

Das  Biegungsdreieck  für  die  Vorwärtsbiegung  ergiebt  sich,  indem 
man  Cu  =  Ouj  von  0  aus  aufträgt  und  in  Uj  die  Senkrechte  ss  errichtet, 
Fig.  484,  diese  überträgt  man  nach  Csj  und  verbindet,  um  das  Biegungs- 
dreieck zu  erhalten,  u  mit  s^.  Die  Biegungsfläche,  bezw.  das  Biegungs- 
dreieck für  die  Rückwärtsbiegung  ist  u^  C  s, ;  man  erhält  dasselbe,  wenn 
man  eine  Senkrechte  auf  CD  in  D  bis  w  in  die  Linie  us^  einschneiden 
lässt     Beide  Dreiecke  werden  voneinander  abgezogen 

AuCsi  —  A^iCs,; 
als  DiflFerenzdreieck,  welches  also  für  die  Biegung  des  Kurbelarmes  CD 
massgebend  ist,  kann  man  hier  näherungs weise  das  Dreieck  ws^s,  ver- 
wenden, es  wurde  in  das  rechtwinkelige  CDsq  verwandelt. 

Die  Vorwärtsverdrehung  erfolgt  durch  P  an  y;  man  trägt  sich  y  an 
0  an  und  entnimmt  als  Momentenordinate  (ij.  Die  Ordinate  des  Tor- 
sionsmomentes für  die  Rückwärtsverdrehung  diu'ch  B  an  z  ergiebt  sich, 
indem  man  den  Radius  Buj  =  z  in  die  Achse  schlägt  und  fx^  errichtet, 
beide  Ordinaten,  bezw.  beide  Rechtecke  voneinander  abgezogen,  liefern 
das  massgebende  Torsionsrechteck,  dessen  Ordinate  in  der  Figur  senk- 
recht auf  CD  in  D  auch  mit  fx  bezeichnet  ist. 

Diese  gekröpfte  Welle  wurde  mit  P  =  260  kg  Kurbelkraft  am  Halb- 
messer R  =  29  cm  bei  f  =  24,5  Polabstand  für  eine  Maschine  Nr.  5  ^^f^ 
bei  n  =  50  Umdrehungen  konstruiert. 

Das  grösste  ideale  Moment  im  Zapfen  DE  ist 

Ml  =  aii  .  f  =  290  •  24,5  ~  7100  kgcm. 

Wird  die  Kraft  nach  beiden   Seiten  der  Welle  verteilt,  dann  wird 
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die  Konstruktion  ähnlich  der  in  Fig.  478  ausgeführt,  dann  ist  die  rechte 
Achse  auch  auf  Biegung  und  Drehung  beansprucht 
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XI.  Wenn  auch  die  Berechnung  einer  mehrfach  gekröpften  Achse 
nach  den  im  II.  Band  aufgestellten  Formeln  der  kombinierten  Festigkeit 
keine  Schwierigkeiten  bereitet,  so  ist  der  Gang  der  Rechnung  aber  um- 
ständheb und  bietet  verhältnismässig  wenig  Übersicht;  in  Bezug  auf  die 


Kurbeln. 


465 


letztere  ist  aber  die  graphische  Berechnung  im  Sinne  der  bereits  behan- 
delten Beispiele  bei  weitem  vorzuziehen.  Der  Gang  der  Rechnung,  bezw. 
hier  die  Darstellung  der  Momente,  um  sämtlichen  Stellungen  zu  genügen, 
ist  allerdings  auch  weitläufig,  da  man  genötigt  ist,  mehrere  Zeichnungen 
anzufertigen,  diese  gewähren  aber  eine  viel  bequemere  Einsicht  in  die 
Verteilung  der  Kräfte  und  Momente,  als  durch  das  rechnerische  Verfahren. 

Als  Beispiel*)  haben  wir  eine  Lokomotiventriebachse  mit  doppelter, 
unter  90°  stehender  Kröpfung  für  innen  liegende  Gylinder  gewählt 
Fig.  486  stellt  schematisch  den  Grundriss  und  die  Seitenansicht  des 
Triebwerkes  dar,  die  eine  Kurbel  liegt  horizontal,  sie  ist  von  der  Aussen- 
kraft  Pj  des  Dampfes  aus  dem  Gylinder  G^  horizontal  beansprucht  Die 
Kraft  P  des  andern  Gylinders  G  wirkt  unter  dem  Winkel  a  (s.  Fig.  488). 
Das  Ergebnis  der  Untersuchung  für  diese  Stellung  ist  in  den  folgenden 
Figuren  enthalten,  weil  sie  die  ungünstigste  für  die  Biegungsmomente 
ist;  in  Bezug  auf  die  Drehmomente  kann  dasselbe  bis  zu  1,4  PR  an- 
wachsen, wenn  R  der  Kurbelhalbmesser  ist,  es  findet  dies  bei  einer 
Kurbelstellung  unter  45°  statt '*"*'). 

Der  Halbmesser  des  Triebrades  sei  r,  der  der  Kurbel  R.  In  A  und 
B  sind  die  Lagerungen  der  Achse.  Auf  dieselbe  sind  noch  die  Excenter 
au^ekeilt  zur  Bewegung  der  Verteilungsschieber,  von  der  Einwirkung 
dieser  minimalen  Ejräfte  auf  die  Biegung  der  Krummachse  wollen  wir 
absehen.  In  Betracht  kommen  sonach  nur  P^  und  P  als  Betriebskräfte, 
femer   aber   das   Lokomotivgewicht  Q,    welches  die  Achse  auch  tragen 


♦)  Nach  Beuleaux. 

**)  Nehmen  wir  an,  es  stehen  beide  Eurbehi  unter  dem  beliebigen  Winkel  9.  Die 
auf   dieselben   wirkenden    Dampfkräfte   P 
seien   gleich  gross  und   ihre   Richtungen 
seien  horizontal.     E  sei  die  Gegenkraft  in 
der  Achsenhöhe  des  Triebwerkes,  am  Halb- 
messer   des    Triebrades    r    wirkend.     Im 
Augenblick  der  Fortbewegung  tritt  um  u 
Gleichgewicht  ein,  wenn 
Kr  =  P  [r  +  Rsin  9]  +  P  [r -f  RC0S9] 
oder 

Kr  =  2  Pr  -f  PR  (sin  9  +  cos  9). 
Dieaes  Moment  erhält  seinen  grössten  Wert 
(▼gl.  8. 98  Fig.  92)  für  9  =  45'' ;  denn  es  ist 


d  [sin  9  -|-  cos  9]  

d9 


o, 


wenn  cos  9  —  sin  9  =  0,  oder  wenn  sin  9  =  cos  9  ist;   9  =  45°  eingesetzt,  erhält  man 
PR  (sin  45  -f  cos  45)  =  2  •  i  VT"-  PR  =  1,414  PR. 
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muss;  die  Reaktionen  sind  die  Adhäsionskräfte  zwischen  Triebräder  und 
Schienen,  die  Lagerkräfte,  die  Gegenwirkungen  in  den  Befestigungsstellen 
der  Naben  der  Triebräder. 

In  der,  Fig.  485,  gezeichneten  Stellung  kommen  zunächst  die  Kräfte 
und  Momente  in  der  Vertikalebene  in  Betracht;  die  resultierende 
Momentenfläche  VV  ist  in  Fig.  486  konstruiert  M  sei  die  Schwerpunkts- 
höhe, Q  das  dem  Triebwerk  entsprechende  Gewicht  der  Lokomotive.  Die 
sogenannten  störenden  Bewegungen*)  der  Lokomotive  mögen  eine  im 
Schwerpunkt  angreifende  Horizontalkraft  H  erzeugen,  welche  zu  etwa 
0,4  Q  angenonunen  werden  kann. 

Die  B,e8ultierende  B  aus  Q  und  H  durch  M  liefert  die  senkrechte 
Belastung  der  Achse  in  Grösse  und  Richtimg.  Verbinden  wir  M  mit  A 
und  B,  den  Zapfenlagern,  und  ziehen  durch  m,  dem  Endpunkt  von  R, 
die  Parallelen  ma  und  mb,  so  sind  Pj  und  Pg  die  in  A  und  B  wirken- 
den senkrechten  Teilkräft»  von  R. 

Verbinden  wir  femer  M  mit  den  Berührungspunkten  c  und  d  der 
Schienenköpfe,  so  sind  Q«  und  Qd  die  der  Resultierenden  R  entsprechen- 
den Gegen-Teilkräfte,  diese  wirken  senkrecht  auf  die  Achse  in  den  Rich- 
tungen 1,  6,  5  und  4,  und  zwar  in  den  Punkten  D,  E,  F  und  G  der  Rad- 
naben. 


*)  Durch  die  störenden  Bewegungen  der  Lokomotive,  welche  diese  beim  Durch- 
fahren durch  das  Schienengeleise  erfährt,  entstehen  eine  Reihe  von  Kräften,  deren 
Grössen  sich  theoretisch  mit  Schwierigkeiten  ermitteln  lassen.  Zu  diesen  Bewegungen 
gehören  das  Wanken,  Wogen  und  Nicken,  welche  auch  jedem  Eisenbahnwagen 
eigen  sind.  Das  Wanken  ist  ein  Hin-  und  Hergondeln  auf  den  Federn  um  eine 
Längsachse ;  das  Wogen  ein  Auf-  und  Niederbewegen ;  das  Nicken  ein  Vor-  und  Zuriick- 
neigen  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Querachse.  Sie  sind  von  den  Federn, 
den  Schienenlängen,  von  den  regel-  oder  unregelmässig  aufeinanderfolgenden  Schienen- 
stössen,  vom  Radstand,  von  der  Schwerpunktslage  der  Ladung  u.  a.  abhängig.  Ausser^ 
dem  tritt  in  den  Kurven  eine  schlängelnde  Bewegung  ein  und  wirkt  hier  auch  die 
Schwungkraft  mit,  welche  den  Eisenbahnwagen  nach  dem  höher  gelegenen  Schienen- 
strang drängt  (vgl.  S.  356,  368,  Band  I).  Bei  der  Lokomotive  besonders  kommt  noch 
das  Zucken,  Schlingern  (Schlängem,  Schlankem),  das  Gaukeln  in  Betracht.  Das 
Zucken  ist  eine  Reaktionswirkung  der  hin  und  her  sich  bewegenden  Kolben,  durch 
welche  der  ganze  Bau  zwischen  den  Federn  vor-  und  zurückgezogen  wird.  Das  Schlingern 
ist  ein  Zucken  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  senkrechte  Achse,  gleichsam 
eine  senkrechte  oscillierende  Drehbewegung,  sie  wird  durch  die  sich  (um  90°  gestellten 
Kurbeln)  entgegenwirkende  Dampfkraft  in  den  Kolbenbeweguugen  erzeugt  und  ist  bei 
aussen  liegenden  Cylindern  grösser  als  bei  innen  liegenden.  Das  Gaukeln  kombiniert 
sich  aus  beiden,  und  wird  um  so  grösser,  je  massiger  die  sich  bewegenden  Betriebs- 
elemente, Kolben,  Schubstangen  etc.  sind. 
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Die  Kräfte  in  A  und  B,  2  und  3  wirken  senkrecht  nach  unten, 
ebenso  1  und  4  in  D  und  6,  die  Kräfte  5  und  6  an  den  inneren  Naben- 
wänden wirken  biegend  auf  die  Achse,  und  zwar  nach  oben;  denkt* man 


sich  die  Achse  in  den  Punkten  DABG  nach  unten  festgehalten,  so  üben 
die  Ejräfte  in  E  und  F  nach  oben  einen  Druck  aus.  Man  wählt 
nun  einen  den  sämmtlichen  Momentenflächen  entsprechenden  Polabstand 
f  (hier  nicht  eingetragen),  bezw.  einen  Polpunkt  0.    Die  Kräfte  2  und  3 
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kann  man  unmittelbar  aus  der  Figur  entnehmen,  P^  und  P3,  3,  4,  5,  6 
ergeben  sich  durch  besondere  Parallelogramme  für  Q.  und  Q^,  von  denen 
wir  das  für  Qa  aufgezeichnet  haben.  (Wir  bemerken  hier,  dass  die 
für  den  Pol  0  in  unserer  Zeichnung  verwendeten  Grössen  5,  6,  1 
und  4  wegen  Mangel  an  Raum  verkleinert  wurden;  sonach  sind  in  der 
Zeichnimg  des  Kräftepolygonö  die  Längen  4  und  5  kleiner  als  sie  dem 
besonders  gezeichneten  Parallelogramm  nach  sein  müssten,  da  vnr  kein 
besonderes  Zahlenbeispiel  zu  Grunde  gelegt  haben,  hat  dies  für  den  wei- 
teren Gang  keinen  Einfluss;  die  Kraft  4  in  der  imteren  rechten  Neben- 
figur muss  der  durch  G  punktiert  eingezeichneten  Richtung  Gd  pa- 
rallel hegen.)  Durch  die  Übertragung  der  Polstrahlen  in  die  Kräfte- 
richtungen ergiebt  sich  die  konstruierte  Momentenfläche  V  iür  die  Ver- 
tikalkräfte. 

Die  Momentenfläche  in  der  Horizontalebene  H  ist  in  Fig.  487 
konstruiert.  Die  in  der  Horizontalebene  wirkenden  Kräfte  finden  wir  aus 
der  Nebenfigur  488.  In  dieser  ist  der  Kurbelkreis,  Radius  R  und  ein 
Teil  des  Triebradkreises,  Radius  r,  aufgezeichnet.  Der  Kurbelzapfendruck 
P  ist  etwas  grösser  als  der  Kolbendruck  Pj,  er  wirkt  imter  dem  Winkel 
a.  Das  Moment  des  Kurbelzapfendruckes  nehmen  wir  PjR  an.  Wir  wollen 
ferner  annehmen,  dass  das  rechte  Rad  einen  Widerstand  am  Schienen- 
stoss  findet,  wir  haben  ihn  mit  3  in  Fig.  487  bezeichnet,  derselbe  lässt 
sich  aus  dem  Moment  (3)«r  =  PiR  berechnen,  bezw.  dadurch  kon- 
struieren, dass  man  die  Kraft  Pj  (mit  4  in  Fig.  487  bezeichnet)  in  t 
aufträgt,  X  mit  w  verbindet  und  in  u  eine.  Senkrechte  uz,  der  Kraft  3 
entsprechend,  errichtet.  Die  Kraftrichtung  4  hegt  in  Cj,  die  der  Kraft 
3  zwischen  F  und  G  im  Schienenkopf.  Man  trägt  3  und  4  am  besten 
in  A  an  und  konstruiert  für  den  gleichen  obigen  Polabstand  f  das  Seil- 
polygon 0  I  U  so,  dass  die  gleich  näher  zu  betrachtende  Seillinie  HI 
parallel  der  Achse  AB  hegt.  Um  das  Seilpolygon  zu  konstruieren, 
ist  es  nötig  die  in  Cj  und  zwischen  F  und  G  angreifenden  Kräfte  4 
und  3  auf  die  Auflager  A  und  B  zu  reduzieren.  Man  sucht  zunächst 
die  Mittelkraft  von  3  und  4,  indem  man  die  SeilpolygonUnien  0  und  H 
bis  zum  Schnitt  q  verlängert,  3  +  4  =  ik  aufträgt,  und  k  mit  A  und  B 
verbindet,  eine  Parallele  il  zu  Bk  und  die  Senkrechte  In  auf  ik,  bezw. 
die  Parallele  In  zu  AB  schneidet  in  n  die  Kräfte  1  und  2,  den  Auflagern 
A  und  B  entsprechend,  ab.  1  wirkt  in  A  und  2  in  B.  Die  Momenten- 
fläche H  der  Horizontalkräfte  ist  voll  schraffiert. 

Dieselbe  Fig.  487  kann  man  nun  auch  verwenden,  um  die  Mo- 
mentenfläche  in   der   schiefen,   unter   a   geneigten   Ebene   der 
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Schubstange  zu  konstruieren.  Die  in  dieser  Ebene  wirkende  Kraft  P 
greift  in  C  an;  wir  tragen  sie  in  A  nach  oben  auf  und  konstruieren  mit 
dem  Polpunkt  0^  das  Seilpolygon  1,  2,  so  dass  die  Schlusslinie  wieder 


durch  AB  geht,  dazu  müssen  wir  wieder  P  ==■  6  in  die  beiden  Kräfte  6 
und  7,  in  A  und  B  angreifend,  zerlegen.  Es  geschieht  diese  Zerlegung 
dadurch,  dass  man  p  mit  B  verbindet  und  durch  0^  die  Parallele  f  zu 

Htoht,  MeoluAtk.    ni.  64 
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AB  bis  zum  Schnitt  in  m  zieht,    f  schneidet  dann  auf  5  die  Kräfte  6 

und  7  ab.     Das  zugehörige  Seilpolygon  ABm|  ist  gerändert  schraffiert 

Die  drei  erhaltenen  Momentenflächen  S|  H  und  V  werden  nun  femer 


zu  einer  Biegungsmomentenfläche  vereinigt.  Diese  Kombination 
der  drei  Flächen  im  Sinne  der  Richtungen  ihrer  Kräfte  haben  wir  nach 
der  in  Fig.  401,  Beispiel  XI,  durchgeführten  Konstruktion  vorgenommen, 
und  in  vorstehenden  Figuren  ausgeführt. 


KurbeliL 


471 


Man  vereinigt  zunächst  die  Momente  in  der  Ebene  H  und  S»  linke 
Hilfsfigur  490,  unter  <  a  und  erhalt  eine  Ebene  oT,  welche  mit  der 
Vertikalfläohe  V  den  Winkel  ß  bildet.  Wir  tragen  dann  die  beiden  Flächen 
S  und  H  in  Fig,  489  auf  und  kombinieren  sie  unter  <  a  wie  in  Fig.  401 
zu  der  Fläche»  welche  mit  S -j- H  bezeichnet  ist  Diese  übertragen  wir 
in  die  Fig,  492,  zeichnen  in  dieselbe  gleichzeitig  die  Fläche  V  aus 
Fig.  486  ein  und  kombinieren  beide  unter  Z  ß  zu  der  endgiltigen  in 
Rechnung  zu  fuhrenden  Biegungsfläche  B. 

Man  kann  aber  auch  die  Resultierenden  der  Momentenordtnaten  fiir 
jede  Abscisse  der  Achse  nach  dem  Kräftepolygon  finden.  Wir  haben  in 
der  rechten  Hilfefigur  491  das  resultierende  Moment  fiir  die  Abscisse  des 
Angriffspunktes  C  gesucht  Aus  den  Fig.  486  und  487  entnimmt  man 
die  betreffenden  Ordinaten.  v  senkrecht,  rechtwinkelig  hierzu  h  und  unter 
<^  a  anschliessend  s  =  Cm,  diese  liefern  zu  einem  Polygon  vereijiigt  die 
resultierende  Biegungsmoraentenordinate  r  ^  Cc,  Fig.  491.  Verfährt  man 
fiir  die  hauptsächlichsten  Abscissen  in  gleicher  Weise,  so  erhält  man  die- 
selbe Biegungsfläche  AUB,  Fig.  492. 

Diese  genügt  aber  zur  Berechnung  der  Achse  DG,  Fig.  486, 
etc.  noch  nicht,  sondern  die  Biegungsmomeutentiäche  B  muss  noch  nach 
den  Gleichungen  62  mit  den  Drehmomentenflächen  zusammengesetzt 
werden;  es  ist  dies  in  Fig.  493  geschehen.  In  diese  Figur  haben  wir 
zunächst  wieder  unterhalb  der  Achse  DABG  die  Momentenfläche  B  aus 
Fig.  492  iibeitragen,  oberhalb  sind  die  Torsionsrechtecke  t^  t,  t,  einge- 
zeichnet und  diese  sind  mit  B  zu  der  endgiltigen  idealen  Biegungsfläche 
DUG  vereinigt.  Die  Ordinalen  derselben  multipliziert  mit  dem  Polabstand 
f  ergeben  die  Momente  zur  Berechnung  der  Achse  DG;  auf  die  Kurbel- 
arme und  die  Halszapfen  kommen  wir  gleich  zurück. 

Bei  der  in  Fig.  485  angenommenen  Stellung  liefert  nur  die  Danipf- 
kraft  in  C  ein  Drehmoment  von  der  Grösse  PIt  In  der  Stellung  der 
Kurbel  um  45''  kann  das  Drehmoment  in  der  Achse  bis  zu  1.414  PK 
anwachsen.  Da  die  Drehmomente  in  den  Radnaben  DE  und  FG  ihren 
Widei'stand  finden,  so  nehmen  ^^^r,  um  beiden  Stellungen  zu  genügen, 
das  Drehmoment  PR  für  den  mittleren  Teil  CC|  der  Achse,  1,4  PR  fiir 
die  äusseren  Achsenteile  C  D  und  C|  G  an.  Wir  tragen  in  einer  be- 
soudei^n  Figur,  welche  wir  in  Fig.  493  mit  eingezeichnet  haben,  für  den 
gewiihllen  Polabstand  f  die  Kraft  P  auf^  und  konstruieren  für  R  das 
Drehmoment  PR  =  jx.  Die  di'ei  Torsionsrechtecke  t^  t,  t^,  tj  und  t,  fiir 
1,4  |i   aufgezeichnet   mit  der  jeweiligen   Momentenfläcbe  B  verbundeui 
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liefern  dann  die  in  Rechnung  zu  ziehende  ideale  Biegungsfläche 
DÜG. 


V/4^//////A 


^^yW//Ay/A\3 


%m^ j^ 


i — -\- 
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In  den  folgenden  Figuren  haben  wir  die  idealen  Biegnngs- 
momente  der  Kurbelarme  und  des  Halszapfens  auf  der  linken 
Seite  für  den  Cylinder  C  graphostatisch  entwickelt 

Man  trägt  zunächst  wieder  die  Achse  ABC  .  . .  auf  und  berück- 
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sichtigt  besonders  die  Kurbelkröpfuiig  R  und  die  Zapfenlänge  ST. 
Der  Zapfen  ST  ist  zunächst  auf  Biegung  beansprucht,  die  betreffenden 
Momentenordinaten  zrz^  werden  aus  der  Biegungsmomentenfläch,  Fig.  493 
bezw.  492,  an  ST  abgetragen.  Die  Momentenfläche  ist  gerändert 
schraffiert. 

Die  links  von  U  wirkenden  Kräfte,  bezw.  deren  Resultante  suchen 
in  DU  angreifend,  den  Zapfenhals  ST  zu  verdrehen.  Wir  suchen  deren 
Resultante   und  das  derselben   entsprechende  Moment  (i^  auf  den  Pol- 


rig.  494. 


Flg.  495. 


Fig.  496. 
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abstand  f  und  dem  Kurbelhalbmesser  R  bezogen.  Die  Vertikalkräfte  aus 
Fig.  487  sind  1,  2  und  6,  ihre  Resultante  ist  I  =  (6)  —  [(1)  +  (2)],  wir 
nehmen  sie  aus  dem  Kräftepolygon  jener  Figur  und  tragen  sie  am 
besten  in  einer  besonderen  Figur  (Hilfsfigur  links  neben  Fig.  494)  auf. 
links  von  C  ist  nur  eine  Horizontalkraft  in  A,  Fig.  487,  vorhanden; 
ihre  Grösse  H  tragen  wir  an  I,  sie  wirkt  rückwärts  gerichtet  Femer  ist 
auch  nur  eine  Kraft  6  imter  Z  a  nach  rückwärts  gerichtet,  vorhanden, 
wir  haben  sie  als  HI  übertragen.  Die  Schlusslinie  IV  bildet,  wie  schon 
angedeutet,  mit  R  für  den  Polabstand  f  und  dem  Polwinkel  der  Kraft 
P  entsprechend,  das  Drehmoment  (i^,  Fig.  496;  das  zugehörige  Torsions- 
rechteck ist  in  der  Hauptfigur  voll  schraffiert,  mit  der  Biegungsfläche 
zusammengesetzt  resultiert  die  ideale  Momentenfläche  mit  c^  i  be- 
zeichnet 

Die  ideale  Momentenfläche  des  Kurbelarmes  US  setzt  sich 
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wieder  aus  dem  Biegungs-  und  Drehmoment  zusammen«  Zunächst  kon* 
struieren  wir  fiir  die  beiden  Kurbelarme  die  Resultante  der  wirkenden 
Momente  aus  den  Momentenordinaten.  Die  letzteren  v^h^Sj  und  T^h^s, 
entnehmen  wir  aus  den  Fig.  486  und  487;  sie  sind  in  den  rediten 
Figuren  496  aufgezeichnet  und  es  sind  die  Resultierenden  mit  r^  und  r, 
bezeichnet  Jede  dieser  zerlegen  wir  in  eine  vertikale  n^ni  und  in  eine 
horizontale  Komponente  m^m^.  Die  untere  der  Fig.  496  entspricht  dem 
Arm  US.  Die  Horizontalkomponente  m^  des  resultierenden  Momentes  r^ 
verdreht  den  Ann  üS,  wir  tragen  m^  an  S  an,  Fig.  494,  und  erhalten 
das  voll  schraffierte  Torsionsrechteck.  Die  Yertikalkomponente  n^  er- 
zeugt eine  Biegung  des  Armes  US  in  der  Ebene  der  Zeichnung,  ausser- 
dem biegt  die  Kraft  IV,  in  U  angreifend,  den  Arm  senkrecht  zur  Bildfläche. 
Wir  tragen  somit  n^  in  S  an  und  gewinnen  durch  Projektion  den  Punkt 
Uj,  femer  an  n^  die  Länge  (i^  aus  Fig.  495,  die  Diagonale  aus  n^  und 
Uj  +  [Xj,  UjW  tragen  wir  nach  Sw^;  dann  ist  Sw^Ujü  die  Biegungs- 
fläche, welche  mit  dem  obigen  Torsionsrechteck  zu  der  Idealfläche  USi^ 
verbunden  wird. 

Die  Verdrehungsfläche  des  Kurbelarmes  VT  hefert  uns  wieder  die 
Horizontalkomponente  m,.  Die  Vertikalkomponente  erzeugt  eine  Biegung 
in  der  Zeichenebene,  m,  und  n,  aus  der  oberen  Fig.  496  werden  an  VT 
angetragen;  femer  biegt  die  in  ST  angreifende  Kraft  P  senkrecht  zur 
Zeichenfläche,  ihr  zugehöriges  Moment  (ij  entnehmen  wir  aus  Fig.  495,  in 
welcher  es  auf  den  Polabstand  f  reduziert  wurde,  imd  tragen  es  an  n,  in 
der  Achse  VCj  an.  Wir  ziehen  femer  die  Diagonale  u,w  imd  tragen  sie 
nach  Vwj,  dann  ist  TVw,  u,  die  Biegungsfläche,  welche  mit  der  voll 
schraffierten  Torsionsfläche  zu  VTo,,  der  in  Rechnimg  zu  ziehenden 
Idealfläche  vereinigt  wird. 

Die  letzten  Fig.  497  bis  502  dienen  zur  graphischen  Darstellung  der 
idealen  Biegungsmomentenflächen  der  rechten  Kurbel  WXyz. 
Wir  tragen  die  Achsenlinie  der  Kurbel  in  derselben  Weise  wie  in  »der 
vorigen  Figur  auf.  Die  Biegungsordinaten  Zj  Zg  der  Hilfsfigur  501  ftir  den 
Halszapfen  yz  entnehmen  wir  aus  der  Biegungsfläche  B,  Fig.  493.  Die 
nach  der  rechten  Seite  des  Cylinders  Cj  hegenden  Kiüfl»  wirken  ver- 
drehend, weil  bei  der  Bewegung  das  rechte  Triebrad  (wie  auch  auf  der 
Unken  Seite)  an  den  Schienen  einen  Widerstand  findet.  Als  resultierende 
Vertikalkraft  wirkt  hier  aus  Fig.  486  die  in  Fig.  500  mit  V  bezeichnete 
Kraft  [(5)  —  (3)  +  (4)]  (die  Zahl  V  rechts  neben  VI  in  der  klemen  Verti- 
kalen ist  zu  ergänzen);  im  horizontalen  Sinne  rückwärts  wirkt  die  Kraft 
VI  =  (2)  —  (3)  aus  dem  Kräftepolygon  Fig.  487 ;    im  gleichen  Sinne 
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rückwärts  schief  unter  <  a  wirkt  die  Kraft  (7)  mit  VII  in  Fig.  500  be- 
zeichnet aus  Fig.  487  dem  Kräftepolygon  zu  der  Fläche  S.  Die  Schluss- 
linie dieses  Polygones  ist  VIII,  ihre  Vertikalkomponente  p  der  verdrehend 
wirkenden  Kräfte  rechts  von  C^  greift  in  X  an  (der  Buchstabe  p  in 
Fig.  600  ist  zwischen  den  Pfeilen  zu  ergänzen). 

Es  kann  hier  nur  die  Vertikalkomponente  in  Betracht  gezogen  wer- 
den, weil  die  Stellung  der  Kurbel  bei  C^,  wie  aus  Fig.  485  ersichtlich, 
eine  horizontale  ist.  Das  der  Kraft  p  entsprechende  Moment  finden  wir 
aus  Fig.  502,  es  ist  qq. 


Fl«.  497. 


498,  499. 


Fig.  500. 
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Ausser  diesen  wirkt  aber  noch  das  mittlere  Moment  entgegengesetzt 
verdrehend,  (i  Fig.  493;  die  Differenz  beider  qq^  =  pig  tragen  wir  in  der 
Hauptfigur  an  yz  an,  Fig.  501.  Beide  Momentenflächen  vereinigt,  erhält 
man  die  ideale  Biegungsfläche  yzi^  für  den  Zapfen  yz. 

Der  Kurbelarm  Wz  ist  auf  Verdrehimg  beansprucht  durch  die 
Vertikalkomponente  n,.  Man  erhalt  diese,  ebenso  wie  die  noch  benötigten 
ms,  m^,  n^  aus  den  Fig.  498  und  499,  die  in  derselben  Weise  wie  die 
der  linken  Kurbel  aus  den  Fig.  486  und  487  konstruiert  werden.  Auf 
Biegung  ist  Wz  im  vertikalen  Sinne  beansprucht  durch  das  Moment  [jl, 
Fig.  502,  welches  wir  in  z  antragen,  femer  in  derselben  Weise  durch 
die  Vertikalkomponente  p.  An  (i  schliesst  sich  noch  die  Horizontal- 
komponente m,  aus  Fig.  498  an.  Die  Zusanmiensetzung  dieser  Biegungs- 
momente findet  sich  durch  eine  besondere  Fig.  497.  Man  bildet 
die  Diagonale  von  p  und  (i  bezw.  Vp*  +  fi*,    trägt    rechtwinkelig    an 
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diese  ms,  dann  ist  die  Hypothenuse  tj  der  an  Z  anzutragende  Momenten- 
wert. Die  Hypothenuse  t  aus  (i  und  m,  bildet  den  an  W  anzutragenden 
Momenten  wert.  Diese  Biegungsmomentenfiäche,  deren  Ordinaten  tt| 
mit  der  Verdrehungsmomentenfläche  deren  Ordinate  n,  vereinigt,  liefert 
die  ideale  Biegungsmomentenfläche  WZi,. 

Die  Torsionsmomentenfläche  des  Kurbelarmes  Xy  findet  sich  durch 
Auftragung  der  Vertikalkomponente  n4.  Die  Biegungsmomentenordinaten 
sind  wieder  (jl,  p  und  m^,  welche  analog  aufgetragen  werden  wie  beim 
Arm  Wz;  die  Zusammensetzungen  erfolgen  in  einer  besonderen,  hier 
nicht  gezeichneten  Figur,  wie  Fig.  497,  man  erhält  die  Linien  t,  und 
t^,  die  die  Biegungsfläche  bilden.  Die  letztere  wird  mit  der  Torsions- 
fläche, deren  Ordinate  n^  ist,  zu  Xyi^  vereinigt. 

Man  kann  nun  endlich  die  sämtUchen  idealen  Biegungsfiächen  in 
eine  Hauptfigur  übertragen,  um  eine  Gesamtübersicht,  namentUchi  um  die 
Maximalordinaten  zu  erhalten,  welche  mit  dem  Polabstand  f  multipliziert 
die  Zahlenwerte  der  in  Rechnung  zu  fuhrenden  Momente  liefern. 

Man  erkennt  aber  wohl  leicht,  dass  auch  die  einzelnen  Figuren, 
natürlich  in  gleichem  Massstab  ausgeführt,  eine  genügende  Übersicht  ge- 
währen. In  unseren  Figuren  waren  wir  an  die  Fläche  des  Buchformats 
gebunden,  offenbar  ist  ein  möglichst  grosser  Massstab,  wie  bei  allen 
graphischen  Kurbelberechnungen,  besonders  hier  zu  empfehlen;  eine  gute 
Übersicht  wird  auch  durch  besondere  farbige  Flächen  erzielt,  die  fiir 
Biegung  und  Drehung  natürlich  konsequent  durchzufiihren  ist. 


D,  Verwertung  der  Schub-,  Vertikal-  oder  Querkräfte. 

1.    Darstellung  der  Momente  durch  die  Schubkräfte. 

In  den  bisherigen  Betrachtungen  zur  graphischen  Bestimmung  der 
Momente  verwandten  wir  als  Vertikal-,  Schub-  oder  Querkräfte 
(Transversalkräfte)  nur  die  Auflagerreaktionen.  Wie  mis  aus  dem 
I.  Band  bereits  bekannt  (S.  110),  sind  die  Auflager  die  Maximalwerte 
der  Vertikalkräfte;  diese  werden  am  kleinsten  da,  wo  die  Momente  am 
grössten  sind.  In  den  graphischen  Darstellungen  des  I.  Bandes  haben 
wir  nun  diese  Vertikal-  oder  Schubkräfte  einesteils  durch  einfache  Linien 
angedeutet,  andemteils  durch  in  den  Kräfteangriflspunkten  abgesetzte 
Linien.  Die  Darstellung  durch  einfache  gerade  Linien  ist  in  einem  ge- 
vrissen  Sinne  nur  richtig  für  eine  gleichmässig  verteilte  Last;  wir  erinnern 
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an  die  bereits  mehrfieu^h  verwendeten  Belastungskurren,  Belastungslinien 
im  I.  Band.  Die  Gleichung  der  Momente  ist  für  eine  gleiohmässig  ver- 
teilt» LAst  Q  =  ql,  Fig.  603 


^^*. 


y-9k 


M  =  Ax  — qy, 

sie  bedeutet  eine  Parabel;  die  Gleichung  der  Quer-  oder  Schubkräfte  in 
der  Entfernung  x  vom  Auflager  ist  hingegen  V  =  A  —  qx,  eine  gerade 
Linie. 

Die  Maximal-  und  Minimalwerte  sind 

eingesetzt,  für  x  =  o  und  x  =  l 

M.ui=o  und  V^  =  ^  =  -|-  =  A;   fiirx=y, 

M«,  =  iql^  =  iQl,  V.,.  =  o; 
sie  sind  in  die  Figur  eingetragen  und  uns  bereits  bekannt. 

Ist  der  Balken  durch  Einzellasten  belastet  (vergl.  S.  114  I.  Band, 
S.  336  m.  Band),  dann  stellen  die  Momente  Gleichungen  gerader  Linien 
dar.    In  der  Entfernung  x  von  A  ist  nach  folgender  Fig.  504 
M  =  Ax  — Pi(x  — a)  — P,  [x  — (a  +  b)]. 
Die  Schubkräfte  lassen  sich  für  jeden  Angri&punkt  der  gegebenen 
Kräfte  berechnen  durch  die  Formeln: 
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V^  =  A,  V.  =  A-P„  V.  =  A-(P,  +  P,),  Vo  =  A- (P,+P,+P.), 

Vp  =  B-P„V,  =  B; 
sie  nehmen  also  staffelförmig  von  AngrifiEspunkt  zu  Angrifibpunkt  ab,  wie 
wir  schon  mehrfach  durch  Zeichnung  angegeben  haben;   denn  inneihalb 


Fig.  504. 
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A  und  m  ist  keine  Schubkraft  weiter  vorhanden  als  A,  diese  sucht  den 
Balken  abzuschieben,  abzuscheren,  innerhalb  An  sind  nur  A  und  P^ 
vorhanden,  A  wirkt  nach  oben,  Pj  nach  unten,  in  n  wirken  Pj  und  P, 
A  entgegen,  daher  V„  =  A  —  (Pi  +  P«)?  in  m  kann  nur  V  =  A  —  Pj 
sein.  Von  der  andern  Seite  wirkt  in  p  die  Schubkraft  B  —  P4  und  zwar 
konstant  innerhalb  oB  u.  s.  w.  Da,  wo  die  äusseren  Eräft;e  grösser  als 
die  Auflager  sind,  werden  Y  negativ.  An  der  Übergangsstelle,  hier  in  z, 
ist  V  =  0,  dort  ist  das  Moment,  wie  uns  bekannt,  am  grössten;  tragen 
wir  A  und  B  als  grösste  Werte  von  Y  auf  imd  verbinden  die  End- 
punkte, z.  B.  a  bei  B  mit  n,  so  deuten  uns  im  allgemeinen,  ohne 
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Rücksicht  auf  die  Staffelung,  wie  bei  der  gleichmässig  verteilten 
Belastung,  diese  sich  in  n  kreuzenden  Linien  die  Schubkräfte  an,  der  ne- 
gative Teil  derselben  würde  der  Linie  naj  entsprechen.  Wir  wollen  nun 
in  den  nächsten  Untersuchungen  näher  auf  die  Darstellung  dieser  Schub- 
oder Querkräfte  eingehen  und  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhang 
sie  mit  den  Momenten  stehen. 

Das  Moment  in  m,  Fig.  604,  ist  M„  =  Aa.  Dieses  Produkt  haben 
wir  in  Wirklichkeit  schon  graphisch  dargestellt,  und  zwar  durch  die 
Fläche  f|  =  Aa.     Betrachten  wir  das  Moment  in  n, 

M„  =  A  (a  +  b)  — Pib; 
auch  dieser  Ausdruck  ist  bereits  graphisch  dargestellt,  P^b  ist  die  Fläche 
mn  m^Uj,  die  Fläche  A  (a  +  b)  wird  rechts  begrenzt  durch  die  Linie  nz, 
beide  voneinander  abgezogen,  bleibt  die  Fläche  M^  =  f^  +4* 

Das  Moment  in  p  ist  Mp  =  Be,  die  Fläche  st  =  4  liefert  dieses  Pro- 
dukt unmittelbar,  so  dass  Mp  =  fg. 

Das  Moment  in  o  ist  M«  =  B  (d  -|-  e)  —  P^d,  dasselbe  wird  durch 
die  Summe  der  Flächen  f^  -|-  U  dargestellt,  Mo  =  f4  +  fs« 

Das  Moment  in  n,  vom  Auflager  B  aus  gerechnet,  ist 
M.  =  B(c  +  d-he)  — P,(c  +  d)  — P3C; 
graphisch  ist  dieses  dargestellt  durch  die  Flächensumme 

M„  =  f3+f4+f5. 

Hiemach  entwickelt  sich  ftir  uns  noch  eine  Methode:  der  graphi- 
schen Darstellung  der  Momente  durch  die  Flächen  der  Schub- 
kräfte. 

Schneiden  wir  den  Träger  in  der  Entfernung  x  von  A  durch,  dann 
ist  das  Moment  an  dieser  Stelle 

M.  =  Ax  — Pi(x  — a)  — Pj[x  — (a  +  b)],  bezw.     .    .    .    (66) 
M,  =  Ba-x)-Pai-(x  +  e)]-Ps[l-x-(d  +  e)]  (66a) 
Für  X  =  a  +  b  wird 

M.  =  A(aH-b)  — Pjb (66) 

bezw.  M»  =  B  (c  +  d  -f-  e)  —  P4  (c  +  d)  —  P,  c    .    .    .     .  (66a) 
Mit  Bezug  auf  die  Darstellung  der  Flächen  durch  die  Schubkräfte  ist 

M.  =  f,+f,=4+f,+f5 (67) 

Betrachtet  man  die  Flächen  des  Ausdruckes  61.  66,  so  übersieht 
man,  dass  diese  um  die  Fläche  zy  kleiner  sind  als  die  der  Gl.  66 

M.  =  A(a  +  b)  — Pjb. 
Würde  man  x  zwischen  o  imd  p  verlegen,    so  vnirde  die  Fläche  noch 
kleiner  werden,  weil  noch  mehr  durch  die  imteren  Flächen  f,  und  f^  in 
Abzug  konmit,  hieraus  ist  offenbar  zu  ersehen,  dass  ftir  unseren  Fall,  in 
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welchem  A  zwischen  P^  und  Pg  fällt,  die  Momentenflächensummen  den 
grössten  Wert  erreichen  müssen,  da  das  grösste  Moment  im  Angri&- 
punkt  der  Kraft  Pg  liegt,  hier  muss  auch  V  =  o  werden,  weil  bei  z  d^ 
Übergang  ist,  da  die  Flächensummen  fi  +  4  ^^^  ^s  +  f*  +  4  beider- 
seitig weder  grösser  noch  kleiner  werden  dürfen,  bezw.  können. 

Beispiele.  I.  Die  in  den  obigen  Fig.  363,  396,  397,  400  kon- 
struierten Schubkräfte  können  wir  zunächst  unmittelbar  verwerten.  Das 
Moment  in  p,  Fig.  363,  Uefert  die  unterhalb  e  liegende  Schubfläche  zu 
Be  =  16,6  .  0,65  =  10,8  qm,  bezw.  Mp  =  10,8  •  100  =  1080  kgm.  In 
Fig.  396  ist  die  mit  F  bezeichnete  Fläche  17,8  qm,  daher 
M™.  =  17,8  .  100  =  1780  kgm. 
In  Fig.  397  ist  das  Moment  in  der  Kraftstelle  ftir  V  =  o  aus  der 
Schubfläche  F  =  55  qm,  M„„  =  55  •  1000  =  56000  kg;  nach  S.  362  ist 
M^,  =  65500  kgm. 

Die  Momentenfläche  für  das  Moment  in  B  ist  F^  =  10,4  qm,  daher 
das  Moment  M  =  10,4  •  1000=  10400  kgm.  Das  Moment  im  Angriffs- 
punkt der  Kraft  2  lässt  sich  auch  aus  der  Differenz  der  Schubflächen 
F  =  Fl  —  Fg  darstellen,  man  findet  Fj  —  F,  =  65,6  —  10,4  =  55,2  qm, 
also  etwas  mehr  wie  oben,  daher  Ma»  =  56200  kgm;  die  Differenz  hegt 
in  der  Zeichnung. 

In  Fig.  400  S.  364  gelangt  man  durch  Messung  der  Flächeninhalte  der 
Schubflächen  auch  nahezu  zu  denselben  Resultaten  wie  in  Beispiel  VIII 
S.  366.     Die  mit  F  bezeichnete  Fläche  ftir  das  Moment  in  B  ist 

0,25  . 0,5  =  0,125,  bezw.  M  =  0,125  •  1000  =  125, 
da  aber  die  Kräfte  in  halbem  Massstabe  aufgetragen  sind,  ist  das  Moment 
in  B,  Ms  =  2  .  125  =  250  kgm. 

II.  Aus  dem  angeschlossenen  Massstab  in  Fig.  505  sind  die  Belas- 
tungen des  dort  gezeichneten  Balkens  zu  entnehmen,  sowie  auch  die  Belas- 
tungsentfemungen.  Man  konstruiert  ein  beliebiges  Seilpolygon,  welches  man 
zur  Bestimmung  der  Auflager  A  =  138  und  B  =  238  kg  verwendet  Die 
Entfernungen  sind  meter,  die  Belastungen  kg,  sonach  die  Momente  kgm. 
Aus  den  Schubkräftenflächen  erhält  man 

fj  =  1,90  . 1,38  =  2,63  qm  bezw.  263  kgm 
4=2,28.0.51  =  1,17  „  „  117  „ 
{  =  1,23.0,42  =  0,52  „  „  52  „ 
f^=:  0,81. 1,67  =  1,35  „  „  130  „ 
fg  =  0,83  .  2,38  =  1,98  „  „  198  „ 
Das  grösste  Moment  bei  z  ist 
fi  +  4  =  380  kgm,  bezw.  fj  +  f^  -f  ^  =  380  kgm  (3,8  qm). 
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III.  In  Fig.  506  ist  eine  excentrisdie  Belastung  angenommen;  die 
Konstruktion  ist  die  gleidie;  man  findet  zunächst 
A  =  76  und  B  =  244  kg, 


ij^ » 100         tw^<.^//////////y////A 


ferner  die  Flächen 

f,  =  1,48  •  0,76  =  1,13  qm     f,  =  1,76  •  1,64  =  2,71  qm  und 
4  =  1,40 . 0,23  =  0,32    „      f,  =  2,06  •  0,92  =  1,90   „ 
Das  Moment  in  z  wird 
M,  =  f,  =113kgm  oderM.  =  4+^  — f4  =  113kgm. 
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das  Moment  im  Auflager  B  ist 

£4  =  190  kgm  (1,900  qm). 
Der  beliebig  gewäMte  senkrechte  Polabstand  ist  2,43,  die  Momenten-   # 
Ordinate  in  B  ist  0,78,  sonach  nach  der  punktiert  gezeichneten  Momenten- 
fläche ist  das  Moment  im  Auflager  B 

M  =  2,43  .  0,78  .  100  «^  190  kgm. 


0 


X-—< ->\<r « >\ 
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Vergleichen  wir  hiermit  einen  mit  Q  =  ql  gleichmässig  belasteten 
Balken,  Fig.  507,  508,  und  stellen  das  Moment  in  der  Entfernung  x 
(Fig.  507)  von  A  auf;  die  Auflager  sind  in  diesem  Fall 

^-"-  2-2' 

X  X 

die  Belastung  bis  x  ist  um  das  Verhältnis  y  kleiner  als  Q,  sonach  Q  -j-, 

das  Moment,  abhängig  von  Q,   sonach 

M  =  Ax-(Qf)(|)  =  Ax-^\    .     .     .    (68) 

Dasselbe  lässt  sich  durch  die  Trapezfläche  f  =  aedn  darstellen; 
denn  trägt  man  A  =  an  imd  B  =  bu  auf,  und  zieht  die  Verbin- 
dungslinie azb,  so  wird  das  Rechteck  Ax  durch  die  Seiten  am  und  md 

begrenzt    Femer  stellt  die  Linie  me  das  Produkt  Q  -.-  dar;   denn  es 

—        xQ 

▼erhält  sich  graphomathematisch  me  :  x  =  Q :  1,  woraus  me  =  -y-. 

—    X  Qx* 

Der  Inhalt  des  ^  ame  ist  me  •  -^,  das  ist  -^y-,  sonach  folgt  durch 

Subtraktion  des  A  ^^^^  ^^^  Rechteck  ad  das  Trapez 

f=z=M  =  aend. 
Die  Schubkraft  innerhalb  x  ist 


V=A-Qy 


(69) 


Diesem  Ausdruck  entspricht  die  Linie  ed;  denn  es  ist 
A  =  md  und  Q  -=-  =  me. 


In  Punkt  z  wird  V=  o,   weil  me  die  Grösse  von  A  erreicht,  an 
dieser  Orenze  ist,  wie  uns  bekannt,   das  Moment  am  grössten,  V  wird 
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für  X  ]>  1/2  negativ,  sonach  tragen  wir  V  ^  B  im  Auflager  B  nach 
unten,  von  der  Nulllinie  zu  ausgehend,  ist  die  Fläche  f,  die  Schubkraft  auf 
der  rechten  Seite  als  negativ  zu  betrachten,  ihre  Wirkung  ist  der  auf  der 
linken  Seite  entgegen.  Schneiden  wir  beispielsweise  ein  ein&ches  Spreng- 
werk, Fig.  509,  in  der  Mitte  bei  ss  durch,  so  ist  an  dieser  Stelle  keine 
Schub-  oder  Yertikalkraft  vorhanden,  das  gleichmässig  belastet  gedachte 
Sprengwerk  wird  an  seiner  Tragfähigkeit  nichts  einbüssen. 

In  Fig.  508  haben  wir  denselben  gleichmässig  belasteten  Balken  in 
7  Teile  geteilt  und  im  Sinne  der  Fig.  504  staffeiförmig  die  Vertikalkräfte 
konstruiert;  je  kleiner  die  Teilung  wird,  um  so  früher  geht  die  Staffelung 
in  eine  gerade  Linie  über,  um  diese  zu  finden,  haben  wir  nur  nötig,  die 
gleichmässig  verteilte  Last  nach  unten  zu  projizieren,  die  Auflager  auf- 
zutragen und  deren  Endpunkte  ee  zu  verbinden,  die  Linie  ee  schneidet 
die  Übergangslinie  in  z,  in  welchem  Punkt  Y  =  0  und  das  Moment  den 
grössten  Wert  hat. 

Nach  dem  beigefügten  Massstab  ist  die  Belastung  Q  =  680  kg,  die 

Spannweite  9,25  m;  das  Moment  in  der  Mitte 

680-9,25       ^^^, 
M  = -^ —  =  790  kgm. 

o 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist 

.      3,4.4,625       .^^ 
f  =  — — ~ «^  7,90  qm 

bezw.  mit  100  multipliziert,  790  kgm  als  Moment 

Während  ab  bezw.  ee  in  den  Fig.  507,  508  die  Verteilung  der 
Schubkräfte  darstellen,  liefert  die  auf  AB  konstruierte  Parabel  ApB  die 
Momente  in  den  verschiedenen  Querschnitten  des  Trägers.  — 

Wenn,  wie  in  Fig.  510,  die  gleichförmig  verteilte  Last  den  Balken 
nur  teilweise  bedeckt,  so  suchen  wir  auch  zunächst  die  Auflager  A 
und  B.  Wie  ims  bekannt,  benötigen  wir  hierzu  keine  Teilung  der  Ver- 
kehrslast, sondern  es  genügt,  die  ganze  Last  Q  au&utragen  und  mit  dem 
Polpunkt  0  das  Seilpolygon  0 ....  V  zu  konstruieren.  Die  Schlusslinie  i 
Hefert  A  und  B  imd  der  Schnittpunkt  s  die  Schwerpunktslage;  tragen 
wir  noch  die  Endpunkte  der  gleichmässig  verteilten  Last  nach  unten, 
und  verbinden  die  Punkte  e,  so  schneidet  diese  Linie  in  z  ein,  die  Lage 
des  grössten  Momentes.  Die  Grösse  desselben  Uefem  uns  die  Flächen  {, 
bezw.  die  Momentenfläche  usv  in  der  Vertikalen  des  Schnittpunktes  z, 
welche  wir  in  der  Figur  nicht  eingezeichnet  haben,  da  sie  mit  der 
Schwerlinie  durch  s  fast  zusammenfällt.  Die  Momentenfläche  wird  um 
so  genauer,  je  mehr  wir  Teile  nehmen,   um  so  richtiger  geht  das  ge- 
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brochene  Seilpolygon  III III IV  in  eine  Kuire  (Parabel)  über.  Da  uns 
bekannt  ist,  dass  das  Moment  einer  gleichmässig  verteilten  Last  halb  so 
gross  als  das  einer  gleich  grossen  Einzellast  ist  (S.  109,  110,  Band  I), 


so  haben  wir  nur  nötig,  die  Linie  gg  zu  ziehen  und  ss^  zu  halbieren; 
durch  den  Halbierungspunkt  und  durch  die  Punkte  gg  konstruieren  wir 
die  Belastungsparabel,  in  einigen  der  nächsten  Figuren  haben  wir  diese 
Konstruktion  durchgeführt. 


He  cht,  Meelunik.    m. 
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Verfolgt  man  den  Verlauf  der  Schubkräfte,  so  übersieht  man,  dass 
diese  bis  e  gleichmässig  wirken,  von  e  bis  z  abnehmen,  von  z  bis  B  in 
derselben  Weise  wieder  zunehmen,  aber  entgegengesetzt  wiricen. 

Beispiele.  I.  Auf  dem  Träger  AB,  Fig.  611,  wirken  2  gleich- 
massig  verteilte  Lasten  Q^  =  300  und  Q^  =  180  kg;  es  soll  die  Lage 
des  grössten  Momentes  gesucht  werden.  Man  trägt  Q^  und  Q^  auf 
und  sucht  mit  einem  beliebigen  Polpunkt  0  die  Auflager  A  =  260, 
B  =  220  kg,   nun  zieht  man  durch   m  die  horizontale  Übergangslinie 


Fig.  5t 1. 


Qr^oo 


QW80 


mm^,  projiziert  die  Endpunkte  der  gleichmässig  verteilten  Lasten  nach 
unten  bis  zu  den  Schnittpunkten  der  Horizontalen  der  Belastungen  Q^ 
und  Q,,  zieht  die  Linien  ee  und  e^ei,  der  Schnittpunkt  z  durch  mm^ 
bestimmt  die  Lage  von  Mg,;  man  findet  x  =  7,9  m. 
Durch  Rechnung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

V  =  A-(x-2,2)|^  =  o, 

260  =  (x  —  2,2)  ^,  X  =  7,86  m. 

0,0 

Die  Grösse  des  Momentes  kann  man  aus  der  Schubfläche  f  oder  aus 
der  betr.  Ordinate  oo  der  Momentenfläche  entnehmen;  man  muss  aber 
hier  in  Rücksicht  ziehen,  dass  sich  der  Punkt  s  wieder  auf  Q|  als  Elinzel- 
last  bezieht,  um  die  wirkliche  Grösse  der  Ordinate  zu  finden,  muss  die 
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Parabel  konstruiert  werden ,  die  Ordinate  M  in  s  ergiebt  sich  dadurch, 
dass  man  die  Linien  gg  zieht  und  ss^  halbiert,  wie  oben  schon  an- 
gedeutet, die  Kurve  geht  dann  durch  den  Teilpunkt  und  durch  die 
Punkte  gg,  in  Wirklichkeit  wird  dann  oo  auch  etwas  kleiner;  beide  Mo- 
mente aus  der  Ordinate  und  der  Fläche  müssen  gleich  werden.  Die 
Fläche  ergiebt 

5,7  . 2,6 


f=  2,6. 2,2 


13  qm, 


das  sind  1300  kgm.    Die  Ordinate  M  =  260-6  ~  1300  kgm,  5  ist  der 
Polabstand. 

Fig.  512. 


II.  Die  Belastung  des  vorstehenden  Trägers  besteht  aus  2  Einzel- 
lasten und  einer  gleichförmig  verteilten  Belastung  P^P^  und  Q. 

Wir  suchen  durch  ein  beUebiges  Seilpolygon  die  Auflager,  indem 
wir  Q  als  Einzellast  betrachten,  konstruieren  zunächst  die  Sta£felung  der 
Kräfte  P^  und  P,  und  bestimmen  den  Durchschnittspunkt  z  in  der  Über- 
gangslinie, indem  wir  die  Länge  der  gleichmässig  verteilten  Last  nach 
unten  projizieren. 
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Die  gleichmässig  verteilte  Belastung  hat  die  Grösse  Q  =  336  kg, 
ihre  Länge  ist  1  —  7,9  m,  das  Auflager  B  ist  300  kg.  Der  Abstand  der 
Belastung  Q  von  B  ist  a  =  1,66  m. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  z  des  Maximalmomentes  von  B  mit  y, 
so  ist  die  Schubkraft  in  z  Null,  es  ergiebt  sich  dann  y  durch  Rechnung 
aus  der  Gleichung 

Q 
V  =  B  — (y  — a)q  =  o,  worin  (l  =  -f^7 

sonach  wird 

300-(y-l,66)-^  =  0 

und  hieraus  7  =  8,63,  dieser  Wert  stimmt  mit  dem  durch  Konstruktion 
gefundenen  überein.  Das  Maximalmoment  selbst  liefert  die  Fläche  f  der 
Schubkräfte  oder  die  Ordinate  der  Momentenfläche. 

III.  In  Fig.  613  findet  eine  andere  Verteilung  der  Einzelkräfte 
Pj  =  210  kg  und  P,  =  260  kg  statt  Die  verteilten  Lasten  sind  Q^  = 
260  und  Qs  =  160  kg.     Die  Auflagerreaktiouen  ergeben  sich  zu 

A  =  450,  B  =  420. 

Man   trägt  A  und  B   und   der  Reihe   nach   die   Belastungen   auf, 

A  und  B  ergiebt  sich  aus  dem  Seilpolygon,    das  grösste  Moment  liegt 

dann  wieder  in  der  Entfernung  x  von  A  und  ist  durch  den  Schnittpunkt 

z  bestimmt;  die  Länge  der  Belastung  Q^  ist  4,7  m,  auf  die  Einheit  bezogen 

__Q  _  260 
^-4,7-  4,7- 
Die  Vertikalkraft  in  z  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

V  =  A-P,-(x-a)||-; 

da  nun  wieder  an  dieser  Stelle  V  =  0  sein  muss,  so  ist  die  Bedingungs- 
gleichung für  die  Lage  des  grössten  Momentes 

0  =  460  —  210  —  (x  —  3,25)  -^, 

woraus  sich,  wie  in  der  Zeichnung,  x  =  7,7  m  ergiebt. 

IT.  In  den  graphostatischen  Zeichnungen,  Fig.  614,  616,  liegen  ver- 
schieden grosse  Einzellasten  innerhalb  der  auf  den  ganzen  Träger  gleich- 
massig  verteilten  Belastung  Q  =  900  kg,  die  Konstruktion  wird  dadurch 
etwas  abweichend  von  den  früheren,  soeben  betrachteten.  Aus  den  analyti- 
schen Berechnungen  der  Auflager  und  Momente  im  L  Band  —  unterstützte 
und  belastete  Träger  —  ist  uns  bekannt,  dass,  wenn  Einzellasten  mit 
gleichmässig   verteilten   Belastungen   zusammenfallen,  wir  die  Momente 
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und  Auflager  jeder  Belastungsart  addieren  können,  um  die  Gesamt- 
beanspmchung  des  Balkens  zu  erhalten;  das  konstruktive  Verfahren  ist 
mit  Rücksicht  auf  die  Grundsätze  der  Graphostatik  ganz  dasselbe. 

Wir   tragen   fUr   einen   bestimmten   Polabstand   f,    Fig.   615,    die 
Einssellasten  auf  und  suchen  durch  das  Seilpolygon  0,  1,  2,  3  die  diesen 
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Fig.  bU  und  515. 


Schubkrifle. 
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entsprechendeü  Auflager  AiB^.  Mit  demselben  Polabstand^  aber  80,  daaa 
Jie  Scblusslinie  ij  horizontal  oder  parallel  der  Trägeracbse  fällt,  kon- 
itnderen  mr  das  der  verteilten  Last  Q  entsprechende  Seilpolygon 
I  n.  Ist  t  die  Mitte  von  ssj  und  konstruiert  man  die  Parabel 
atb,  80  bildet  diese  den  Abschluss  der  Momentcnfläche  für  die  verteilte 
Belastung*  Die  Konstruktion  der  SchubHächen  findet  sich  dann  leicht 
II       durch    die    besonders    gezeichnete    Figur*     Auf  der   Trennungslinie   xj 

K  Q 

^Bträgt  man  zunächst  che  Vertikalkräfte  der  verteilten  Belastung  auf^  — . 

^VlHe  Verbindungslinie    c  c  ♦    der    Gleichung  V  =  A  —  q  x    entsprechend, 

[      schneidet  die  Horizontale    xy  hier  in    der   Mitte;    an  v  trägt  man  Aj 

an,  und  stafielt  nun,   wie  in  den   früheren  Figuren,  nur  mit  Rücksicht 

darauf,    dass   die  Verbindungs-  oder  Konstruktioiislinien   der  Kräfte  V^ 

Pg  ,  .  .    ptirallel    cc  laufen  müssen»    bis  zum   andern   Auflager  Bj*     In 

Wahrheit  haben  wir  eine  graphische  Addition  der  Schubkräfte  vorgenom- 

len,    es  schneidet  die  mittlere  Verbiiidungshjiie  die  Cbergangslinie  xy 

,n  Zj  welcher  Punkt  die  Lage  des  Maximalniumentes  angiebt.    Überträft 

man  das  Seilpolygon  0,  1,  2,  3,  4  in  die  Horizontale  ab^  so  liefert  die 

Addition  der  Momentenonhnaten   die    jeweiligen  Momente,   diese  lassen 

sich  natürlich  auch  aus  den  Schubflachen  f^  ^  f^  .  .  .    entnehmen.     Das 

Össte  Moment  mm  =  M„  bei  z  entspricht  der  Schubfläche  F,    Die  Ge- 

mtauflager  sind  A  =  Aj  +  iQ.  bezw.  B  =^  Bj  +  ^Q. 

Man  findet  nach  dem  beigefügten  Massstab  F  =  31  qm,  sonach 
M^=31*100=3100kgin, 
aus  der  Momentenfläche 

M„  =  mm  =  540  -  6,7  ~  3100  kgm. 
Vergleicht  man  beide  Metboden  zur  Bei^chimng  der  Momente,  so  lässt 
ich  die  Momentenfläche  für  die  Momente  wohl  viel  bequemer  verwerten 
als  die  Flächen  der  Schubkräfte,  deren  Inhalt  zu  beatimmen  ofienbar  lang- 
wieriger ist,  hingegen  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  Schubkräfte  die  Lage 
dea  grössten  Momentes  wohl  ebenso  schnell  und  sicher  wie  mit  Hilfe 
der  Moraentenfläche. 

V.    In  Fig,  516  bedeckt  die  gleichmassige  Last  Q  nur  teilweise  den 
Träger,  ausserdem  sind  noch  3  Einzellasten  Pj  P,  P^  vorhanden;  es  soll 
ie  Lage  des  Marimalmoraentes  gesucht  werden.   Wir  tragen  P^,  P|  und 
als  Einzellast  vom  Schwerpunkt,  ebenso  P^  auf  und  suchen  durch  ein  be- 
liebiges Seilpolygon  die  Auflager  A  und   B.     Vom  Endpunkt  der  Kraft 
?j  ziehen  wir  borizontal  bis  zum  Schnittpunkt  Cj,  die  Schubkraftrichtung 
(1  finden  wir  dadurch,  dass  wir  die  Kraft  oder  Last  Q  in  die  horizontalen 
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Linien  der  gleichmässig  verteilten  Last  projizieren,  wir  ziehen  dann 
Cj  d^  parallel  cd  bis  zum  Schnitt  u,  indem  wir  die  gleichmässige  Be- 
lastung bei  P,  uns  getrennt  denken  und  machen  uy  =  P,,  dann  schliessen 
wir  P3  an,  um  mit  B  das  Gleichgewicht  mit  den  Belastungen  wieder 
herzustellen,  das  grösste  Moment  fällt  in  den  Schnitt  z  mit  zy. 


Diese  Konstruktion  ist  etwas  abweichend  von  der  vorigen  und  von 
der  nächstfolgenden,  welche  denselben  Belastungsfall  darstellt. 

TL  Die  Konstruktion  und  die  Lage  des  Maximalmomentes  ist  in 
Fig.  617  und  518  entsprechend  der  S.  490  durchgeführt. 

Man  zeichnet  zunächst  mit  den  beliebigen  Polpunkten  00^,  aber 
bei  gleichem  Polabstand,  die  beiden  Seilpolygone  I  II  und  0  12  3 
auf  und  entnimmt  die  Auflagerreaktionen  A^B^  für  die  Einzelkräfte  und 
und  ajb  für  die  verteilte  Last.  Durch  Halbierung  des  Abstandes  ss^  ge- 
winnt man  die  Parabelhöhe  der  BelastungsUnie  der  verteilten  Last  Q. 

Man  überträgt  nun  beide  Seilpolygone  in  die  Achse  AB  und  kann 
für  jede  Abscisse  die  Momentensumme  der  beiden  Belastungen  abgreifen. 
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Fl«.  517  and  &ia. 


I 
I 

1^ 


Wir  tragen  femer  senkrecht  zn  der  der  Achse  AB  parallelen  Linie  zy,  a  und 
b  ab  und  erhalten  die  Schubkräfte  durch  die  punktierte  Linie  cd.  An  ab 
setzen  wir  Aj  und  B^  an,  das  heisst,  addieren  A^  und  B^  zu  a  und  b 
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und  sta£feln  mit  Rücksicht  auf  die  Einzellasten  P^  P^  P3  und  auf  die 
schiefe  AbschlussUnie  der  verteilten  Belastung  bis  zum  Auflager  B  = 
b  -f  Bj,  so  schneidet  P,  bei  z  die  Übergangslinie  xy,  und  die  Lage'ldes 


Majcimalmomentes  mm,  bezw.  die  Schubmomentenfläche  F  ist  durch  die  Ent- 
fernung xz  bestimmt;  die  Grösse  durch  M  =  mm  •  f,  wenn  f  der  Polabstand, 
oder  durch  F*100,  wenn  F  in  qm  und  jeder  meter  100  kg  entspricht 
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Aus  der  Figur  ergiebt  sich  mm  =  3,8,  der  Polabstand  ist  5,  somit 

M.„  =  3,8  .  100  .  6  =  1900  kgm. 
Die  Schubkraft  bis  z  ist 

V  =  (Ai+a)  — Pi— P,— q,  worin  q  =  -^2,l; 

7  m  ist  die  Länge  der  verteilten  Belastung,  Q  =  220  kg,  somit 

V  =  460  —  200  —  200  —  ^-  •  2,1, 

dieser  Wert  muss  Null  ergeben,  in  der  Zeichnung  differiert  derselbe  um 
60  kg.    Die  Schubfläxjhe  F  ergiebt  19,2  qm,  wonach 
M.«  =  19,2  .  100  =  1920  kgm. 

VII.  Die  graphostatische  Berechnung  des  in  Fig.  519  belasteten 
Trägers  ist  in  demselben  Sinne  der  vorigen  Figur  durchgeführt.  Mit  der 
gleichmässig  verteilten  Last  Q  fallen  die  beiden  Einzellasten  2  und  3 
zusammen.  Man  konstruiert  erst  die  Seilpolygone  für  jede  Belas- 
tungsart I  II  und  0  12  3  4,  und  überträgt  diese  in  die  Balkenachse 
AB,  bestimmt  die  schiefe  Schubkrafüinie  cd  und  staffelt  der  Reihe  nach 
die  Vertikalkräfte  mit  Rücksicht  auf  die  Schrägung  cd  ab;  z  ist  wieder 
der  Kreuzungspunkt,  mm  das  Maximalmoment.  Die  Entfernung  desselben 
von  A  ist  xz  =  8,2  m;  die  Grösse  bei  dem  Polabstand  f  =  5, 

M.„  =  mm  .  f  =  3,8  •  100 .  6  =  1900  kgm, 
es  hat  zutällig  dieselbe  Grösse  wie  das  in  Fig.  517. 

Will  man  xz  =  X  die  Entfernung  des  Maximalmomentes  von  A  be- 
rechnen, dann  muss  man  die  Schubkraft  an  dieser  Stelle  Null  setzen 

V  =  (A,+a)-(l)-(2)-q[X-(a  +  b)]  =  0, 
in  dieser  Gleichung  ist  A^  +  &  =  A  :=  440  kg,  (1)  =  160  kg,  die  Einzel- 
last (2)  =  130  kg;  die  verteilte  Last  auf  die  Einheit  bezogen 

Q        210       ,^, 
q=|=-g-  =  36kg, 

die  Entfernungen  a  -j-  b  =  4  m,  folglich 

V  =  440  —  1 60  —  130  —  36  (X  —  4)  =  0, 
woraus  X  =  8,28  m  folgt 

VIII.  In  Fig.  521  haben  wir  denselben  eben  betrachteten  Träger 
mit  einem  Polpunkt  im  Sinne  der  Fig.  616  graphisch  auf  sein  Maximal- 
moment  untersucht.  Das  Resultat  ist  nahezu  das  gleiche,  insofern  etwas 
differierend,  als  die  gleichmässige  Last  als  Einzellast  im  Schwerpunkt 
nur  in  Rücksicht  gezogen  wurde.  Man  bestimmt  zunächst  die  Auflager 
A  und  B  und  sucht  dann  mit  Hilfe  der  verteilten  Last  Q  die  Abschrägung 
cd,  nadi  welcher  sich  die  Staffelung  richtet 
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Die  Lage  des  Maximalmomentes  X  =  xz,  sowie  M^a.  =  mm  stimmen 
mit  der  vorigen  Figur  üeist  genau  überein. 

DL.  In  Fig.  522  liegen  2  Einzelbelastungen  innerhalb  zweier  gleich- 
massig  verteilten  Lasten,  Q^  und  Q,.  Wir  suchen  in  (b)  und  (c) 
die  Auflager  a,  b  und  A|  B^  und  übertragen  die  Seilpolygone  in  die 
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k- 


y^.     t^-^--"-;r^ 


y/////////////^//^////^^^^^ 


Achse  AB  des  Trägers.  An  die  Übergangslinie  xy  tragen  wir  die  aus 
^  Eräfteplänen  entnommenen  Reaktionen,  und  zwar  die  der  verteilten 
Uiten  nach  innen ,   um  die  schiefen  Schubkraftlinien  cd  und  c^di  zu 


498 


Schubkräfte. 


erhalten,  und  staffeln  mit  Rücksicht  auf  dieselben  in  bekannter  Weise  ab; 
das  grösste  Moment  mm  fällt  in  den  Punkt  z. 


Fig.  524. 


'^//////////y/y//////////////Av^^^ 


y/mm 

i 


>i^^^ 


X.  Der  Träger,  Fig.  624,  ist  ausser  den  zwischen  Q|  und  Q,  liegen- 
den Einzellasten  P,  und  P,  noch  mit  einer  mit  Q^  zusammenfiillenden 
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Belastung  P|  in  Anspruch  genommen.  Die  allgemeine  graphostatische 
Konstruktion  ist  im  wesentlichen  dieselbe»  wie  die  bereits  betrachteten; 
da  die  Bezeichnung  der  Buchstaben  die  gleiche  wie  in  den  früheren 
Figuren  ist,  so  dürfte  der  zeichnerischen  Ausfuhrung  wohl  nichts  im  Wege 
stehen.  In  der  rechten  Hilfrfigur  sind  noch  die  Belastungsbuchstaben  Q^ 
neben  b  und  Q|  neben  a  zu  ergänzen. 

XI.    Die  Belastung  des  folgenden  Trägers ,  Fig.  625,  besteht  aus 
einer  gleichförmigen  Belastung  pl,  p  kg  auf  den  lauf,  m,  ausserdem  noch 

Fig.  515  und  526. 


aus  der  Verteilungslast  Q.  Wir  konstruieren  für  Q  und  pl  die  beiden  Seil- 
polygone I,  II  und  1,  2,  Fig.  626.  Die  Schlusslinie  i  für  Q,  Polpunkt  0,  üefert 
die  Auflager  a  und  b  und  das  in  die  Achse  AB  übertragene  Seilpolygon 
AtgB.  Die  Parabel  At^B  als  Seilpolygon  für  die  Belastung  pl  konnten 
wir  mit  in  die  Achse  AB  fallende  Schlusshnie  i^  unmittelbar  verwerten. 
Trägt  man  an  die  Schubkraftlinie  cd  der  Belastung  pl  die  Auflager 
a  und  b  an,  so  Uefert  die  Linie  c^  d^  den  Schnittpunkt  z,  somit  die 
Lage  des  Maximalmomentes  mm  (vgl.  II.  Band  S.  130,  Beispiel  XII). 
XIL  Wir  haben  in  Fig.  627  noch  ein  Beispiel  mit  3  Belastungs- 
arten  angeschlossen,  und  zwar  ist  der  Träger  erst  gleichmässig,  event. 
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mit  Eigengewicht  in  kg  auf  cL  lau£  m  belaBtet,  sodann  mit  2  gleich- 
förmig verteilten  Belastimgen  Qj  und  Q,  und  endlich  mit  2  Einzellasten 


Pj  und  P,.  Wir  haben  zunächst  3  Seilpolygone  konstruiert,  1,  2  mit 
Pol  0  für  die  Last  pl;  3,  4,  6  Pol  Oj  für  die  Lasten  Qi  und  Q,,  und 
6,  7,  8  mit  Og  als  Pol  für  P,  P,. 
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Die  SchluBslinien  i  i^  i,  liefern  uns  die  jeweiligen  Auflagerreaktionen 

^;  a,  b  und  a^,  b,.     Durch  die  Projektionsschnittpunkte  gg  .  .  .  haben 

wir  die  Parabeln  der  verteilten  Lasten  festgelegt  und  schliesslich  die 
sämtlichen  Seilpolygone,  bezw.  die  Momentenfläxshen  in  die  Achse  AB 
übertragen:  1,  2  bezw.  AgB  nach  oben,  3,  4,  6  bezw.  AmB  nach  unten 
und  6,  7,  8  bezw.  Am^B  zu  AgB  addiert  nach  oben.    Unter  Annahme 

einer  Grenzlinie  xj  tragen  wir  zunächst  ^  an,  anschliessend  die  Auf- 
lager a,  a^  und  b,  b^.  Um  den  Verlauf  der  Schubkräfte  zu  erhalten, 
ist  auf  die  schiefen  Sichtungen  der  gleichmässig  verteilten  Lasten  zu 
achten.  Von  A  aus  läuft  die  Richtung  der  gleichmässig  verteilten  Last- 
richtung pl  parallel,  dann  der  Richtung  r^r,,  weil  Q^  hinzukommt,  welche 

in  xy  einschneidet,  dann  bis  P^  wieder  der  Richtung  von  ^,  ebenso  von 

Pi  an  bis  zum  Schnitt  r,,  von  hier  bestimmt  sich  die  Richtung  r,  r^ 
durch  Q,,  bei  rg  wirkt  P,  bis  zur  Schlussrichtung  des  Endpunktes  von 

Der  Polabstand  ist  f=6;  die  Auflagerreaktionen 
A  =  i  pl  +  a  -f  aj  =  660  kg, 
B  =  ipl  +  b  +  bi=800kg. 
Das  grösste  Moment  hegt  in  der  Entfernung  X  =  xz  =  9,2  m,  die 
Spannweite  ist  1  =  16  m,  das  Maximalmoment 

M„  =  mmj  f  =  6,8 .  100  •  5  =  2900  kgm; 
die  Schubfläche  F  =  29,18  qm,   daher  M  =  29,18  •  100  =  2918  kgm, 
nah^u  gleich  mit  M»,  die  Differenz  liegt  in  der  Zeichnung. 

2.   Mittelbare  oder  indirekte  Belastungen. 

Die  Einzellast  P,  Fig.  528,  ruht  nicht  unmittelbar  auf  dem  Träger 
AB,  wie  früher  angenommen  wurde,  sondern  mittelbar,  indem  auf  AB 
die  beiden  Träger  tt  liegen,  welche  unmittelbar  durch  P  belastet  sind. 
Die  Bestimmung  der  Reaktionen  AB  CD  geschieht  in  der  folgenden  Weise. 
Man  trägt,  Fig.  Q29,  die  bekannte  Kraft  P  auf  und  sucht  durch  das  Seil- 
polygon Illi  die  Auflager  A  und  B,  verbindet  man  jetzt  die  Schnitt- 
punkte gg  und  zieht  III  parallel  III  im  Eräfteplan,  so  schneidet  diese 
die  Druckkräfte  CD  auf  P  im  Eräfteplan  ab. 

Das  Moment  ss^  =  m,  welches  in  Betracht  kommen  würde,  wenn 

Heoht,  MMhamk.    m.  66 
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tt  nicht  vorhanden  y   wird   geringer,    das   grösste  der   in  Rechnung  zu 
ziehenden  Momente  wäre  in  unserem  Falle  m^  im  Punkte  D,  bezw. 

M  =  m,  .  f. 


Flg.  528  und  519. 


Flg.  530  and  531. 
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Auf  einem  Träger  AB,  Fig.  630,  liegen  eine  Reihe,  hier  6  ITräger, 
auf  diesen  hegen  wieder  in  derselben  Richtung  wie  AB  die  Träger  CD, 
diese   erst   tragen   die  Einzellasten  1,  2,  3;    die   letzteren  wiricen   also 
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mittelbar y  indirekt  durch  die  Träger  tt .  .  .  auf  den  Hauptbalken  AB; 
es  fragt  sich,  nach  welchem  grössten  Moment  der  letztere  zu  berechnen 
ist  und  wohin,  bezw.  in  welchen  Zwischenträger  t  das  grösste  Moment 
fällt?  Dieser  Belastungsfall  schUesst  sich  unmittelbar  dem  vorigen  an.  Wir 
tragen  zunächst  die  gegebenen  Einzelkräfte  1,  2,  3  auf,  Fig.  531,  wählen 
einen  Pol  0  und  konstruieren  das  Seilpolygon  0 1 11  IQ.  Die  Einzelkräfte 
tibertragen  durch  CD  bezw.  tt .  .  den  Druck  nach  unten,  projizieren  wir 
daher  ihre  Druckrichtungen  in  das  soeben  gezeichnete  Seilpolygon,  so 
erhalten  wir  bestimmte  Schnittpunkte  s^s^SsS^,  die  wir  miteinander  ver- 
binden; diese  neuen  Seillinien  4,  5,  11  ist  schon  vorhanden  und  6  über- 
tragen wir  parallel  in  die  Fig.  531,  dadurch  gewinnen  wir  die  Druckkräfte 
abcd,  welche  wir  zur  Konstruktion  der  Schubkräfteflächen,  Fig.  530,  ver- 
wenden. Wir  ersehen  aus  dem  Moment  mm,  welches  uns  der  Durchschnitt 
z  Ueferty  dass  dieses  kleiner  ist,  als  wenn  die  Kräfte  1,  2,  3  unmittelbar 
auf  AB  einwirken;  auch  ist  die  Verteilung  der  Schubkräfl;e  auf  die  Quer- 
träger eine  andere,  als  bei  direkter  Belastung.  — 

Bei  gleichmässig  verteilter  indirekter  Belastung  ist  die  Kon- 


Fig.  532. 


U-i. 


I    II    I     B 
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stroktion  der  Momente  bezw.  SchubkräJEte,  wie  Fig.  632  zeigt,  in  ähn- 
licher Weise  durchzuführen. 

Auf  dem  Balken  AB  ruhen  6  TTräger,  auf  diesen  die  gleichfönnig 
verteilte  Last  5  q,  also  q  für  jedes  Feld.  Die  Auflagerstützkräfte  sind 
sonach  A  =  B  =  ^  q,  wobei  wir  eine  gleichmässige  Verteilung,  auch  der 
Träger y  angenommen  haben.  Die  Endträger  sind  also  mit  ^  q,  die 
Zwischenträger  mit  q  belastet  Wir  tragen  diese  Belastung  auf  und 
konstruieren  das  Seilpolygon  1,  2,  3,  4,  5,  welches  uns  die  Momente 
liefert.  Bei  den  Schubkräften  müssen  wir  in  Rücksicht  ziehen,  dass  die- 
selben in  A  und  B  um  -^  kleiner  sind,  als  |q  und  dass  sie  innerhalb 

der  Zwischenträger  jeweilig  die  gleiche  Grösse  haben,  daher  staffeln  sich 
dieselben,  wie  in  der  Figur  eingezeichnet,  ab,  die  Schubkraft  im  mitt- 
leren Feld  ist  Null. 


3.   Yer&nderliche  oder  bewegliche  Lasten^  Einflnsslinleii. 

In  den  sämtlichen  bisherigen  Betrachtungen,  welche  mit  Träger- 
belastungen in  Zusammenhang  stehen,  haben  wir  stets  stillschweigend 
vorausgesetzt,  dass  die  Belastung  des  betreffenden  Balkens,  des  Trägers 
oder  der  Brücke,  ob  Einzellast  oder  gleichmässig  verteilte  Belastung  in  der 
einmal  angenommenen  Stellung  verharrt,  in  vielen  Fällen  ist  dies  aber 
nicht  der  Fall,  keinenfalls  bei  Brückenträgem,  die  Last  bewegt  sich 
über  den  Träger,  über  die  Brücke;  ihre  Grösse,  ihr  Druck,  ihre  Kraft- 
wirkung auf  den  Träger  bleibt  hierbei  unverändert,  aber  ihre  Lage,  ihre 
Stellung,  die  Entfernung  ihres  oder  ihrer  E^raftangrifEspunkte  von  den 
Auflagern  sind  veränderlich,  dadurch  wird  auch  der  Einfluss,  den 
sie  auf  den  Träger  ausübt,  ein  veränderlicher  werden  und  wird  es 
eine  stete  Aufgabe  der  analytischen  und  graphischen  Mechanik  sein, 
den  ungünstigsten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  welcher  event  die 
grössten  Dimensionen  liefern  würde,  um  für  alle  Fälle  gesichert  zu 
sein.  In  einigen  unserer  obigen  Beispiele  haben  wir  die  Beweglichkeit 
der  Last  dadurch  umgangen,  dass  wir  für  denselben  Träger  verschie- 
dene Knotenpunktslasten  annahmen,  und  diejenigen  Spannungen  in  Rech- 
nung zogen,  welche  die  Maximalresultate  liefern,  dadurch  ist  aber  offenbar 
nicht  allen  Belastungsarten  Genüge  geleistet,  die  Untersuchungen  sind 
nicht  erschöpfend  durchgeführt  Das  letztere  wird  nun  aber  der  Fall, 
wenn  wir  gleich  von  Anfang  an  die  Belastung  als  über  eine  Brücke  oder 
über  einen  Träger  hinwegschreitend,  sich  fortbewegend  voraussetzen.   Da 
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auf  diese  Weise  immer  ein  anderer  Einfluss  auf  den  Träger  ausgeübt 
wird,  so  entstehen  im  Sinne  der  graphischen  Darstellung  Liiniensysteme, 
Liniengebilde,  welche  man  rundweg  Einflusslinien  nennt.  Die  bisher 
konstruierten  Linien,  Belastungskurven,  Durchbiegungslinien  (s.  II.  Band) 
zeigen  uns  allerdings  auch  einen  Einfluss  an,  er  hat  aber  nur  einen 
konstanten  Charakter,  er  bezieht  sich  nur  auf  die  momentane  Belastung, 
auf  die  betr.  vorliegende  Belastungsart,  der  Ausdruck  Einflusslinie  ist 
fiir  diese  Fälle  nicht  übUch.  — 

Die  Kraft  P,  Fig.  633,  sei  bei  ihrer  Bewegung  von  B  nach  A  in 
einem  beliebigen  Punkte  p,  dessen  Abscisse  x  ist,  angelangt,  das  dieser 
Lage  entsprechende  Seilpolygon  IIIO  Uefert  das  Moment  mn. 

Fig.  688  und  534. 


Anstatt  P  nun  in  der  Richtung  nach  A  zu  weiter  zu  bewegen,  denken . 
wir  xms  den  Balken  AB  in  entgegengesetzter  Bichtung  nach  B^  zu  be- 
wegt, die  Wirkung  ist  dieselbe,  nur  erreichen  wir  dadurch,  dass  wir  das- 
selbe Seilpolygon  I II 0,  Fig.  634,  bezw.  1 11  m,  Fig.  633,  verwerten  können, 
wir  haben  nur  nötig,  die  veränderte  Schlusslinie  uv  =  i|  einzuzeichnen, 
das  Moment  ist  jetzt  mui,  also<Cnin.  Diejenige  Lage  der  Schluss- 
linie, oder  die  Stellung  von  P  ist  nun  die  ungünstigste,  welche 
das  grösste  Moment,  die  grösste  Momentenordinate  liefert. 

Betrachtet   man  B  als  Drehpunkt,   so  folgt   für  A  die  Gleichung 
AI  =  P  (1  —  x),  woraus 

p(i-x) 


A  =  : 


1 


sonach  ist  das  Moment  im  Angri£&puDkt  der  Kraft  P 

p 
Mp  =  Ax  =  -r-  (1  —  x)  X    . 


(70) 


(71) 
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In  dieser  Gleichung  ist  ivieder  das  Gesetz  einer  Parabel  enthalten. 

1 


Es  ist  uns  bekannt,  dass  Mp  am  grössten  vird  fUr  z  =  -^, 


(71a) 


Das  ist  für  1  —  x  =  x*),  fiir  welchen  Wert  Gl.  71  das  grösste 
Moment  liefert;  der  Nachweis  kann  übrigens  auch  graphomathematisch 
durchgeführt  werden. 

In  Fig.  535  haben  wir  die  Konstruktion  obiger  Parabel  als  Einfluss- 
linie angedeutet.  Es  sei  AB  der  durch  P  als  Einzellast  belastete  Balken^ 


f                              I                                        nC 

i- 

1 

is 

1    ^ 

p        y^ 

welche  Last  zunächst  in  der  Mitte  n  des  Balkens  wirkt.  Man  wählt  zur 
Konstruktion  eines  Seilpolygones  zu  uv  =  P,  Fig.  536,  einen  Polpunkt  0, 
aber  senkrecht  auf  P  im  Punkte  u,  die  Schlusslinie  i  schneidet  die  Kraft- 
hnie  durch  n  in  t  und  Uefert  natürlich  im  Kräfteplan 


*)  Setzt  man  in  Mp  = -r- (Ix  —  x«),  ^—  =  0,  das  ist  1  — 2x  =  0,  so  folgt  x=-. 
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A  =  B  = 


r 


Fig.  &87. 


Jetzt  nimmt  man  P  in  m,  o  u.  s.  w.  an  und  konstruiert  wieder  das  Seil- 
polygon, indem  man  nur  nötig  hat,  in  der  Hauptfigur  eine  Parallele  IIj 
n,  u.  s.  w.  zu  n  zu  ziehen,  die  jeweiligen  Schlusslinien  i^  i,  schneiden  die 
Eräftelinien  P^  und  P,  . . .  in  t^  t^  . . .;  die  Verbindungslinie  xt^tt^  y  . . . 
liefert  die  uns  bekannte  Parabel,  deren  grösste  Ordinate  ts  das  Maximal- 
moment ist. 

Die  jeder  Stellung  entsprechende  Schubkraft  findet  sich  dadurch, 
dass  man  die  Schlusslinien  i  parallel  in  die  Kräiteplanzeichnung  über- 
trägt, i  schneidet  dann  auf 
UY  die  jedesmal  entsprechen- 
den Reaktionen  ab. 

Die  Schubkräfte  lassen 
sich  aber  auch  noch  in  andere 
graphostatische  Beziehungen 
bringen*). 

In  Fig.  637  greift  P 
rechts  von  der  Mitte  des 
Trägers  an,  die  Schubkraft 
innerhalb  Am  erhält  den  Wert 
V  =  A,  das  ist  nach  Gl.  70 


!*--'— vf 


v  =  pl=i  =  p(.-f) 


(72) 


V=A— P=P 


(72a) 


Greift  P  links  von  der  Mitte  an,  so  wird  die  Schubkraft  in  der  Mitte 

1  ^~        1    •     • 

In  beiden  Fällen  lassen  sich  diese  Gleichungen,  wie  uns  bekannt, 
durch  gerade  Linien  darstellen. 

In  Gl.  72  kann  V  nie  negativ  werden,  weil  für  x  =  o,  V  =  P,  und 
ftbr  x  =  l,  V  =  o  wird.  GL  72a  wird  stets  negative  Resultate  liefern; 
ftir  X  =  o  wird  hier  auch  V  =  o. 

In  dem  Abschnitt  über  belastete  Träger,  I.  Band  S.  108  u.  f.,  haben 
wir  bereits  auf  die  positiven  und  negativen  Werte  der  Vertikalkräfte  hin- 
gewiesen. 

Um  diese  geraden  Linien  darzustellen,  genügt  es  die  vorstehenden 
Grenzwerte  au&utragen,  man  erhält  dann  die  auf  A^Bj,  Fig.  638,  ge- 


*)  Vgl.  Müller- Breslau,  Graphostatik.     Leipzig,  Baumgärtner'B  Buchhandlung. 
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zeichneten  Werte.     Wirkt  die  Bjaft  P  in  n,  so  stellen  die  Ordinaten  bc 

und  ab  die  Schubkräfte  in  A^  und  B^  bezw.  in  A  und  B  dar.     ^^i^kt 

P  in  der  Mitte  v,  so  stellen  die  in  der  unteren  Figur  mit  %  b^  und 

bj  Ci  bezeichneten  Ordinaten  die  Maximalwerte  von  A  und  B  dar^ 

P^ 
o 


A  =  B  = 


•  =  ±V. 


Flg.  53S. 


In  Fig.  539  hegen  eine  Reihe  von  Einzellasten  in  gleichbleibender 
Entfernung  auf  dem  Träger.  Ersetzen  wir  dieselben  durch  ihre  Mittel- 
kraft R,  so  haben  wir  bereits  im  I.  Band  Andeutungen  gemacht,  dass 
die  Lage  derselben  sich  meist  in  der  Nähe  des  gefährUchen  Querschnittes 


Flg.  539. 


bewegt,  bei  den  in  den  Fig.  139,  140,  S.  118  Band  I,  belasteten  Balken 
fällt  die  Mittelkraft  mit  der  Lage  des  gefährhchen  Querschnittes  zusam- 
men. Bewegen  wir  nun  die  obige  Gruppe  von  Kräften  in  Richtung  des 
Pfeiles  über  den  Träger  —  beispielsweise  eine  Lokomotive,  deren  Trieb* 
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räder  beliebig  belastet  sind  —  so  können  wir  die  Gruppe  durch  ihre 
Mittelkraft  ersetzen,  diese  als  Einzelkraft  wird  offenbar  in  der  Mitte  des 
Trägers  das  grösste  Moment  erzielen;  von  der  Mitte  aus  haben  wir  die 
einzelnen  Kräfte  dann  nur  in  den  gegebenen  Entfernungen  wieder  zu 
verteilen. 

In  Fig.  540  ist  dieser  Grundgedanke  durchgeftihrt.   Die  Resultierende 
R   der   gegebenen   Kräfte  1,  2,  3,  4  suchen   wir   zunächst  durch   ein 

Fig.  540. 


Seilpolygon  mit  dem  Pol  0,  übertragen  R  nach  der  Mitte,  nach  R^i  und 
finden  ftir  den  Träger  AB  als  ungünstigste  Lage  beim  Überschreiten  die 
Verteilung  I II  IQ  lY;  der  gefahrliche  Querschnitt  des  Trägers  hegt  sonach 
in  II,  wo  das  Moment  ein  Maximum  wird,  die  Schlusslinie  i  des  parallel 
übertragenen  Seilpolygons  Uefert  schUesslich  die  der  ungünstigsten  Lage 
entsprechenden  Auflagerwerte. 

Es  sei,  Fig.  541,  eine  behebige  Gruppe  über  den  Träger  schreitende 
Kräfte  angenommen,  ihre  Resultierende  sei  R,  diese  fällt  zwischen  2  und 
3.  Das  Maximalmoment  kann  sonach  nur  in  den  Angrifispunkt  der  Kräfte 
2  oder  3  fallen,  nach  n  oder  o. 

Das  Moment  in  n  ist  M^  =  Ax  —  P^  b. 

Da  nun  aus  AI  =  R  [1  —  (x  +  c)]  der  Auflagerdruck 


A  =  ya-x- 


c) 


folgt,  80  erhält  die  obige  Momentengleichung  den  Ausdruck 
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Flg.  541  und  541 


Flg.  548  und  544. 
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M.  =  y(l  — X  — c)x  — Pjb 


Diese  Gleichung  liefert  den  gtössten  Wert  für  M,  wenn*) 
1  — c        1         c 


x  = 


(73) 


(74) 


2  2        2 

Die  Trägermitte  muss  also  zwischen  P,  und  R  liegen;  in  dieser 
Lage:  wenn  also  eine  bestimmte  Last  aus  der  Gruppe  von  der 
Trägermitte  so  weit  entfernt  liegt  als  die  Mittelkraft  der 
sämtlichen  Lasten,  so  wird  das  Moment  an  dieser  Laststelle 
den  grössten  Wert  erhalten. 

Die  Exäftegruppe,  Fig.  543,  schreitet  in  Sichtung  des  Pfeiles  über 
den  Träger,  ihre  Resultierende  R  liegt  zwischen  der  ersten  und  zweiten 
Kraft;  die  für  den  Träger  ungünstigste  Stellung  ist  in  der  oberen  Figur 
gezeichnet,  sie  liefert  das  Moment  mm,  welches  zugleich  das  ungünstigste 
des  Trägers  ist.   In  der  unteren  Figur  ist  die  Gruppe  weiter  fortgeschritten 


Fig.  545. 


Die  Gl.  -j-  {-7-  (1  —  X  —  c)  X  —  Pj  bl  =  o  liefert  zuoächst 


dx 


[Ix  —  X*  —  ex]  =  o,  diese  Gl.  ergiebt  1  —  2x  —  c  =  o,  woraus  x  =  J  (1  —  c). 
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und  ist  die  erste  Kraft  Pi  =  I  nahe  im  Auflager  A  angelangt;  durch  pa- 
rallele Übertragung  des  Seilpolygones  übersieht  man,  dass  die  Momente 
viel  kleiner  werden,  als  in  der  ungünstigsten  obigen  Stellung. 

Die  folgende  Konstruktion  von  Weyrauch  zeigt  ein  Verüaliren,  um 
das  grösste  Moment  festzustellen,  welches  durch  eine  bestimmte  Stellung 
erzeugt  wird. 

Die  Lasten  P^  P,  P3  P^,  Fig.  545,  bewegen  sich  in  Richtung  des 
Pfeiles  auf  AB.  Um  nun  zu  bestimmen,  welche  von  diesen  Lasten  über 
dem  bestimmten  Punkt  C  stehen  muss,  um  das  grösste  Moment  in  C 
zu  erzeugen,  trägt  man  senkrecht  in  Aj  auf  Aj  B^  in  umgekehrter 
Reihenfolge  die  gegebenen  Belastungen  P^  .  .  .  P^  an  und  verbindet 
die  Endpunkte  mit  Bj.  Projiziert  man  C  auf  die  Linie  A^B^  und  zieht 
ij  parallel  i  durch  C^,  so  trifft  i^  die  Kraftlinie  Pj.  Wird  das  Last- 
system nun  so  verschoben,  dass  P,  über  C  steht,  so  erreicht  das  Mo- 
ment in  C  sein  Maximum,  welches  dann  in  bekannter  Weise  konstruiert 
werden  kann. 

Eine  Konstruktion  der  Schub-  oder  Querkräfte  V  beim  Über- 
schreiten einer  Gruppe  von  Lasten  über  einen  Träger  ist  in  der 
folgenden  Fig.  546  ausgefiihrt*).  Es  sollen  die  grössten  Schubkraft»  der 
Lastengruppe  P^  .  .  .  P^  beim  Überschreiten  über  AB  flir  die  verschie- 
denen Trägerquerschnitte  festgestellt  werden.  Wir  setzen  hierbei  voraus, 
dass  von  den  ursprüngHch  gegebenen  Lasten  nur  die  Lasten  P^  .  .  .  P4 
auf  den  Trägem  Platz  finden.  Man  trägt  dieselben  in  A^  senkrecht  auf 
Ai  Bj  auf,  benutzt  B^  als  Polpunkt,  und  konstruiert  das  Seilpolygon 
0  I  n  III  IV,  indem  man  ab  als  erste  Seite  horizontal  annimmt;  die 
Kräftelage  Pj  .  .  .  P^,  von  B^  an  beginnend,  ist  hierbei  die  umgekehrte 
wie  auf  AB.  Jede  Ordinate  des  Seilpolygones  in  der  Begrenzung  ab 
und  bc  hefert  die  grösste  positive  Schubkraft,  +  V  filr  den  darüber 
liegenden  Trägerquerschnitt.  Die  grösste  Schubkraft  des  Querschnittes 
in  Pj  ist  +  V.  Ti-ägt  man  die  Trägerentfemung  X  =  AC  von  der  Kraft 
P^  bis  A  von  B  aus  ab,  so  stellt  die  unter  diesem  Punkt  d  liegende 
Ordinate,  —  V,  die  negative  Schubkraft  dar,  welche  dem  Querschnitt  in 
Pi  entspricht. 

Die  Konstruktion  in  Fig.  547  zur  Bestimmung  der  grössten  posi- 
tiven Schubkraft  in  C  schliesst  sich  den  früheren  an. 

Man  lagert  die  Lastengruppe  P^  .  .  .  P^,  welche  auf  dem  Träger 
AB  noch  Platz  hat,  so,  dass  Pj  auf  C  hegt  und  die  linke  Seite  AC  un- 


♦)  Nach  Müller-Breslau,  Graphostatik. 
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belastet  ist.  Man  konstruiert  femer  ein  Seilpolygon,  überträgt  die  Scbloss- 
linie  i  parallel  durch  0,  so  schneidet  diese  A  =  -f-  V  die  grösste  Sdiub- 
kraft,  welche  dem  Querschnitt  in  C  entspricht,  ab. 

Die  Fig.  546  und  547  liefern  das  gleiche  Besultat,  weil  die  An- 
nahmen dieselben  sind. 

Bei  einer  gleichmässig  verteilten  Belastung  ist  die  Bestimmung  der 
Schubkräfte  gleichbedeutend  mit  der  Konstruktion  des  Auflagerdruckes. 

In  Fig.  548  ist  die  Last 
bis  m  Yorgeschoben,  die  Spann- 

WM^^f^f^^ff^^^^^^^^M^     weite  ist  1,  die  yeränderliche 

^^  Y  "^^  ^^    Entfernung  des  Auflagers  A 

^  1         ^  ^      von  m  ist  X. 

Aus  der  dem  Punkt  m 
entsprechenden  Auflagerglei- 
chung 


Fig.  548. 


Al  =  q(l  — x) 

folgt 

q(l_x)« 

^-       2l 

A  stellt  uns  zugleich  die 
grösste  Schubkraft  im  Quer- 
schnitt m  dar. 


1  — : 


=  V.„   (75) 


Diese  Gleichung  bedeutet  wieder  eine  Parabel,  für 

X  =  1  folgt  A  =  V  =  0,  fiir  X  =  0,  A  =  V  =  ^. 

Die  Konstruktion  kann  in  dem  Sinne  der  Fig.  299  durchgefiihrt 
werden,  da  die  Gl.  31  S.  263  nur  die  umgekehrte  Lage  der  Belastung 
obiger  Figur  darstellt. 

Die  Bogenpunkte  der  Parabel  findet  man  aber  auch  durch  die  in 
Fig.  548  angedeutete  Konstruktion. 

Man  trägt  ac  =  -|-  auf,  zieht  cb,  schneidet  durch  die  Senkrechte 

md  in  d  ein,  zieht  de  parallel  ab  und  verbindet  e  mit  b,  welche  Linie 
in  g  einen  Bogenpunkt  hefert. 

In  den  /\  abe  und  fgb  verhält  sich 

fg  :  ae  =  (1  —  x)  :  1  und  weil  ae  =  fd 

f  g  :  f  d  =  (1  —  x)  :  1,  woraus 

'^-'■^ C.) 


fd 


1 
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Ferner  verhält  sich  fd :  ac  =  (1  —  x) :  1,  sonach  folgt 
fd        1  — X 


ac  1 

beide  Gleichungen  miteinander  multipliziert,  erhält  man 
fg_/^l-x 
ac 


(b) 


f — ^ — )  ;  da  nun  ac  =  ^,  so  wird 

f^_q7i-^V_qa-^)^_v 

^~  2   V     1     /   ~        21        ""    ~" 


Trägt  man  Am  =  x  nach  Bm^^,  so  ist  die  unter  m^  hegende 
Ordinate  W^,,,  bezw.  Fig.  299,  die  Auflagerreaktion  in  B,  wenn  die  Last 
Yon  B  bis  m  vorgeschritten  ist. 


Fig.  549. 


In  Fig.  549  wirken  eine  gleichmässig  verteilte  Last  p,  das  Eigen- 
gewicht des  Trägers  mit  einer  Verkehrslast  q  kg  auf  d.  lauf,  m  zusam- 
men auf  den  Träger  AB  ein. 

Die  Yertikalkraft  der  gleichmässig  verteilten  Last  auf  den  ganzen 
Träger  tragen  wir,  da  ihre  Verteilung  einer  geraden  Linie  entspricht,  als 

±-y  beiderseitig  in  A^  und  B^  an;  hierzu  die  Abschlusslinie  der  oberen 

Verkehrslast  A^scB  als  Parabel  (Fig.  299  und  548),  so  ergeben  sich 
durch  die  Ordinatenzusammensetzungen  die  Schubkräfte.  Die  Schubkraft 
in  der  Lage  m  ist  ab  +  bc  =  V»^,  diejenige  Vertikalkraft,  welche  als 
positiv  gedacht  in  B  wirkt.  Die  Vertikalkräft^  von  s  aus  nach  links 
werden  negativ.  (In  der  Figur  ist  der  Buchstabe  c  in  dem  Parabel- 
Schnittpunkt  etwas  tiefer  zu  setzen.)  — 
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Der  Träger  AB,  Fig.  650,  ist  unmittelbar  durch  die  beiden  TTriigw 
tt  mit  P  belastet,  P  bewegt  sich  in  Richtung  des  Pfeiles  auf  den  oberen 
Träger,  es  sollen  die  Momente  festgestellt  werden.  Wie  uns  aus  Fig.  528 
bekannt  ist,  erhalten  wir  die  grössten  Momente,  wenn  P  in  die  Stellungai 
Pi  und  P,  gelangt;  aus  dem  Seilpolygon  ergeben  sich  hierfür  die  Werte 
Si  und  Sg.     Trägt   man    diese  Ordinaten  an  Aj^B}  in  der  betre£fenden 

Fig.  550. 


Stelle  an,  so  erhält  man  die  Begrenzung  AjmBj,  aus  welcher  man  alle 
anderen  Ordinaten  entnehmen  kann. 

Wenn  P  ohne  Rücksicht  auf  die  T  Träger  in  der  Mitte  derselben  un- 
mittelbar auf  AB  steht,  so  hat  das  zugehörige  Moment  die  Grösse  Sq, 
welches  in  unserem  Falle  kleiner  als  s^  ist.  Der  Einfluss  der  beweglichen 
Last  ist  durch  die  Träger  t  somit  leicht  zu  übersehen.  Mit  Rücksicht 
auf  den  Polabstand  f  lassen  sich  die  Momente  wie  in  den  früheren  Bei- 
spielen berechnen. 

Die  ungünstigste  Stellung  ist  überhaupt  die  Mittelstellung,  wmotl 
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die  der  T  Träger  als  die  der  Last  P  auf  dem  oberen  kleinen  Träger,  diese 
Mittelstellung  dürfte  den  grössten  Einfluss  auf  den  Balken  AB  ausübeh. 

Die  Bestimmung  der  Schubkräfte  bei  der  indirekten  Belastung 
durch  eine  bewegliche  Einzellast  erfordert  wieder  eine  besondere  Be- 
trachtung. 

Bei  der  ruhenden  Einzellast  P,  Fig.  528,  haben  wir  durch  Vermit- 
telung  der  Seilpolygonlinie  III  die  durch  das  Seüpolygon  gefimdenen 
Auflager  A  und  B  in  die  beiden  Trägerreaktionen  C  und  D  geteilt 

Fig.  551  und  552. 


Die  Schubkraft  im  linken  Träger  t  ist  V  =  A  —  C,  sie  ist  in  Fig.  552 
eingetragen,  und  hegt  zwischen  den  Linien  i  und  IIL  Die  Schubkraft 
in  C,  also  auch  die  innerhalb  CD,  wird  nun  Null,  wenn  die  Linien 
ni  und  i  zusammenfallen,  wenn  also,  wie  in  Fig.  551,  III^  parallel  i^. 
Es  kommt  nun  wesenüich  darauf  an,  die  Stellung  von  P  innerhalb  CD  zu 
finden,  bei  welcher  die  Schubkraft  in  C  Null  wird,  bei  welcher  also  in 
C  ein  grösstes  Moment  vorhanden  ist;  es  ist  dies  ofifenbar  von  Belang, 
sowohl  für  einfEtche  als  auch  für  Fachwerksträger,  da  iin  letzteren  Falle 
die  Verteilung  der  Zug-  und  Druckstreben  in  Betracht  kommt  (s.  die 
folgenden  Beispiele);  man  kann  dann  sofort  diejenige  Lage  der  beweg-^ 
liehen  Last  feststellen,  bei  welcher  das  grösste  Moment  vorhanden  ist 


Heeht,  Mtohuilk.    m. 
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Zieht  man,  Fig.  661,  A^B^  oder  i,  parallel  AB  und  durch  C  und 
D  zwei  senkrechte  Linien;  zieht  man  femer  die  Linie  A^ys  unter  einem 
beliebigen  Winkel,  vu  oder  lü^  parallel  A^Bj,  so  ist  der  Schnittpunkt 
u  in  der  Geraden  sB^  bestimmt.  Durch  s  zieht  man  dann  die  Senk- 
rechte swyz;   diese  liefert  die  Lage  von  P,  für  welche  die  Vertikalkraft 

Fig.  »53,  554  und  555. 


in  CD  Null  wird.  Man  nennt  diese  Lage,  bezw.  den  Punkt  z  die  Be- 
lastungsscheide. Die  Vertikal-  oder  Schubkraft  wechselt  in  derselben 
ihr  Vorzeichen,  eine  Belastung*rechts  von  sz  erzeugt  eine  positive,  eine 
links  von  z  eine  negative^Schubkraft.  Die  Konstruktion  der  Belastungs- 
scheide lässt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  vereinfEtchen. 


Fig.  56«  und  557. 
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Zieht  man  durch  die  Schnittpunkte  u  und  j  die  Linie  uyx,  Fig.  651, 
und  verbindet  x  mit  Aj,  so  sind  zunächst  die  Dreiecke  C^yx  und  D^yu 
ähnhch;  es  verhält  sich 

CiX:DiU  =  Ciy:Diy 
und  wegen  Uli  parallel  i^, 

CjX:DiU  =  VW  :uw. 

In  dem  A  ^lys  "^d  B,  ys  verhalten  sich  femer 
VW  :  1,  =  uw  :  Ij  oder  vw :  uw  =  1^:1^, 
sonach  ergiebt  sich  die  Proportion  Cix:DiU  =  li  :1,. 

Femer  verhält  sich  Cj x :  Dj  u  =  xy  :  yu,   sonach  auch 
1^:1,  =xy:yu, 
das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  A^x  parallel  su  ist. 

Hiemach  ergiebt  sich  die  folgende  einÜEtche  Konstruktion  der 
Belastungsscheide*).  '• 

Man  zieht,  Fig.  653,  durch  die  Auflager  A  und  B  die  beliebigen 
parallelen  Linien  Ax  und  Bu.  Die  Verbindungslinie  xu  der  Schnitt- 
punkte der  Senkrechten  auf  C  und  D  kreuzen  den  Hauptträger  AB  in 
z,  welcher  Punkt  die  Lage  der  Belastungsscheide  ist 

Wir  haben  in  Fig.  554  das  Moment  in  C  fiir  diese  Lage  konstmiert, 
in  Fig.  555  die  Kraft  P  nach  P^  in  die  Mitte  des  Nebenträgers  und 
nach  Pg  gerückt,  in  beiden  Fällen  wird  M  kleiner.  Die  Schubkräfte  in 
C  und  innerhalb  CD  werden  in  Fig.  553  und  564  Null,  während  sie  für 
Fig.  555  durch  Übertragung  der  Schlusshnie  i^  bezw.  i,  in  den  Kräfte- 
plan Fig.  554  aus  der  Zeichnung  entnommen  werden  können.  — 

Lassen  wir  femer  eine  Gruppe  von  Einzelkräften,  bezw.  Einzel- 
lasten, z.  B.  einen  Eisenbahnzug  über  einen  Träger  sich  bewegen, 
Pi  Pg  Pg  P4,  Fig.  566,  welcher  durch  Querträger  t  auf  einem  Haupt- 
träger AB  ruht,  es  ist  dies  also  eine  mittelbare  oder  indirekte  Be- 
lastung einer  Gruppe  Einzelkräfte,  so  handelt  es  sich  zunächst  um 
die  Bestimmung  der  Momente,  nach  welchen  der  Haupttiüger  zu  be- 
rechnen ist. 

Eine  derartige  Belastungsart  tritt  bei  allen  Brückenkonstruktionen  ein, 
über  welche  sich  Verkehrslasten  bewegen;  wie  dies  aus  Fig.  668  zu  ersehen  ist. 

Die  beiden  Hauptträger  T|  werden  durch  Querträger  q  in  2  bis 
4  m  Eutfemung  verbunden,  zwischen  diesen  sind  Längsträger  1  einge- 
nietet, auf  diesen  ruhen  unmittelbar  durch  Langschwellen  oder  mittel- 
bar durch  Querschwellen  die  Eisenbahnschienen,  welche  die  Verkehrs- 


*)  8.  u.  a.  auch:  Lauenstein,  Graphische  Statik.     Stuttgart,  Bergsträaser. 
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lasten  aufiiehmen.  Die  Belastung  der  Querträger  und  Längsträger  ist 
also  eine  mittelbare,  in  demselben  Sinne  sind  auch  die  Haupttmger  be- 
lastet, die  Belastung  der  Längsträger  ist  event.  eine  unmittelbare. 


Fig.  &58. 


Zur  Konstruktion  der  Momente,  Fig.  667,  haben  wir  das  in  Fig.  646 
angegebene  Verfahren  verwendet. 

Fig.  659. 


Wir  tragen  die  gegebene  Kräftegruppe  P^  .  .  .  P^  auf  die  Träger- 
hilfslinie A}  B|  auf  und  ziehen  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte 
mit  B|;   wesenüich  ,  ist  die  letzte  VerbindungsUnie  B^c.     Wir  projizie- 
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ren  femer  die  Angrift- 
punkte  C  und  D  der  Triiger 
tt  nach  C}  und  D^  und 
ziehen  die  Linien  Cj  C|  und 
D^  d^  parallel  der  Linie 
B^c.  Die  erstere  CjCi  tarifit 
die  Kraft  P,,  D^d^  die 
Kraft  P4.  Stellen  wir  die 
Gruppe  Pj  .  . .  P4  nun  so 
über  AB,  dass  P,  in  die 
Lage  C  kommt,  wie  in 
Fig.  667  ausgeführt  ist,  und 
konstruieren  das  zugehörige 
Seilpolygon  0 1 II  miV,  so 
liefert  uns  die  Schlusslinie 
durch  die  Momentenordi- 
nate das  Moment  M,  an 
dieser  Stelle. 

Stellen  wir  femer  die 
Grappe  so  auf  AB,  dass 
P4  auf  D  zu  stehen  kommt, 
so  liefert  das  zugehörige 
Seilpolygon  0, 1,  U,  IE,  IV 
das  grösste  MomentJ[fur*t 
in  D.C 

Beide  haben  wir  in  den 
Hauptträger  AB  übertragen 
und  erhalten  somit  die 
Maxim  almomentenfläche, 
aufweiche  der  Haupttiüger 
zu  berechnen  ist;  die  Mo- 
mente selbst  finden  sich 
durch  den  zu  Grunde  ge- 
legten Polabstand. 

Zur  Vergleichung  ha- 
ben wir  in  Fig.  669  die 
Summe  der  Kräfl;e 

unter  Beibehaltung  desselben  Polabstandes  in  der  Mitte  des  Nebenträgers 
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zwischen  tt  angt^eifen  lassen,  und  die  Momente  im  Sinne  der  unbeweg- 
ichen  mittelbaren  Last,  Fig,  628.  konstruiert;  es  ergiebt  sich^  da  die 
leicben  Längen  Verhältnisse  zu  Grunde  gelegt  sind»  dass  die  Momente 
M<t  in  C  und  D  kleiner  werden  als  bei  der  beweglichen  Lasteugnippe, 
wie  dies  vorauszusehen  war,  da  die  Konstruktion  in  Fig.  556  die  Maximal- 
omente  liefert. 

Beispiele«    !•  Ein  Träger  von  12  m  Spannweite  ist  mit  6  Druck- 
äften  belastet,  Fig.  560,  etwa  eine  Lokomotive  mit 

p^  ^  pjj  =  pjj  =  16  tons  und  P^  =  P^  =  P^  =  7,5  tons 
Belastung.  Es  haben  alle  6  Lasten  Raum  auf  dem  Träger.  Man  sucht 
zunächst  mit  Hilfe  eines  Seilpolygones  die  Resultierende  R,  ihren  kleinsten 
Abstand  von  Pg  der  zunächst  liegenden  Kraft  ergiebt  die  Zeichnung. 
it  Rücksicht  auf  die  Mitte  m  des  Trägers  (vgL  S.  511)  tritt  das  grosste 
[oment  ein,  wenn  V^  nach  n  verlegt  mrd;  so  dass  P^  von  m  in  der- 
selben Entfernung  wie  R  von  m  zu  liegen  kommt;  die  Resultierende  R 
wiii'de  dann  nach  r  fallen*  Verschiebt  man  nun  die  Lastgnippe  um  pn 
oder  richtiger  den  Träger  um  pn  nach  Ihiks  in  die  Lage  A^  Bj,  so 
mmt  Pg  nicht  mehr  auf  den  Träger  zu  liegen,  das  in  Betracht  körn- 
ende Moment  mit  der  Schlusslinie  ij  ist  dann  mj.  In  derselben  Weise 
kann  man  die  Betrachtung  für  4  Lasten  auf  den  Träger  durchfuhren; 
ir  haben  sie  in  der  Figur  fm-  3  Lasten  durchgeführt,  und  zwar  haben 
angenommen,  dass  die  3  grössten  Lasten  P^  Pj  Pg  auf  dem  Träger 
hen^  und  zwar  P^  in  der  Mitte.  Eine  Resultierende  zu  suchen,  ist  dann 
icht  erforderlich;  man  erhält  das  Moment  m^;  das  ist  allerdings  grösser 
m|,  daraus  ergiebt  sich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  i  Lasten 
*,  Pg  Pj  l\  kein  grösseres  Moment  liefern,  welche  Untei-suchung  wir  nicht 
durchgeführt  haben,  dass  die  Stellung  von  1^  P^  P3  in  der  Trägermitte 
den  Träger  am  meisten  beanspmcht.  Bei  dem  gewählten  Polabstand 
|^=:r  7,5  findet  man 

M„..  =  m,  f=  125000  .  7,5  =  93750  kgm. 
Hat  die  Gruppe  der  Ki*äfte  eine  geringe  Ausdehnung  im  Verhältnis 
Spannweite  des  Trägers,  um  so  mehr  kann  man  die  Resultierende 
ölben  in  der  Mitte  des  Trägers  angt^eifen  lassen  und  deren  Moment 
Maximalmoment  verwerten.    Je  grösser  die  Ausdehnung  der  Gruppe, 
so  vielseitigere  Stellungen  aui*  dem  Träger  sind  denkbar,  jede  dieser 
Bllungeii  ist  dann  in  Bezug  auf  ihr  Maximalmoment  zu  untersuchen;  da 
immer  wieder  dasselbe  Seilpolygon,  bezw.  denselben  Kräfleplan  ver- 
enden kann;    indem  nicht  die  Gruppe»  sondeim  der  Träger  selbst  ver- 
boben  wird,  so  ist  die  Ausführung  der  Konstruktion  nicht  so  verwickelt 


A 
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II.     In  Fig.  561   liegt  derselbe  Träger  zunächst  auf  Qaerträgeni 
und  diese  ruhen  auf  dem  Hauptträger  AB.    Die  Kräftegruppe  1 ....  6 


belastet  also  den  Hauptträger  mittelbar,  indirekt   Um  beim  Überschreiten 
der  Lastengruppe  die  gröeste  Momentenfläche  zu  ermitteln,   tragen  wir 
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e  ürHftegruppe  pn  =^  l .  .  .  6  senkrecht  an  die  Horizontale  pm,  welche 
der  Trägerlänge  entspricht,  an.  Da  nur  die  SchlussUiüe  mn  maasgebend 
ist,  80  haben  mr  nicht  nötig,  die  einzelnen  Kräfteendpmikte  mit  m  zu 
verbinden,  wie  z,  B.  in  Fig.  556,  sondern  projizieren  die  Quertrageriagen 
ti  t|  t3  nach  unten,  und  ziehen  von  den  Punkten  a,  b,  c  aus  Parallele  zu 
mn,  welche  die  ICräfte  2,  3  und  4  schneiden;  das  heisst,  wenn  wir  die 
Last  2  auf  tj  verschieben,  so  erhalten  wir  für  den  Querträger  t^  daa 
grösste  Moment,  wenn  wir  Last  3  auf  t^  und  Last  4  auf  t,  verschieben, 
so  finden  wir  für  t^,  bezw,  t^  die  grössten  Momente. 

Das  der  ersten  Verschiebung  entsprechende  Seilpolygon  ist  mit  A^Bj 
bezeichnet,  es  liefert  ftir  t^  das  Moment  m^;  die  zweite  Verschiebung, 
Last  3  auf  t^,  entspricht  dem  Träger  A^B^  und  dem  grössten  Moment 
m^  für  tj.  Die  dritte  Verschiebung  Last  4  auf  tj,  durch  den  Träger 
A3B3  dargestellt^  ergiebt  das  Moment  m^.  Diese  3  Momente  sind  in  die 
Hauptfigur  übertragen,  die  Verbindungslinien  der  Endpunkte.  Die  Ein- 
flusslinien bilden  die  Begrenzung  der  Maximalmomentenääche,  richtiger^ 
der  Einflussfläche. 

Als  grÖBstes  Moment  m^  im  TrägerangrifTspmikt  b  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  den  Polabstand 

m,  =  130000  •  7,5  =  97500  kgm. 

Bei  der  ersten  Verschiebung  kommt  6  nicht  in  Betracht,  bei  der 
zweiten  sind  die  beiden  Lasten  5  und  6  wirkungslos,  bei  der  dritten 
wirkt  6  auf  das  Auflager  B3.  — 

Die  graphische  Konstruktion  der  Schub-  oder  Vertikal- 
kräfte bei  Oruppenlasten  und  mittelbarer  Belastung  lässt  sich 
in  der  folgenden  Weise  ausfuhren. 

Es  sei,  Fig.  562,  AB  der  gegebene  Hauptträger,  t^  ...  t^  die  Quer- 
träger, aiif  welchen  durch  Vermittelung  eines  Nebenträgers  die  Gruppen- 
last Pj  .  .  .  P7  sich  bewegt.  Die  Lastengnippe  behält  immer  die 
gleichen  Abstände  von  den  einzelnen  Lasten  und  hat*  wie  aus  der  obers- 
ten Zeichnung  des  Trägers  zu  ersehen,  die  ganze  Gruppe  Raum  inner- 
halb der  Auflager  AB. 

Nach  der  in  Fig.  646  angegebenen  Konstruktion  tragen  wir  zunächst 
auf  die  Linie  ab  die  gegebenen  Kräfte,  in  b  von  1  beginnend,  nament- 
lich in  Rücksicht  auf  ihre  Abstände  auf,  auf  die  Linie  ac  hingegen  von 
a  beginnend,  die  Kräfte  in  Rücksicht  ihrer  Stärke;  b  wird  als  Polpunkt 
betrachtet  und  es  werden  mit  ab  als  Nulllinie  die  SeiUinien  I  bis  VU 
gezeichnet  Das  Seilpoljgon  trägt  man  dann  in  dieselbe  Figur  inner- 
halb der  Kräfte  ein,  oder,  wie  wir  es  gethan,  auf  eine  besondere  Linie 
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ww.  Die  grössten  Schub-  oder  Vertikalkräfte  für  die  Querträger  fallen 
in  deren  Stützpunkte  m,  n,  o^  p,  und  zwar  indeijn  man  sich  die  Gruppe 
rechts  von  dem  betreffenden  Stützpunkt  mit  der  ersten  Kraft  im  Stütz- 
punkt ausgebreitet  denkt  Man  nennt  dies  die  Normalstellung. 
Links  von  diesem  Punkt  ist  keine  Belastung  vorhanden.  In  Wiridichkeit 
erhalten  wir  also  im  Stützpunkt  die  Auflagerreaktion,  welche  der  Schub- 
kraft +  V,^,  wie  aus  dem  Früheren  bekannt,  gleich  sein  muss.  Die 
grösste  Schubkraft  in  n  für  den  Träger  t,  ergiebt  sich  dadurch,    dass 
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wir  die  Last  1,  bezw.  P^,  in  t,  aii&tellen  und  uns  die  anschliessende 
Gruppe  2,  3  ...  7  rechts  verbreitet  denken. 

Die  Schubordinate  ss  liefert  dann  +Vm-  Für  den  Querträger  t^ 
würden  wir  seiner  Normalstellung  entsprechend  Y^  erhalten.  Um  nun 
aber  sicher  zu  sein,  dass  bei  der  Bewegung  der  Gruppe  von  rechts  nach 
Unks,  von  B  nach  A,  die  Lastenstellung  P,  oder  2  auf  n,  bezw.  auf  t,, 
keine  grössere  Schubkraft  erzeugt,  denkt  man  sich,  wie  in  zz  angedeutet, 
2  auf  tg  gestellt,  dadurch  wird  1  um  die  Entfernung  e  weiter  nach 
links  fallen. 

Bezeichnet  man  die  Schubkraft,  welche  1  auf  t^  ausübt,  mit  Pq,  die 
Entfernung  zwischen  t^  und  t,  mit  X,  so  lässt  sich  Pq  berechnen  aus 
der  Gleichung  Pq  X  ^  Pi  e,  es  folgt 

(76) 


P«  _  e 


F,         X      •••••••     • 

Diese  Gleichung  lässt  sich  graphomathematisch  ausführen,  wenn 
man  P^  nach  uu  unterhalb  tj^  aufträgt,  die  linie  us  zieht  und  die  Lage 
der  Last  1  nach  unten  projiziert  Pq  ergiebt  sich  dann  aus  dem  Drei- 
eck uns. 

Die  senkrecht  unter  1  liegende  Schubkraft  V^  ist  nun 

Vo  =  Ao-Po (77) 

Die  Ordinate  von  A^  ist  aber  vv,  sonach  lässt  sich  auch  Vq,  die 
Schubkraft  von  1,  bei  der  Lastenstellung  2  auf  t,  aus  der  Zeichnung 
entnehmen.     Ist  nun 

Vo>V, (78) 

SO  ist  die  Gruppenstellung  2  auf  t^  die  für  t,  gefährlichere;  andernfalls 
bleibt  1  auf  tg  als  Normalstellung  massgebend. 

III,  In  Fig.  563  ist  der  Hauptträger  AjBj  durch  Vermittelung 
der  Querträger  to  •  •  •  t^  mit  der  Gruppe  (eine  Lokomotive) 

Pi  =  P,  =  P3  =  15000  und  P^  =  Pg  =  Pg  =  7500  kg 
belastet.  Die  Lasten  haben,  wie  aus  AB  ersichtlich,  Raum  auf  dem 
Träger.  Wir  tragen  auf  ac  von  a  an  die  Grössen,  auf  ab,  von  b  be- 
ginnend, die  Lagen  der  Lasten  auf,  und  konstruieren,  wie  in  Fig.  562, 
das  Seilpolygon  o  ...  VI.  Das  letztere  haben  wir  hier  mit  in  die  Figur 
abc  eingezeichnet. 

Die  Normalstellung  l  auf  t^  ergiebt  aus  der  Ordinate  des  Seilpoly- 
gones  Vj  v^  =  Vj  als  grösste  Schubkraft.  Um  festzustellen,  ob,  wenn  2 
auf  ti  steht,  keine  grössere  Schubkraft  erzielt  wird,  tragen  wir  die  Last 
1  links  an  2  an,  verbinden  v^  mit  n,  dem  Endpunkt  von  P^,  und  ent- 
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nehmen  die  Schubkraft  für  1,  das  ist  Vq,  senkrecht  unter  1  aus  der 
Zeichnung. 

Die  Normabtellung  der  Gruppe  1  auf  t|  ergiebt  4~  ^s  ^^  max;  die 
Stellung  1  auf  t,  die  Maximalschubkraft  V,.  Die  Untersuchung,  ob  1, 
wenn  2  auf  t,  steht,  eine  grössere  Schubkraft  liefert ,  haben  wir  auch 
durchgeführt;  man  überträgt  P^  nach  n^  unter  t^,  indem  man  die  Linie 
nnj  zieht,  und  verbindet  m  mit  n^,  so  wird  V^,  die  Schubkraft  unter  1, 
für  das  Feld  t^t,  abgeschnitten. 

Die  Zeichnung  liefert  Vq  <  Vj  und  Vj  =  2600  kg;  Vo  fiir  die 
zweite  Stellung  <  V,  und  V,  =  1450  kg;  Vg  =  500  kg  und  V^  =  0. 

In  der  Nebenfigur  sind  die  Schubkräfte  für  die  bewegliche  Lasten- 
gruppe eingetragen,  und  zwar  für  die  Bewegung  von  rechts  nach  links. 

IT.  Auf  2  Hauptträgem  AB,  Fig.  564,  liegen  9  Querträger,  auf 
diesen  durch  Längsträger  die  Lasten 

Pj  ==  15,  P,  =  P,  =  13,  P4  .  .  .  Pg  =  9  Tons, 
welche  in  der  Zeichnung  mit  1  bis  8  bezeichnet  sind.     Die  Spannweite 
sei  1  =  20  m. 

1.  Wir  denken  zunächst  die  Quer-  und  Längsträger  als  nicht  vor- 
handen und  die  gesamte  Belastung  von  2P  =  86000  kg  ruhend  und 
gleichmässig  verteilt  mit 

«^  =  43000  kg 

auf  einem  der  Träger  AB  liegen;  dann  ist  das  Maximalmoment 

43000-20        ,^^e/x/M 
=  107  500  kgm; 

die  Maximalschubkraft 

V=  1^  =  21600  kg. 

Die  Trägerhöhe  sei  h  =  2  m;  die  zulässige  Spannung  kb  =  400  kg 
auf  den  qcm  soll  nicht  überschritten  werden. 

Das  Eigengewicht  eines  Trägers  ist  sodann  nach  S.  160,  Band  II 


-h+iF^i^TTrl 


der  Koeffident  a  hängt  von  der  Spamiung  kb  ab  und  ist 

2000' 
wenn  kt  in  kg  auf  d.  qm  gerechnet  wird;  man  erhält 

4000000      .^^ 
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aFr    o    .      ^107500  + 2 -21600      T       , ._  . 
P  =  H^-^ +  2000. 2-20(4. 2  +  2Ö)-J  =  ^^Q'^ 
auf  d.  lauf.  m. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Eigengewicht  ist  das  Maximahnoment  hier- 
nach, gleichmässige  Verteilung  der  Last  angenommen, 

M  =  107  600  +        ,        =  131 600  kgm  .     .     .     (a) 

o 

Wir  haben  nun  in  der  Figur  die  Einzellasten  Pj  .  .  .  Pg  zu  einem 
beliebigen  Polpunkte  0  vereinigt,  ein  hier  nicht  gezeichnetes  Seilpolygon 
konstruiert,  durch  die  Schlusslinie  i  die  Auflager  A  und  B  festgestellt 
und  mit  demselben  Polabstand  für  den  Polpunkt  0^  die  Momenteufläxshe 
konstruiert,  welcher  jetzt  die  horizontale  Schlusslinie  mn  entspricht.  Fer- 
ner haben  wir  ebenso  die  gleichmässig  verteilte  Jiast  pl  in  einer  Figur 
aufgetragen  und  mit  dem  Polpunkt  Og  das  Seilpolygon  mnp  konstruiert, 
die  grösste  Ordinate  pr  in  der  Mitte  entspricht  der  Einzellast  pl  in  r, 
der  gleichmässig  verteilten  Last  entspricht  die  Ordinate  ro  =  ^pr;  durch 
die  Punkte  mon  haben  wir  dann  die  Parabel  der  gleichmässig  verteilten  Last 
gezeichnet  und  geben  die  Summen  der  Momentenordinaten,  M^M^M,  .  .  . 
die  Momente  in  den  Trägerquerschnitten,  ohne  Rücksicht  auf  eine  mittel- 
bare und  auf  eine  bewegliche  Belastung. 

Um  die  genaue  Lage  des  Maximalmomentes  festzustellen,  haben  wir 
die  Schubkräfte  V  im  Sinne  der  Fig.  624  u.  a.  festgestellt,  im  Punkt  z 
wird  V  =  0.  Das  grösste  Moment  für  diese  konstante  Belastungsart  ist 
aus  der  Zeichnung 

Ml  =  22740  .  f  +  4760  •  f  =  22740  •  6  +  4760  •  6  =  137600  kgm 
ersichtlich,  wenn  f  =  5  und  die  Ordinaten  aus  den  beigezeichneten  Mass- 
stäben entnommen  werden.     Durch    die  Annahme  der  Einzellasten   er- 
halten w  also  ein  grösseres  Moment  als  oben  in  (a)  M  =  131600  kgm. 

2.  Wir  nehmen  femer  an,  die  Einzellasten  Pj . . .  Pg  hegen  ruhend 
mittelbar  auf  AB,  das  heisst  durch  Vermittelung  der  Querträger  t^  . . .  tg. 
Die  Konstruktion  der  Momente  erfolgt  jetzt  im  Sinne  der  Fig.  630.  Die 
Momente  können  aus  den  Ordinaten  unterhalb  der  Querträger  entnom- 
men werden,  die  Schubkräfte  V  aus  der  untersten  Figur,  welche  mit  dem 
Polpunkt  O3,  konstruiert  wurde. 

Das  grösste  Moment  M,  unterhalb  t^  ist 

Mg  =  22400  .  5  +  4800  •  5  =  112000  +  24000  =  136000  kg, 
also  etwas  kleiner  als  M^. 

Die  Vertikalkraft  unterhalb  P^,  bei  unmittelbarer  Belastung,  inner- 
halb ti  tj  ist  aus  der  mittleren  Figur  V^  =  21600  kg,  aus  der  unteren 
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Figur  also  im  Felde  t^  u,  V4  =  26500  kg.     Das  grosste  Moment  fiir  die 
ruhende  mittelbare  Last  liegt  im  Träger  t^,  im  Punkte  y,  wo  V^o. 

3.  Die  gesamte  Lastgruppe  Pj  .  .  .  Pg  bewegt  sich  über  den  Träger, 
mittelbare  Belastung  angenommen.  Die  Konstruktion  der  Momente 
Fig.  565  ist  nach  Fig,  561,  die  der  Vertikalkräfte  nach  Fig.  662,  563 
ausgeführt. 

Bei  unmittelbarer  Belastung  der  Einzellastgruppe  P^  .  .  .  P^,  also 
ohne  Anwendung  der  Querträger ^  würde  die  Konstruktion  der  Momente 
und  Vertikalki*äfte  im  Sinne  der  Fig.  545,  546  durchzuführen  sein. 

Zur  Berechnung  der  Momente,  ohne  Ilücksicht  auf  das  Eigengewicht, 
haben  wir  in  Fig.  565,  senkrecht  auf  ab  in  a  die  Einzelkräfte  aufgetragen, 
das  Seüpoljgon  0 1  .  .  ,  VIII  mit  Polpunkt  0  im  Abstand  f  =  5  für  die 
Normalstellung  der  Einzellasten  (Fig.  564)  konstruiert»  Aus  der  Ver- 
teilungsiigur  abc  ist  zu  entnehmen,  dass,  am  für  die  Querträger  die 
grössten  Momente  zu  erhalten,  man  P^  auf  t|,  P,  auf  t^,  P^  auf  tj, 
P4  auf  t^,  P5  auf  tj  u*  8.  w.  stellen  muss.  Man  erreicht  dies,  wie  in 
AqBo  geschehen,  wenn  mau  AB  bezw.  AoB^,  im  betreffenden  Sinne  ver- 
schiebt. Die  Seilpolygonseiten  o  und  VIII  schneiden  dtmn  in  den  Ter- 
scluedenen  Pnnkt«*n  Aj  A^  A^  —  Bj  B^  B3  .  .  .  ein,  welche  jedesmal  eine 
besondere  Schlusshnie  liefern,  diese  ergeben  dann  die  jeweiligen  unter 
tjtj  .  .  *  liegenden  Momente;  die  letzteren  sind  unterhalb  der  Figur  zu- 
sammen zu  einer  Momentenfläche  vereinigt. 

Das    grosste    Moment  ist  mg  unterhalb  tg.     Der  Träger  AB  wäre 
also  bei  konstantem  Querschnitt  nach  diesem  zu  berechnen;  es  ist 
m^  =23500-0=^  117500kgm. 

Hierzu  noch  das  grosste  Moment  des  Eigengewichtes  24000  kgm 
gezählt^  erhält  man  141500  kgm.  Hiernach  erkennen  wir,  dass  die  Be- 
wegung der  Last  im  Vergleich  zxir  nihenden  von  grösserem  Einfluss  ist, 
die  Difl'erenz  ist  14 1  500— 137500  =  40000  kgm,  den  geringsten  Ein- 
fluss hat  die  als  gleicbmässig  verteilt  gedachte  Last  der  sämtlichen  Einzel- 
lasten,  M  =  131500  kgm. 

Die  Schubkräfte  Vj  bis  V^,  welche  bei  der  Bewegung  der  Last- 
ppe  auf  einen  mittelbar  belasteten  Träger  AB  in  den  Querträgem  vor- 
laaden  bind,  haben  wii',  Fig.  566,  konstruiert.  Wir  tragen  die  Einzel- 
lasten  P|  .  .  .  Pg  senkrecht  an  ab  in  a  auf,  betrachten  b  als  Polpunkt, 
ab  als  NulUinie  und  konstruieren  das  Seilpolygon  0,  I,  II  .  .  .  VIII  inner- 
halb der  Einzellasten  P,  .  .  .  P^^,  welche  in  b  von  rechts  nach  links  auf- 
getragen werden.  Um  die  Schubkraft  in  t|  zu  erhalten,  denken  wu*  uns 
l\  über  ti  gestellt,  dann  ergiebt  sich  Vj  unterhalb  tj,  ebenso  V^V^V^ .,  . 
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unterhalb  der  gleichbezeichneten  Querträger.  Die  UnterBuchung,  ob, 
wenn  P,  auf  t^  t,  t,  t^  steht,  P^  eine  grössere  Sdiubkraft  erzeugt^  haben 
wir  in  diesen  4  Fällen  ausgeführt.  Denkt  man  die  Kräfte  P,  und  P| 
jedesmal  in  m^m^msm^  aufgetragen  und  diese  Punkte  mit  n^n^n^n^ 
verbunden,  so  ergiebt  die  jedesmalige  Schnittlinie  die  Schubkräfte  Yq, 
welche  sämtlich  kleiner  als  die  zugehörigen  V|  V^  V^  Y^  sind.  Die  dem 
Träger  t^  entsprechende  Schubkraft  ist  Vi,i^  =  34200  kg  u.  s.  w. 

Die  Werte  für  \^^  erhalten  wir,  wenn  wir  im  Sinne  der  Fig.  646 
die  Entfernung  des  Trägers  t^  von  A  an  B  nach  links  abtragen,  wir  er- 
halten hier  V^^^  =  2200  kg  für  den  Träger  tj  u.  s.  w. 

y.  Wir  wollen  noch  die  Aufgabe  stellen,  P^  bis  Pg  =  43000  kg 
für  einen  Träger  gleichmässig  verteilt,  wie  in  Beispiel  IV  unter  1., 


Flg.  567. 


A,^ 


aber  mittelbar  und  in  Bewegung  auf  AB  zu  betrachten,  um  den  Ein- 
fluss  auf  den  Träger,  bezw.  auf  die  Querträger  zu  untersuchen. 

Die  grössten  Momente  entstehen,  wenn  bei  der  Bewegung  die 
ganze  Last  auf  dem  Träger  steht,  wenn  also  der  Träger  voll  belastet 
ist;  die  Momentenordinaten  liegen  dann  im  Sinne  der  Fig.  532  unter- 
halb der  Querträger,  denn  bei  voller  Belastung  tritt  zugleich  ruhende 
Belastung  ein.  Die  sich  hierauf  beziehende  Konstruktion  ist  in  Fig.  667 
in  halber  Grösse,  dem  Längen-  und  Kräftemassstab  der  Fig.  564  bis  566 
entsprechend,  ausgeführt.     Die  Belastung  auf  d.  lauf,  meter  ist 

43000       ^.^^, 
"20- =  2160  kg, 

also  fiir  ein  Feld  von  2,5  m  Länge  q  =  2150  *  2,5  =  5376  kg.  Wir 
tragen  auf  cd,  Fig.  567,  8q  auf,  auf  die  äussersten  Querträger  to  und 
t^  kommt  dann  die  Belastung  ^q.  Das  Seilpolygon  liefert  unterhalb  t4 
das  grösste  Moment  m^  =  21000  •  5  =  105000  kgm.    Lassen  wir  die 
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gleichmassig  yerteilte  Last  von  43000  kg  unmittelbar  an  AB  angreifen, 
so  hatten  wir  schon  in  Beispiel  IV  unter  1.  M  =  107500  kgm  gefunden; 
durch  die  Vermittelung  der  Querträger  wird  also  das  Moment  selbst  auch 
für  eine  bewegte  gleichmässig  verteilte  Last  geringer.  — 

Um  die  Schubkräfte  einer  mittelbaren  gleichmässig  verteilten 
bewegten  Last  zu  untersuchen,  sind  wir  genötigt,  die  Grundgedanken, 
wie  sie  die  Konstruktionen  in  Fig.  548  und  553  enthalten,  zu  kom- 
binieren. 


Wir   haben   zunächst  in  Fig.  568  den  Fall  allgemein  dargestellt. 


Auf  dem  Träger  AB  liegen  die  Querträger  t^  .  .  •  t^ 


.4,  auf  diesen  bewegt 
71* 
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sich  gleichmässig  verteilt  durch  Vermittelung  von  Längsträgem  die  Last 
q  kg  auf  d.  lauf.  m.  Für  das  Feld  t^t,  wird  die  Schubkraft  V  am  grössten, 
wenn  die  Last  (Fig.  553)  bis  zur  Belastungsscheide  z  yorgeriickt  ist 
Man  zieht  demnach  durch  A  imd  B  zwei  parallele  Linien,  deren  Schnitt- 
punkte mit  den  Senkrechten  durch  die  Querträger  verbunden  werden, 
diese  Linie  schneidet  in  z  die  Achse  AB;  z  ist  die  Belastungsscheidei 
bis  zu  der  die  gleichmässig  verteilte  Belastung  vorgeschritten  ist;  z  mag 
in  der  Entfernung  x  von  A  liegen,  die  Entfernung  von  t,  sei  e,  die  Be- 
lastung bis  z  ist  hiemach  q  (1  —  x). 

Die  Auflagerreaktion  in  A  für  die  Belastung  Bz  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung  .-  2 

A  =  ±Q-xy (a) 

Bezeichnet  man  den  Druck,  welchen  der  Querträger  t^  auf  AB  aus- 
übt, mit  Py  so  ergiebt  sich  derselbe  aus 

wenn  X  die  Entfernung  der  Querträger  ist, 

P=-^(X-e)» (b) 

Innerhalb  des  Feldes  tj  t,  ist  nun  die  Sdiub-  oder  Vertikalkraft 
V«  =  A  —  P,  mit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (a)  imd  (b), 

Dieser  Ausdruck  bedeutet,  mit  Gl.  76  verghchen,  die  Differenz  zweier 
Parabelordinaten.  Die  Konstruktion  lässt  sich  im  Sinne  der  Fig.  648 
ausföhren,  imd  dürfte  keine  Schwierigkeiten  bereiten.    Man  trägt  auf  ab 

die  Senkrechte  in  a,  ac  =  -^  auf  und  bestimmt  zunächst  den  Schnitt- 
punkt d,  de  parallel  ab  gezogen,  und  e  mit  b  verbunden,  erhält  man 
den  Parabelpunkt  g;  es  ist  nämlich 

Durch  g  zieht  man  die  Horizontale  a^b^  und  trägt  in  a^ 

_qX 
»1  Cj  —   2 

an  (in  der  Figur  ist  ^  in  q-^-  zu  verändern);  verbindet  man  wieder  q 
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mit  \,  zieht  d^e^  parallel  mit  ab,  die  Verbindungslinie  eib^  schneidet 
auf  gf  den  Punkt  g^ab,  dann  ist 

ggj  ==  P  =  ^^    -   sonach  fJir  das  Feld  tj t, 

fgi=V_ (90) 

Wenden  wir  nun  diese  Konstruktion  auf  unser  Zahlenbeispiel  an, 
indem  wir,  Fig.  569,  die  mittelbar  wirkende  Last  von  43000  kg  durch 
das  Rechteck  ss  andeuten  und  für  jedes  Querträgerfeld  Vi^.  suchen. 
Durch  die  beiden  Parallelen  An  und  Bm  ergeben  sich  die  Belastungs* 
scheiden  z^z,  .  .  .  .     Wir  tragen  femer 

ql  2160 .  20  , 
^^=2  =— 2— = 
senkrecht  an  ab  an,  ziehen  ac  und  bilden  die  Schnittpunkte  d  der  Be- 
lastungsscheiden mit  bc,  ziehen  die  sämtlichen  Parallelen  ed  zu  ab, 
durch  die  Verbindungslinien  eb  finden  wir  die  Schnittpunkte  g,  die,  mit- 
einander verbunden,  die  in  Fig.  548  konstruierte  Parabel  Uefem  würden. 
An  die  durch  g  gezeichneten  Horizontalen  tragen  wir 

^  _  2160:^  _ 2688  kg  =  2,688  tons*),     * 

und  ziehen  die  Horizontalen  e^d^,  die  Verbindungslinien  von  e^  aus  mit 
den  durch  g  gehenden  Horizontalen  kreuzen  die  Senkrechten  durch  die 
Belastungsscheiden  in  den  endgültigen  Parabelpunkten  gigtg3  *  .  .  .  In 
der  untersten  Zeichnung  der  Fig.  569  sind  die  Maximalschubkräfte  für 
jedes  Feld  nochmals  übertragen.  Die  Werte  derselben  lassen  sich  aus 
dem  beigefugten  Massstab  entnehmen.  Aus  den  endgültigen  Momenten 
und  Schubkräften  ergeben  sich  dann  nach  den  im  II.  Band  entwickelten 
Gesetzen  die  Dimensionen. 

Wir  wollen  noch  nachträglich  bemerken,  dass  in  der  obigen  Eigen- 
gewichtsberechnung S.  531  die  Spannung  kb  aus  Versehen  statt  zu  700 
zu  400  kg  angenommen  wurde. 

YI.  Anwendung  der  beweglichen  Lasten  auf  Brückenfach- 
werke.  Um  den  Einfluss  der  bewegUchen  Lasten  auf  Fachwerkträger 
kennen  zu  lernen,  haben  wir  nur  nötig,  die  Momente  auf  die  Gur- 
tungsspannungen zu  übertragen  und  die  Schub-  oder  Vertikal- 
kräfte auf  die  Strebespannungen  in  den  Wandungen  zu  beziehen. 

Bereits  in  Band  I  S.  275,  GL  99,   aber  auch  in  den  vorstehenden 


'*')  In  der  Figur  sind  aus  Versehen  5375,  das  Doppelte  der  obigen  angetragen; 
die  sämtlichen  Schnittpunkte  gi  gt  •  •  fallen  in  Wirklichkeit  etwas  höher. 
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Abschnitten  (S.  204  u.  f.)  haben  wir  die  Zug-  und  Druckspannungen  in 
den  Gurtungen  festgestellt  ^  graphisch  Zug  und  Druck  durch  Pfeile  an- 
gedeutet, rechnerisch  durch  die  Formel 

±S  =  ^ (91) 

wenn  M   das   Moment   in   irgend   einem  Querschnitt,    in  welchem  die 

Trägerhöhe  H  ist.     H  liegt  innerhalb  der  Grenzen  H  =  —  bis  ^l  ^^ 

Brücken-  und  H  bis  ^^  für  Deckenträger  (vgl.  S.  169  u.  f.,  Band  II). 

Die  obere  Gurtung  ist  stets  auf  Druck,  die  untere  auf  Zug  beansprucht. 
In  Fachwerken  muss  aber  h  in  Gl.  91,  weil  die  Kräfte  stets  rechtwinkelig 
auf  die  Hebelarme  wirken,  senkrecht  zur  Gurtrichtung  gemessen  werden. 

Die  Wandspannungen  ergeben  sich  aus  den  Schub-  oder  Querkräften, 
deren  graphische  Konstruktion  für  bewegliche  Lasten  wir  soeben  be- 
sprochen haben;  damit  wir  aber  hierbei  nach  den  in  den  ersten  Ab- 
schnitten kennen  gelernten  Kräfteplänen,  unter  Zugrundelegung  des 
Kräft^polygones,  die  einzelnen  Spannungen  in  dem  Strebennetzwerk  er- 
mitteln können,  müssen  wir  die  Auftagerreaktionen  für  die  einzelnen 
Lastengruppenstellungen  verwerten,  von  diesen  aus  sind  die  Kräft;epläne 
zu  konstruieren.  Die  Konstruktionen  dieser  verschiedenen  Kräft;epläne 
reduziert  man  und  erleichtert  sich  auch  das  Abgreifen  der  Stabspannungen 
(nach  Müller-Breslau)  dadurch,  dass  man  in  einem  Kräfteplan  von  A  =  1 
ausgeht,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Belastungsmasse  die  Spannungen  in 
dein  Netzwerk  entsprechend  verändert. 

1.  Es  soll  ein  einfacher  Fachwerkträger,  Parabel -Brückenträger 
(vgl.  S.  206  Fig.  236  und  I.  Band  S.  289)  ausgeführt  werden.  Die 
Träger  sollen  für  eine  eingeleisige  Eisenbahn  verwendet  werden;  die 
Spannweite  sei  20  m.     Das  Eigengewicht  der  Brücke  ist  (s.  Anhang  I) 

p  =  36  1  +  660  =  36  .  20  +  650  =  1260  kg 
auf  d.  lauf,  m  und  ftir  1  Geleis.     Für  die  Brücke  soll  als  Maximallast 
eine  Lokomotive  und  ein  Güterwagen  angenommen  werden,  die  erstere 
mit  Pj  =  P,  =  P3  =  13  t,    Tender  mit  P^  =  P5  =  P«  =  9  tons,  der 
Wagen  mit  P^  =  Pg  =  9  t  Lastdruck. 

Die  Verteilung  der  Last  m  einer  beliebigen  Mittelstellung  zeigt 
Fig.  570;  in  dieser  Figur  ist  auch  die  Resultierende  der  gesamten 
Lastengruppe  R  graphisch  konstruiert  und  ihre  Lage  festgelegt.  Die 
Brücke«. besteht  nim  aus  2  Hauptträgem;   jeder  ist  sonach  belastet  mit 
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(l)  =  (2)  =  (3)  =  yt  =  6600kg, 

(4)  =  (5) =  (8)  =  -|-t  =  4600kg, 

diese  Belastung  ist  auch  für  das  Seilpolygon  in  Fig.  670  yerwertet 


ob 


>^ 


Um  die  Gurtungen  berechnen  zu  können,  sind  zunächst  die  Span- 
nungen in  denselben  erforderlich,  und  zwar  lür  die  über  die  Brücke  sich 
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bewegende  Lastengruppe  und  für  das  ruhende  Eigengewicht  Die  hierzu 
erforderlichen  Momente,  Gl.  91,  haben  wir,  Fig.  571,  konstruiert.  Nach 
S.  511,  Fig.  541,  liegt  die  Last  4  der  R  am  nächsten,  wir  stellen  die 
Gruppe  daher  so  auf  den  Träger,  dass  die  Trägermitte  zwischen  4  und 
R  zu  liegen  kommt  und  konstruieren  nach  den  Kräften  1 ....  8  die  Mo- 


— \ 


mente,    die  wir  dann  für  die  einzelnen  Knotenpunkte  des  Tnlgers  M^ 
M,  .  .  .  .  M^s  zusammenstellen.     Das  Eigengewicht  für  einen  Träger  ist 
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p=-2-  =  626, 

danach  das  Maximalmoment  in  der  Trägermitte 

5?^'  =  31260kgm. 

Mit  Bücksicht  auf  den  Polabstand  f  =  5  haben  wir  dasselbe  in  die 

punktierte   Parabel   unterhalb    der   Hauptmomentenlinie    auf  A^  Bq    in 

die  Figur  eingetragen.     Die  Trägerhöhe  in  der  Mitte  ist 

h  =  il  =  i20  =  2,5m. 

Das  grösste  Moment  in  der  Trägermitte  ist 

M^x  =  M7  H-m^  =21600.  5 +  6260.6  =  138760  kgm, 

worin  6  der  Polabstand.     Die  zugehörige  Gurtungsspannung  ist 

,^       138760       ...^^, 
±  S  =      ^^     =  66600  kg. 

Das  Moment  für  den  Knotenpunkt  2  ist 

M  =  M,  +  m,  =  16400  .  6  +  4000  •  6  =  97000  kgm, 
die  Höhe  ist  hier  senkrecht  zur  Gurtrichtung  h  =  1,6  m 

±S  =  -^^—  =  64660  kg  u.  s.  w. 
1,6 

Addieren  wir  die  sämtUchen  Belastungen  3  •  13000  -|-  6  •  9000,  hierzu 
das  Eigengewicht  1260-20  =  26000kg,  so  ist  die  Summe  für  einen  Träger 
i  (25000  +  39000  +  45000)  =  64600  kg. 

Verteilen  wir  diese  auf  die  6  Knotenpunkte  c,  e,  g  .  .  .  der  Ober- 
gurtung,  Fig.  672,  dann  ist  für  jeden  Knotenpunkt  Qi  =  Q»  .  .  .  Qe  = 
9000  kg. 

In  Fig.  573  haben  wir  unter  Annahme  dieser  gleichmässigen  Knoten- 
punktsbelastung den  Kräfteplan  konstruiert,  aus  welchem  wir  die  Span- 
nungen in  den  Gurtungen  unmittelbar  nach  dem  beigefugten  Massstab 
f.  Fig.  b  entnehmen  können.     Die  Auflagerreaktionen  sind  hierbei 

A  =  B=^^^-^  =  27260kg. 

Es  müssen  hier  grössere  Spannimgen  erscheinen,  weil  wir  die  Ge- 
samtlast auf  die  6  Knotenpunkte,  statt  auf  die  7  Felder  verteilt  haben; 

richtiger  wäre  es,  die  Verteilung  auf  — ^ —  =  7780  kg  Felderbelastung 

7780 
zu  rechnen,  wobei  A  und  B  noch  je  mit  -y-  =  3890  kg  zu   belasten 

wären.     Für  diese  Verteilung  kann  man  den  Massstab  f.  Fig.  c  verwenden, 
welcher  für  die  mittlere  Figur  der  Schubkraft»  gilt. 

Aus  dem  Kräfteplan  Fig.  573  nach  dem  Massstab  f.  Fig.  b  erhält  man 
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Fig.  572,  573  und  57i. 
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—  Si4  =  70000  kg,  +  S„  =  72600; 
die  dem  zweiten  Knotenpunkt  entsprechende  Belastung  — 82  =  62000  kg 
und  +84  =  71000  kg,  oben  fanden  wir  64660  kg. 
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Nach  dem  Massstab  für  Fig.  c,  der  Teflung  in  7  Felder  entsprechend, 
also  sich  mehr  der  obigen  Berechnung,  Fig.  571,  nähernd,  ist 
—  Si4  =  65000  kg;  +ß„  =  57000,  +84=  56000  kg. 

Die  Abweichungen  rühren  namentlich  daher,  dass  die  Verteilung  der 
Lastengruppe  eine  andere  als  eine  auf  die  Knotenpunkte  konzentrierte  ist 

Zur  Berechnung  der  Wandspannungen  benötigen  wir  die  Schubkräfte. 
Bei  einer  bestimmten  Lastengruppenstellung  auf  einen  bestimmten  Knoten- 
punkt, wenn  Unks  von  der  ersten  Last  keine  mehr  vorhanden  ist,  stellt 
die  resultierende  Schubkraft  gleichzeitig  die  Auflagerreaktion  dar;  wir 
tragen  sonach  senkrecht  auf  ab  in  a,  der  mittleren  Fig.  572,  die  einzelnen 
Lasten  von  P^  bis  Pg  auf  und  von  b  aus  nach  links  deren  Entfernungen 
und  konstruieren  das  Seilpolygon  0,  I .  .  .  VIII.  Die  xmter  den  Knoten- 
punkten liegenden  Ordinaten  des  letzteren  sind  die  Auflagerreaktionen. 
Der  Lastenstellung  mit  der  ersten  Last  auf  Knotenpunkt  e,  wie  in  Fig.  575 
dargestellt,  entspricht  Auflager  A.  =  16000  kg.  Tragen  wir  diese  Gruppen- 
stellung auf  und  konstruieren  das  zugehörige  Seilpolygon,  Fig.  575,  die 
Last  8  kommt  ausserhalb  B  zu  stehen,  so  finden  wir  B.  =  22000  kg.  Die 
Figur  zeigt,  dass  hier  A,  dem  Wert  A.  in  Fig.  572  gleich  ist,  vielmehr 
gleich  sein  muss.  Die  zugehörigen  Momente  würden  die  Fläche  F  liefern. 
Die  Fig.  576  haben  wir  nun  femer  dazu  verwendet,  um  die  dieser  Lasten- 
stellung entsprechenden  Wandspannungen  zu  berechnen,  oder  vielmehr 
aus  der  Kräftiepolygonzeichnung  zu  entnehmen.  Um  in  letzterer  Redu- 
zierungen zu  umgehen,  haben  wir  bei  dieser  Gruppenstellimg  die  Lasten 
2  und  3  auf  den  Knotenpunkt  g  vereinigt,  femer  4  und  5  auf  den  da- 
zwischen hegenden.  Die  betreffenden  Spannungen  in  der  Wandung, 
natürUch  auch  die  in  den  Gurtungen,  können  dann  nur  für  diese  Grup- 
penstellung unmittelbar  abgegriffen  werden. 

Um  nun  aber  für  jeden  Knotenpunkt,  also  für  jede  Lasten- 
stellung die  Fig.  575  und  576  zu  ersparen,  haben  wir  für  A  als  Ein- 
heit das  Polygon  574  konstruiert,  welches  gleichsam  die  allgemeinen 
Werte  der  Wandspannungen  darstellt,  die  nur  noch  mit  den  jedesmaligen 
Werten  von  A  aus  der  mittleren  Fig.  572  zu  multiplizieren  sind  für  die 
verschiedenen  Gmppenstellungen,  um  die  Wandspannungen  zu  erhalten. 

Aus  Fig.  574  findet  man  nach  dem  beigefügten  Massstab  die  all- 
gemeinen Spannungen  mit  z  bezeichnet: 

Z3  =  0,3;  Z5  =  0,28;  z^  =  0,63;  z^  =  0,5;  z^,  =  0,8;  z^,  =  0,85; 
Zi5  =  1,44;  Zi7  =  1,5;  z^^  =  2,35;  z,i  =  2,45;  z,»  =  4,8;  z^g  =  5,9. 

Für  die  in  Fig.  575,  576  gezeichnete  Stellxmg,  also  für  A^  im 
Knotenpunkt  e.    Fig.  572,   ist  nach  dem  Massstab  für   Fig.  c   A«  = 
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16  tons  =  16000  kg.   Man  erhält  dann  aus  Fig.  576  als  Spannung  in  7, 
T7  =  —  10700  kg.     Nach  Fig.  674 

Tt=ZjA.  =  0,63  .  16000  =  10 100  kg. 


i^--^^^^^^:^^^- 


T  ist  hier  Druckspannung,  weil  die  erste  Druckkraft  der  Lastengruppe 
von  B  nach  A  fortschreitend  im  Knotenpunkt  e,  in  der  Strebe  7,  die 
grösste  Druckkraft  erzeugt.  Bei  dieser  Lastenstellung  wird  aber  in  der 
anliegenden  Unken  Strebe  5  die  grösste  Zugkraft  erzeugt,  wie  auch  aus 
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Fig.  576  ZU  ersehen  ist.   Die  Grösse  von  T5  ergiebt  sich  aus  der  letzteren 
Figur  zu  T5  =  +  5000,  aus  Fig.  574 

T5  =  Z5  A.  =  0,28  .  16000  =  4600. 


J9      ^ 
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Der  Unterschied  in  den  Spannungen  zwischen  Fig.  674  und  Fig.  676 
liegt  in  der  nicht  ganz  korrekt  berücksichtigten  Belastungsverteilung  in 
Fig.  576.  Für  die  Gruppenstellung  in  e,  Fig.  575,  können  dann  die 
Spannungen  der  andern  Wandstreben,  natürlich  auch  die  der  Gurtongen, 
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aus  Fig.  676  entnommen  werden.  Es  sind  aber  nicht  die  grössten,  wie 
in  6  und  7;  wie  schon  angedeutet,  mussten  diese  für  jeden  Knotenpunkt 
und  für  jede  Gruppenstellung  im  Sinne  der  Fig.  676,  676  konstruiert 
werden;  für  die  Lastenstellung,  die  erste  Last  in  g,  würden  wir  die 
grössten  Spannungen  nur  für  11  und  9  erhalten.  Die  Lastenstellung  in 
g  liefert  A,  =  11,600  tons  =  11600  kg,  sonach 

Ti,  =  Zu  A,  =  0,8  •  11 500  =  —  9200  kg  und 

Tj  =  Zg  A,  =  0,6 .  11500  =  +  5760  kg. 
Die  Diagonalspannungen  für  die  angünstigsten  Gruppenstellungeii, 
aus  den  Fig.  572  entnommen,  sind  zusammengestellt 


T,  =z,  A.  =  0,3 
T,  =z,  A.  =  0,63 
T,i=ZnA,  =  0,80 
Tx5=Zi5A.  =1,44 
Ti9=z„A,  =  2,35 
T„  =  z,,  A.  =  4,80 
Tj  =z,  A.  =  0,28 
Tg  =zj  A,  =  0,50 
T„=zi,  A.  =0,86 
T„=z„A,=  l,60 
Tfi  =  z,i  A.  =  2,45 

Tj5  =  Zjj         = 


20500  =  —   6160  kg 

16000  =  — 10100  „ 

11500  =  —    9200  „ 

7700  =  — 11100  „ 

6000  =  — 11760  „ 

2000  =  —    9600  „ 

16000  =  +    4480  „ 

11600  =  4-    5760"  „ 

7700  =  + 

5000  =  + 

2000  =  + 


6560 

7600 

4900 

0 


0      = 

Wenn  der  Eisenbahnzug  oder  die  Lastengruppe  sich  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  über  die  Brücke  bewegen,  so  sind  die  Spannungen 
umzukehren;  es  wird  dann 

+  T,=0,  T5=  — T„,  T,  =  +  T,i,  T,=-T„u.  s.  w. 
Hierzu  kommen  nun  noch  die  Wandspannungen,  welche  durch  das 
Eigengewicht  erzeugt  werden,   da  sich  die  vorstehenden  nur  auf  die 
bewegliche  Verkehrslast  beziehen.    Das  Eigengewicht  für  einen  Tmger  ist 

26000 


2 


12500  kg, 


verteilen  wir  dasselbe  auf  die  6  Knotenpunkte  c,  e,  g,  i,  k,  n,  so  kommt 
auf  jeden  eine  Belastung  von 

6  =  y|?»  =  2080kg; 

da  wir  auch  hier  die  richtigere  Felderteilung,  7  Felder,  sonach 


auf  das  Feld,  ausser  Rücksicht  gelassen  haben,  wie  oben  bei  QiQsQs .  • ., 
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SO  wollen  wir  die  Belastung  des  Eigengewichtes  auf  den  Knoten  zu  rund 
2000  kg  annehmen.  Einen  neuen  Kräfteplan  zur  Entnahme  der  Span- 
nungen im  Strebenwerk  des  Trägers  frir  das  Eigengewicht  allein,  haben 
wir  nicht  nötig,  da  wir  die  Fig.  572  und  573  hierzu  verwenden  können, 
wenn  wir  uns  statt  Qj  =  Q,  =  Qg  .  .  .  die  obigen  Belastungen  der  sechs 

Knoten  G^  =  Ga  =  Gj =  2000  substituiert  denken;    wir  haben 

darum  auf  Seite  545  für  diese  Eigengewichtsbelastung  einen  besonderen 
Massstab  angefertigt,  dieser  ergiebt  die  Spannungen 
Es    =  — 2050kg  =  E,5 


E5 

= 

300 

=  E„ 

E, 

= 

1300 

=  E„ 

E, 

= 

360 

=  E,, 

E„ 

= 

1100 

=  E„ 

Et, 

= 

1160 

=  E.5 

Die  sämtlichen  Wandspannungen  werden  nun  schhessUch  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  Vorzeichen  addiert  und  am  besten  in  eine  Zeichnung  ein- 
getragen, welche,  wie  Fig.  571  oder  575,  nur  die  Gurt-  und  Wand- 
verstrebungen  als  Striche  enthält.  Die  Zugkräfte,  welche  schliesslich 
resultieren,  werden  am  besten  mit  -f- Vorzeichen,  die  Druckkräfte  mit 
— Vorzeichen  markiert;  es  ist  selbstverständlich,  dass  man  für  die  Berech- 
nungen der  Dimensionen  die  Maximalwerte  verwendet,  die  Dimensionierung 
geschieht  nach  den  in  Band  II  angegebenen  Formeln. 

2.  Wir  haben  in  Fig.  577  noch  die  Berechnimg  eines  Parallel- 
trägers angedeutet,  zu  Grunde  gelegt  wurden  die  Belastungen  in  Fig.  565 
und  566.  Die  Aufstellimg  der  Gurtungsspannungen  erfolgt  genau  in 
derselben  Weise  wie  in  Fig.  565.  Aus  den  endgültigen  Momenten  wer- 
den nach  Gl.  91  die  Spannungen  berechnet;  das  Eigengewicht  muss 
natürlich  auch  in  Rücksicht  gezogen  werden.  Für  die  Wandspannungen 
kommt  die  Konstruktion  der  Fig.  566  in  Betracht  Wir  haben  die  Schub- 
kräfte Vj  bis  V7  der  untersten  Figur  unmittelbar  verwertet,  sie  ist  in 
Fig.  577  mit  abc  bezeichnet  Das  Eigengewicht  des  angenommenen 
Trägers  ist  pl  =  25000  kg.  Da  die  Querträger  in  den  Vertikalverstre- 
bungen angebracht  werden  2,  5,  9,  13,  17  ...  .,  so  geht  die  graphische 
Darstellung  der  gleichmässig  verteilten  Last,  die  gerade  Linie,  über  in 
eine  Staffelung  wie  bei  Einzellasten.  Die  Maximalschubkraft  in  d  ftir 
die  Verkehrslast  ist  sonach  Vg,  die  fiir  das  Eigengewicht  pj,  sonach 
insgesamt  V5  +P5. 

Für  die  Feststellung  der  Spannungen  in  den  Vertikalstangen  ist  es 
nicht  gleich,  ob  die  Belastung  auf  der  oberen  oder  unteren  Gurtung  ruht, 


Der  Einfluas  beweglicher  Lasten. 


551 


Z_>- 


3t^ 


3£^ 


wie  es  bei  der  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  Gurtungen  der  Fall 
ist,  sondern  beide  Belastungsarten  sind  zu  unterscheiden.    Alle  auf  Zug 
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beanspruchten  Diagonalstangen  (3,  7,  11,  16  .  .  .  sind  Diagonalstangen) 
üben  auf  die  Vertikalstangen  einen  Druck  aus. 

Ist  die  Fahrbahn  unten,  so  ist  die  Spannkraft  z.  B.  in  der  Verti- 
kalen 2,  Sj  =  Vg,  in  5,  Sg  =  Vg  u.  s.  w.,  sie  fallt  mit  der  Vertikalen 
eines  unbelasteten  Knotenpunktes  zusammen. 

Ist  die  Fahrbahn  oben,  so  haben  die  Vertikalen  die  darunter 
liegenden  Schubkräfte  auszuhalten.  Der  Spannkraft  in  9  entspricht 
Sj^  =  V9  bezw.  V9  +  P9,  der  in  6  entspricht  S5  =  V5  -f-  pg  u.  s.  w.  Die 
Grössen  von  V  und  p  erhält  man  natürUch  wieder  aus  dem  Kräftemass- 
stab in  tons  oder  kg. 

Die  Spannkräfte  in  den  schiefen  Streben,  die  Diagonalspann- 
kräfte, finden  wir,  indem  wir  das  Gleichgewicht  mit  den  Schubkräften 
herstellen,  durch  d,  f,  0  .  .  .,  Horizontale  ziehen  und  diese  durch  die  zu 
3,  7,  11  .  .  .  gezogenen  Parallelen  kreuzen. 

Denken  wir  uns  die  Fahrbahn  oben,  so  können  wir  bereits  aus 
Fig.  578  entnehmen,  dass  die  senkrechten  Stangen  5,  9,  13  ...  auf 
Druck,  die  Diagonalen  3,  7,  11  .  .  .  auf  Zug  beansprucht  sind.  Denkt 
man  die  Last  gleichmässig  in  den  Knotenpimkten  x,  y,  z  .  .  .  verteilt  mit 
Q«j  Qy?  Q«  •  •  •  und  konstruiert  den  Kräfteplan  wie  in  Fig.  566  ohne  Rück- 
sicht auf  einen  Massstab  geschehen,  so  ergeben  sich  aus  dem  Rücklauf  der 
Kräfte  in  den  einzelnen  Knotenpunkten  in  4,  8,  12,  16  .  .  .  Druck,  in  6, 
10,  14  .  .  .  Zug;  in  3,  7,  9  .  .  .  Zug;  in  5,  9,  13  Druck.  Die  Strebe  in  1 
ist  spannungslos,  die  Strebe  2  hat  die  vollständige  Auflagerreaktion,  die 
Schubkraft  ac,  bezw.  cc^  aufeunehmen  (vgl.  Fig.  225  bis  230).  Bei  der 
bewegUchen  Last  sind  sonach  T3,  T5,  T^,  T17  .  .  .  Zugspannungen  aus- 
gesetzt, in  den  letzten  3  Feldern  tritt  aber  infolge  des  Eigengewichtes 
eine  Kreuzung  ein.  Die  Diagonalen  23,  27,  31  würden  auf  Druck  be- 
ansprucht werden,  damit  sie  aber  auch  auf  Zug  beansprucht  werden 
können,  müssen  sie  entgegengelagert  werden;  die  mittleren  beiden  Felder 
müssen  daher,  wenn  man  sich  die  Last  von  der  anderen  Seite  bewegt 
denkt,  Kreuzstreben  m  und  15,  n  und  19  erhalten.  Tj  ist  natürlich 
ein  Maximalwert,  Tj^  würde  der  Minimal  wert  sein;  der  erstere  wird  in 
Rechnung  gefiihrt. 

Ist  kein  Eigengewicht  vorhanden,  so  tritt  die  Kreuzung  in  0,  wegen 
CjO  ein,  event.  im  mittleren  Feld. 

Diese  Strebenkreuzungen,  bezw.  die  veränderte  Lage  der  Diagonal- 
verstrebungen können  wir  auch  aus  den  uns  bekannten  Belastungslinien 
der  Schubkräfte  für  eine  und  mehrere  Öffnungen,  im  II.  Band  näher 
behandelt,    ableiten.     Da,   wo  die  Schubkraft  V  durch  Null  geht,  tritt 
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Streben  Wechsel  ein,  wie  in  Fig.  679  bei  3  Unterstützungen,  2  öfihungen 
zu  ersehen  (vgl.  die  Fig.  114  S.  126,  11.  Band).  Bekanntlich  wird,  wo 
V  =  0,  das  Moment  ein  Maximum  (vgl.  S.  617,  Fig.  661). 


Xlg.  579. 


Flg.  580. 


In  Fig.  660  ist  das  Strebennetzwerk  für  4  Unterstützungen  ange- 
deutet (vgl.  S.  128  Fig.  116,  Band  II).  Der  einfachste  Fall,  das  ein- 
fachste Beispiel  ist  offenbar  schon  durch  die  Fig.  129,  130  in  den  früheren 
Abschnitten  S.  118  dargestellt. 

Man  wird  nun  schliessUch  die  sämtUchen  Kräfte,  die  positiven  (Zug) 
und  negativen  (Druck)  Spannungen  als  grösste  Werte  in  einer  Übersichts- 
zeichnung zusammenstellen  für  den  Fall,  dass  die  Last  von  der  einen 
und  von  der  andern  Seite  verkehrt,  und  nach  diesen  die  Dimensionierung 
vornehmen. 
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Anhang   I. 


Erfahrungszahlen  nnd  Belastungen'*'). 
L  DaehstUile. 

1.  Die  gewöhnlich  in  Verwendung  kommenden  Dachneigungen  fiir 
die  verschiedenen  Dachdeckmaterialien  sind  in  beistehender  Skizze  ange- 
deutet. 

Flg.  581. 


2.    Die  Eigengewichte  für  1 
Einfaches  Biberschwanzdach     90kg 
Biberschwanz-Doppeldach    .  120  „ 

Kronendach 130 ,, 

Pfannendach 90 ,, 

Desgl.  auf  Schalung  von  2,5 

cmStärkeu.darüberBettung  110  „ 
Deutsches  Schieferdach   auf 

Schalung  2  cm  stark      .     85  „ 

Falzziegeldach HO,, 

Zinkdach  auf  Schalung  2^5 


Kiesdach  1:20 

qm  Dachfläche  in  kg  sind  fiir  ein 
Teerpappendach  auf  Schalung 

2,5  cm  stark  .  .  .  .  35kg 
Wellblechdach  auf  L  Fetten 

2  m  frei 26  „ 

Holzcementdach  einschliessl. 

Schalung  3,5  cm  stark  u. 

Sparren  13  X  18  cm  stark  180  „ 
Glasdach  auf  Sprosseneisen  20  „ 
Desgl.  Glas  5  nmi  stark     .     25  „ 

„         „     6  mm       „       .     30,, 


cm  stark 40  „ 

Man  kann  bei  ebemen  Dächern  für  das  qm  Grundfläche  das  Gewicht 
der  Binder  zu  20  bis  30  kg  annehmen,  bei  einem  Gesamteisengewicht 
des  Daches  von  35  bis  45  kg  auf  d.  qm. 

*)  Nach  ,,Hütte'S  LauÄistem.    MüUer-Breelaa  etc. 
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Die  Schneelast  beträgt  76  kg  auf  d.  qm  Dacbgnmdfläche,  wobei 
auf  eine  einseitige  Schneebelastung  zu  rechnen  ist  (s.  Fig.  196  etc.)* 
Von  40°  Dachneigung  an  gebraucht  man  nur  die  Hälfte  der  Belastung, 
Ton  60°  an  keine  Schneelast  mehr  zu  berücksichtigen. 

Der  Winddruck  ist  in  den  gewöhnUchen  Fällen  mit  126  kg  senk- 
recht auf  die  Dachfläche  zu  rechnen,  für  dem  Wind  und  Sturm  aus- 
gesetzte Dächer  (Türme)  ist,  wie  auch  bei  Brücken,  im  Maximum  260 
bis  270  kg  auf  den  qm  zu  rechnen. 

n.   Träger  (vgl.  H.  Band  S.  158  u.  f.). 

1.  Holzträger.   Das  Eigengewicht  hölzerner  Träger,  deren  Seiten- 

yerhältnis  m  =  -r-,  und  welche  auf  das  grösste  Moment  M,  bei  einem 

spec.  Gewicht  a  beansprucht  sind,  ist  in  kg  auf  d.  lauf,  m 

3    

p  =  3300aj/m(^)*, 

wenn  kb  in  kg  auf  d.  qm  die  zulässige  Spannung. 

2.  Das  Eigengewicht  in  kg  auf  d.  lauf,  m  einzelner  eiserner 
Blech-  oder  einfacher  Fachwerksträger  ist 

„      oN.    ,        M.  +  V.h      1 

für  grössere  Träger  auf  2  Stützen,  und 

8(M,  +  V.h) 
P~  ah 

für  kleinere  Träger,  worin  1  die  Spannweite,  h  =  —  bis  jj  die  Höhe,  M„ 

und  V.  die   grössten  Werte  der  Momente   und  Schub-,  Vertikal-  oder 

(Juerkräfte,  und  a  =  öä7)ä>  ^^^^  kb  kg  die  zulässige  Spannung  a.  d.  qm. 

HL   Brftckeii. 
A.  Eisenbahnbriiekeii. 
1.    Eigengewichte. 
Im  allgemeinen  kann  man  p  =  36  1  -f-  &&0  kg  auf  d.  lauf,  m  und 
für  ein  Geleis  annehmen,  wenn  1  die  fireie  öflhung  in  m  ist.    Insbesondere 
für  Parallelträger  p  =    630  +  36 1  ohne  Bettung, 
p  =  2630  4-  46  1  mit  Bettung, 
für  Parabel-  u.  andere  Träger  p  =  32  1  +    630  ohne  Bettung, 

p  =  41 1  -f  2630  mit  Bettung. 
Für  schmalspurige  Bahnen  mit  1  m  Spurweite 
p  =  26  1  +  300  bis  27  1 4-  430  kg. 
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Erfahrungszahlen  und  Belastungen. 


Für  die  Spurweite  von  0,75  m  und  geringer  muss  die  vorstehende 
Zahl  reduziert  werden. 

2.    Verkehrslasten. 

Wenn  keine  besonderen  Belastungsbestinunungen  vorliegen ,  so  ist 
ein  Eisenbahnzug  von  2  Lokomotiven  mit  angehängten  Wagen ,  soweit 
es  die  Spannweite  zulässt,  in  Rechnung  zu  bringen. 

I 1  Flg.  582. 

I       *                                            I                                                      '  I 
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Erfahrungszahlen  und  Belastungen.  567 

Die  Belastungen  der  Lokomotiven  und  Wagen  dürften  aus  den  bei- 
stehenden Skizzen  für  den  allgemeinen  Gebrauch  genügen.  Die  Fig.  682  bis 
683  stellen  die  allgemeinen  Belastungen  tür  die  Lokomotiven,  Tender  und 
Wagen,  L  und  U.  Ranges  dar,  und  zwar  för  Normalspur  1,6  m;  Fig.  684 
für  schmalspurige  Bahnen,  1  m  Spannweite;  Fig.  686  für  0,76  m  Spur- 
weite. Li  Fig.  686  sind  zugleich  für  Normalspur  1,6  m  und  Bahnen 
I.  Ranges  die  Abstände  der  Achsen  eingetragen. 

B.  Strassenbrtteken. 

1.  Eigengewichte. 

Wenn  1  m  die  freie  öffiiung,  b  m  die  Breite  der  Brücke,  so  ist  das 
Eigengewicht  kleiner  Fusswegbrücken  in  kg  einschUesslich  der  Geländer 

a)  bei  leichten  Fusswegbrücken  mit  Bohlenbelag: 

p=120b+l,61«  +  60kgauf  d.  laut  m, 

b)  bei  schweren  Fusswegbrücken  mit  Beschotterung,  schwere  Brücken- 
bahn: 

p  =  360  b +1,761« +  60  kg. 
Für  Strassenbrücken  von  7,6  m  Breite  ist   (bei   kleineren  Breiten 
werden  die  Zahlen  verhältnismässig  reduziert): 

a)  bei  Anwendung  von  doppelten  eichenen  Bohlen 

p  =  28  1  +  1300  kg, 

b)  bei  Anwendung  einer  0,2  starken  Beschotterung  oder  Pflaster: 

p  =  42  1  +  3600  kg. 

2.  Verkehrslasten. 

a)  Menschengedränge  rechnet  man  im  Durchschnitt  400  kg  auf 
d.  qm,  bei  sehr  starkem  Verkehr  660  kg  auf  d.  qm,  ungefähr  8  Menschen, 
die  sich  gerade  noch  fortbewegen  können. 

b)  Wagenverkehr,  zwei-  und  vierspännig,  ein  Gespann  zu  800  kg. 
Die  Belastungszahlen  und  die  üblichen  Verteilungsverhältnisse  sind  in  den 

Flg.  587. 


I 

Ui.>|< 2,6  ^->K-  -  2.8  -  ->T<^.o'>i 


y 

0.8  t 


wr^. 


Fig.  687  bis  589  eingetragen.  Fig.  687  fiir  leichtere  Erd-  und  Kieswagen, 
zweispännig;  Fig.  688  für  Brücken  in  Kunst-  und  gepflasterten  Strassen; 
Fig.  689  für  sehr  schwere  Fuhren  aus  Fabriken,  Mühlen  u.  a.    Im  all- 
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Erfahningszahlen  und  Belastungen. 


gemeinen  kann  man  auf  5  m  Breite  2  Wagenreihen  annehmen;  die  Uä- 
neren  leichten  Wagen  haben  nur  2,3  m  Breite. 

Flg.  588. 
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c)  Pferdebahnwagen  und  Wagen  für  elektrischen  Bahn- 
betrieb. In  Fig.  590  ist  ein  Pferdebahn  wagen,  zweispännig,  mit  seinen 
Belastungen  angedeutet,  die  Breite  ist  2,3  m. 

Flg.  590.  Flg.  591. 
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Bei  elektrischem  Betrieb  rechnet  man  gewöhnlich  2  Wagen  hinter- 
einander, Fig.  591. 

d)  Die  Fig.  592  und  593  stellen  die  Belastungen  von  Strassen- 
walzen  dar.  Der  Betrieb  der  Walze,  Fig.  593,  kann  auch  sechs-  bis 
achtspännig  stattfinden.    Fig.  592  zeigt  den  Grundriss  einer  Dampfwalze. 
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Die   Normalprofile. 
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Deutsche  Normalprofile. 


Bis  h  =  250  mm  ist 

b  =  0,4  h  +  10  mm 

d  =  0,03  h  +  1,5  mm 

Für  h  >  250  mm  ist 

b  =  0,3  h  +  35  mm 

d  =  0,036  h 

t  =  1,5  dy  R  =  d,  r  =  9|6  d,  Abrundongshalbm« 

Flansch-Neigung  14%. 


B.    Normalprofile  für  [^-Eisen. 
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Bemerk.:  \\\  gegen  seitliche  Ausbiegung  geschützt. 
W,  gegen  seitliche  Ausbiegimg  nicht  geschützt.  —  Die 
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,  b  +  B     _        d„i„  +  d„ 

dmio  =  — :^ — ,   Iv  =  


__  R 


20     '  2 

X  —  X,  y  —  j  Hauptachsen. 
Wx  hochliegend,   gegen  seitliche  Ausbiegung  geschützt; 
W,  „  nicht  geschützt. 

W|     flachliegend,   gegen  seitliche  Ausbiegung  geschützt; 
w,  „  nicht  geschützt. 


E.    Normalprofile  für  J^-Eisen. 

a)    Verhältnis  der  Höhe  zur  Breite  —  =  l. 

Neigungen  im  Fuss  und  Steg  2%. 
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b)    Verhältnis  der  Höhe  zur  Breite  -r—  =  2. 


Neigung  im  Fuse  2Vo>  ^  Steg  4Vo- 
d  =  0,15  h+lmm. 
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R  =  d;r  =  -;p  =  — . 
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F.    Eisenbahnschienen. 
Annähernd  J  cm  =  0,033  h*;  W  cm  =  0,064  h«; 
Fqcm  =  0,237  h«;  G  =  0,186  h«  kg  a.  d.  lauf.  m. 
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G.    Normalprofile  für  "T_-Eisen. 
X  —  X  und  y  —  y  Hauptachsen. 
b  =  0,25  h-j-80mm. 
d  =  0,035  h  +  3  mm. 
t  =  0,05  h  +  3mm. 

R  =  t;    r  =  -l. 
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W,  Widerstandsmoment,  wenn  der  Träger  gegen 
seitliche  Ausbiegung  geschützt  ist. 

W,  Widerstandsmoment,  wenn  der  Träger  gegen 
seitliche  Ausbiegung  nicht  geschützt  ist. 


H.    Normalprofile  für  Quadranteneisen, 
b  =  0,2  R  +  25  mm. 
r  =  0,12R;  p=0,06R. 


1 

2 

3 

4 

5           6(7 

8 

9      1      10 

11 

- 

i>^^nmMim 

Völle  BAhre 

o 

gr6«tflflj  kleinstem 

i 

1 

moment 

1 

^.    ^        0BWl4Sllt 

Fliehe 

s 

h 

a 

t 

''»™*.dm        ^e 

W 

V 

5 

10 

12V. 

15 

50 

75 

100 

125 

150 

85  { 

40  { 
45  { 
50  { 
55  \ 

8 
6 

10 

a 

12 

10 
14 

12 
IS 

6 
8 

a 

10 
10 
12 
12 
14 
L4 
17 

293 

4§.0l 

54.9 

80.2 

88,1 

120  »4 

129,3 

168,8 

178,9 

248,6 

23,4 

37»5 
42J 
$2.8 

ms 

94t0 
lOltO, 
131.6 
139,6 
194,0 

573 

901 
2046 
2957 

5434 
7395 
11970 
15590 
23200 
32280 

90 

185 

235 

329 

499 

660 

907 

1155 

1497 

2030 

66 

,      101 

173 

246 

265 

490 

665 

857 

1    1100 

1509 

1    5 
1    7% 

}  12% 
(15 

Hecht,  Meobanik.    m. 


78 


668 


Deutsche  Normalprofile. 


J.    Flach-  und  Trägerwellbleche. 
a)   Normalprofile. 
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37,5 

680 

90 

90 

90 

4 

136 

6283 

50,0 

630 

100 

100 

100 

2 

77 

3142 

25,0 

700 

100 

100 

100 

8 

114 

4712 

37,5 

700 

100 

100 

100 

4 

151 

6283 

50,0 

700 

HO 

HO 

110 

2 

85 

3142 

25,0 

660 

110 

110 

110 

3 

125 

4712 

37,5 

660 

HO 

110 

HO 

4 

166 

6283 

50,0 

660 

120 

120 

120 

8 

137 

4712 

37,5 

600 

120 

120 

120 

4 

182 

6288 

50,0 

600 

120 

120 

120 

5 

226 

7854 

62,5 

600 

130 

180 

130 

3 

149 

4712 

37,5 

650 

130 

130 

130 

4 

198 

6283 

50,0 

650 

130 

130 

130 

5 

246 

7854 

62,5 

650 

140 

140 

140 

3 

161 

4712 

37,5 

700 

140 

140 

140 

4 

214 

6283 

50,0 

700 

140 

140 

140 

5 

266 

7854 

62,5 

700 

150 

150 

150 

3 

174 

4712 

87,5 

750 

150 

150 

150 

4 

221 

6283 

50,0 

750 

150 

150 

150 

5 

285 

7854 

62,5 

750 

Dentsche  Normalprofile. 
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b) 

Flache  Wellbleche. 

WeUen 

Fflr  1  mm 

Bleohstärke 

1 

Breite 

Höhe 

Gewicht         Qaenehnitt 
(ca.)             einer  Welle 
f.  d.  qm 

Momente 

,         1        w 

einer  Welle 

mm 

mm 

1         qmm 

bezogen  auf  cm 

1 

60 

20 

10 

76 

4,1 

0,41 

2 

75 

25 

9,25 

95 

6,2 

0,50 

3 

85 

25 

9,5 

110 

7,6 

0,61 

4 

122 

29 

8,8 

140 

11,1 

0,78 

5 

135 

35 

9,1 

150 

18,7 

1,07 

6 

150 

40 

9,2 

176 

28,3 

1,41 

7 

230 

75 

9,9 

290 

17,0 

4,54 

c)    Trägerwellbleche. 


8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


68 

90 

90 

90 

90 

90 

90 

90 

100 

lOO 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

100 

120 

120 

120 

120 

160 


34 

12,5 

45 

12,5 

50 

13 

55 

14 

60 

15 

65 

15,5 

70 

16 

75 

16,5 

50 

12,5 

60 

14,25 

65 

15 

70 

15,8 

75 

16,6 

80 

17,5 

85 

17,7 

90 

18,4 

95 

19,5 

100 

20,5 

80 

14,64 

90 

16,55 

100 

17,50 

HO 

19,4 

80 

12,5 

106 
141 
151 
161 
171 
183 
191 
201 
157 
177 
187 
197 
207 
217 
227 
237 
247 
257 
228 
248 
268 
288 
251 


14 

35 

46 

58 

73 

90 

109 

133 

47 

78 

97 

116 

135 

162 

189 

218 

250 

285 

178 

242 

319 

407 

176 


0,84 
1,55 
1,88 
2,10 
2,44 
2,76 
3,13 
3,54 
1,88 
2,61 
2,98 
3,33 
3,60 
4,05 
4,45 
4,84 
5,27 
5,70 
4,46 
5,38 
6,38 
7,40 
4,90 


73* 
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n  =  l 

bis  II  = 

50,                 571    ^ 

^H 

n' 

n» 

Vn 

Vn 

Tcn 

-^^       logn  lognatn        J 

1 

1 

1 

1,0000 

1,0000 

l.OOOrHiO 

3,142 

0,7854 

0,00000  1  0,0000         1 

2 

4 

8 

1,4142 

1,2599 

0,5000<j0 

6,283 

3,1416 

0,30103  0,6931         | 

3 

9 

27 

1,7321 

1,4422 

0,333333 

y.425 

7,0686 

0,47712 

1,0986 

4 

16 

64 

2,CH>Ü0 

t,5S74 

0,2!;0000 

12,566  1  12.5664 

0,60206 

1,3863 

5 

25 

125 

2.2361 

IJIOO 

0.200000 

15,708  i  19,6350 

0,69897 

1,6094 

6 

36 

216 

2.4495 

1,6171 

0,166667 

18.850  1  28.2743 

0.77815 

1.7918 

7 

49 

343 

2.6458 

1,9129 

0.142857 

21,991 

38.4845 

0,84510 

1,9459 

8 

64 

512 

2,8284 

2,00(X) 

0.125000 

25.133 

50,2655 

0,90309 

2,0794 

H  ^ 

81 

729 

3.0000 

2,0801 

0.111111 

28.274 

63,6173 

0,95424 

2,1972 

^P  10 

100 

1000 

3,1623 

2,1544 

0,100000 

31,416  1  78,5398 

1.00000 

2.3026 

[    11 

121 

1331 

3.3166 

2,2240 

0.090909 

34,558 

95.0332 

1,04139 

2.3979 

i     12 

144 

1728 

3»4641 

2,2H94 

0,083333 

37,699 

113.0978 

1,07918 

2,4849 

H  ^^ 

169 

2197 

3,6056 

2,3513 

0,076923 

40.841 

182.7323 

1,11394 

2.5649 

H.  1^ 

196 

2744 

3,7417 

2,4101 

0,071429 

43,982  153,9380 

1.14613 

2,6391 

^k  15 

225 

3375 

3,8730 

2,4662 

0,066667 

47.124  176J146 

1,17609 

2,7081 

^B  16 

256 

4096 

4,0000 

2,5198 

0.062500 

50,266 

201,0619 

1.20412 

2.7726 

H  17 

289 

4913 

4.1231 

2,5713 

0.058824 

53,407 

226.9801 

1,23045 

2.8332 

H  18 

324 

5832 

4.2426 

2»6207 

0,055556 

56,549 

251,46ö9 

1,25527 

2,8904 

H  1^ 

361 

6859 

4.3589 

2,6684 

0,052632 

59,690 

283,5287 

1,27875 

2,9444 

■  20 

400 

8000 

4,4721 

2,7144 

0,050000 

62,832 

314,1592 

1,30103 

2,9957 

H  21 

441 

9261 

4.5826 

2,7589 

0.047619 

65,973 

346.3605 

1,32222 

3,0445 

H  22 

484 

10648 

4.6904 

2,8020 

0,045455' 

69,115 

380,1326 

1,34242 

3,0910 

■  20 

529 

12167 

4,7958 

2.8439 

0.043478 

72,257 

415,4755 

1,36173 

3,1355 

^K  24 

576 

13824 

4,8990 

2,ii845 

0,041667 

75,398 

452,3893 

1.38021 

3,1781 

^H  25 

625 

15625 

5,0000 

2,9240 

O.040OO0 

78,540 

490,8738 

1.39794 

3.2189 

^B  26 

676 

17576 

5,0990 

2,9625 

0.038462 

81,681 

530,9291 

1,41497 

3.2581 

^m  27 

729 

19683 

5.1962 

3,0000 

0,037037 

84,823 

572,5552 

1,43136 

3,2958 

■  28 

784 

21952 

5,2915 

3,0366 

0,035714 

87,965 

615.7521 

1,44716 

3,3322 

H  214 

641 

24389 

5.3852 

3,0723 

0,034483 

91,106 

660,5198 

1,46240 

3,3673 

^  30 

900 

27000 

5,4772 

34072 

0.033333 

94,248 

706,8582 

1,47712 

3.4012         ^ 

[    31 

961 

29791 

5.5678 

3,1414 

0,032258; 

97,389 

754,7675 

1,49136 

3,4340 

H  32 

1024 

32768 

5.6569 

3,1748 

0.031250 

100.531  804,2476 

1.50515 

3,4657 

■  33 

1089 

35937 

5,7446 

3.2075 

0,030303 

103,673  855.2985 

1,51851 

3.4965 

^B  34 

1156 

39304 

5,8310 

3,2396 

0,029412 

106.814  907.9202 

1,53148 

3,5264 

H  35 

1225 

42675 

5.9161 

3.2711 

0,028571 

109.956  962,1126 

1.54107 

3,5558 

36 

1296 

46656 

6,0000 

3.3019 

0.027778 

113,097  1017,876 

1,55630 

3.5835 

37 

1369 

50653 

6,0828 

3.3322 

0,027027 

116,239  1075,210 

1.56820 

3.6109 

38 

1444 

54872 

6.1644 

3,3620 

0/J26316 

119,381  1134,115 

1,57978 

3,6376 

39 

1521 

59319 

6,2450 

3,3912 

0,025641 

122.522  1194,590 

1,59106 

3,6636 

40 

1600 

64000 

6,3246 

3,4200 

0,025000 

125,664  11256,637 

1,60206 

8,6889 

^  41 

1681 

68921 

6.4031 

3.4482 

0.024390 

128,805  11320,252 

1,61278 

3.7136 

^ft  42 

1764 

74088 

6,4807 

3,4760 

0.023810 

131,947 '1385.412 

1,62325 

3,7377 

^V  43 

1849 

79507 

6,5574 

3,5034 

0,023256 

135,088  1452.201 

1.63347 

3,7612 

f     44 

1936 

85184 

6,6332 

3,5303 

0,022727 

138,230  1520,530 

1,64345 

3,7842 

1     45 

2025 

91125 

6.7082 

3.5569 

0,022222 

141,372  1590,431 

1,65321 

3.8067 

1     46 

2116 

97336 

6.7823 

3,5830 

0.021739 

144,513  1661.902 

1,66276 

3.8286 

k  ^^ 

2209 

103823 

6.8557 

3.6088 

0.021277 

147.655  1784.944 

1.67210 

3.8501 

^B  ^s 

2304 

110592 

6,9282 

3.6342 

0,020833 

150J96  |18Ö9,557 

1.6H124 

3,8712 

^1  ^^ 

2401 

117649 

7,0000 

3,6593 

0,020408 

153,938  1885.741 

1,69020 

3.8918        1 

H  00 

2500 

L 

125000 

7,0711 

3,6840 

0,020000 

157,080  11963,495 

1,69897 

3,9120        M 

672 


n  =  51  bto  n  =  100. 


51 
52 
53 
54 
55 


2601 
2704 
2809 
2916 
3025 


56  3136 

57  i  3249 
5$  I  3364 

59  3481 

60  I  3600 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

7t 
72 
73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 

87 
88 
89 
90 

91 
92 
93 
94 
95 

96 
97 
98 
99 
100 


132651 
140608 
148877 
157464 
166375 

175616 
1S5193 
195112 
205379 
216000 


VI  !  VI 


7,1414 
7,2111 
7,2801 
7.3485 
7,4162 

7.4833 
7,5498 
7.6158 
7.6811 
7,7460 


3.7084 
3.7325 
3,7563 
3,7798 
3,8030 

3.8259 
8,8485 
3,8709 
8.8930 
3,9149 


3721 

226981 

7,8102 

3,9865 

3844 

23S328 

7.8740 

8.9579 

3969 

250047 

7.9373 

3,9791 

4096 

262144 

8,0000 

4,0000 

4225 

274625 

8.0623 

4.0207 

0,019608  160.22 

0,019231  163.36 

0,018868  166,50 

0,018519,  169,65 

0,018182  172,79 


0.017857 
0.017544 
0.017241 
0,016949 
0,016667 


175.98 
179.07 
182,21 
185.35 
188,50 


4356 
4489 
4624 
4761 
490^> 

5im 
5184  I 
5329 ' 
5476 
5Ü25 

5776  438976  I  8,7178 

5929  456533  8.7750 

6084  474552  ;  8.8318 

6241  493039  8,8882 

6400  5l2lK>0l  8.9443 


6561 
6724 
6889 
705ti 
722v^ 

739ti 
7569 
7744 
7921 

8100 

8281 
8464 
8649  . 
8836 
9025  , 


531441 
55KJ6S 
571787 
592704 
614125 

636056 
65S503 
6S1472 
704969 
729000 

753571 
7786S8 
8l>4357 
830584 
857375 


4.0412 
4.0615 
4.0817 
4.1016 
4.1213 

4,1408 
4,1602 
4.1793 
4,1983 
4,2172 

4.2358 
4,2543 
4.2727 

4.290S 
4,3089 

9.0000  !  4,3267 
9.0554  ■  4,3445 
9.1104  '  4,3621 
9.1652  4,3795 
9,2195  i  4.3968 


287496 

8.1240 

3^X^763 

8.1854 

314432 

8.2462 

328509 

8.3066 

3I3VXH) 

8.3666 

357911 

8,4261 

373248 

8.4853 

389017 

8.5440 

405224 

8.6023 

421875 

8,6603 

0.016393  191.64 
0.016129  194,78 
0,015873,  197.92 
0,015625  201,06 
0.015385  204,20 

'0.015152,  207.35 
10,014925  210.49 


0,014706 
|0.014493 
|0.014286 

■0,014085, 
;0,018889| 
0,013699; 
!0.013514 
0,013333 


9.2736 
9.3274 
9,3^08 
9,4340 
9.486S 

9.5394 
9.5917 
9.6437 
9.6954 
9,7468 


9216  1  884736'  9,7980 
9409  1  912673  9,8489 
9604,  941192  9,8995 
9801  1  970299  9.9499 
10000  t00iH)0O  10.0000 


4,4140 
4,4310 
4,4480 
4,4647 
4,4814 

4,4979 
4,5144 
4,5307 
4,5468 
4  5629 

4,5789 
4,5947 
4,6104 
4,6261 
4.6416 


0,012346 
0,012195 
0,012048 
0,011905' 
0,011765 

0,011628, 
0,011494 
0,0113641 
,0,011236, 
'O.Olllll' 


logn 


213,63 
216.77 
219,91 

223,05 
226,19 
229,84 
232,48 
235,62 


0.018158  238,76 
0,012987  241,90 
,0,01282 1|  245,04 
0,012658,  248,19 
0,012500  251,38 


254.47 
257,61 
260,75 
263,89 
267,04 

270,18 
273,32 
276,46 
279,60 
282,74 

0,010989;  285,88 
0,010870  289.03 
0,010753  292,17 
0.010638,  295.31 
0,010526  298,45 

0,010417  301,59 
0,010309  304,73 
0,010204  307,88 
0,010101,  311,02 
0,010000  814,16 


2042.82 
2123,72 
2206,18 
2290,22 
2375,83 

2463,01 
2551.76 
2642,08 
2738,97 
2827,48 

2922.47 
3019.07 
8117,25 
3216.99 
3318.31 

8421,19 
8525,66 
8631,69 
3739,29 
3848,46 

3959,19 
4071,50 
4185,39 
4300,84 
4417,86 

4536,46  1 1,88081 
4656,63  !  1,88649 
4778.36  , 1,89209 
4901,67  1,89763 
5026,55  I  1,90309 


lognatn 


1.70757 
1.71600 
1.72428 
1,73239 
1,74086 

1,74819 
1.75587 
1.76848 
1,77085 
1.77815 

1,78583 
1,79239 
1,79934 
1,80618 
1,81291 

1.81954 
1.82607 
1,83251 
1,83885 
1,84510 

1.85126 
1,85733 
1.86332 
1.86923 

1.87506 


5153,00 
52S1.02 
5410,61 
5541,77 
5674,50 

5808,80 
5944,68 
6082,12 
6221,14 
6361,73 

6503,88 
6647,61 
6792.91 
6989.78 
7088,22 

7238,23 
7389,81 
7542.96 
7697,69 
7853,98 


1,90849 
1,91381 
1,91908 
1,92428 
1.92942 

1.93450 
1.93952 
1,94448 
1,94939 
1,95424  I 

1,95904 
1,96379 
1,96848 
1,97313 
1,97772 

1,98227 
1,98677 
1,99123 
1,99564 
2.00000 


3,9318 
3.9512 
3,9703 
8.9890 
4,0073 

4,0254 
4.0431 
4.0604 
4,0775 
4,0948 

4,1109 
4,1271 
4,1431 
4.1589 
4,1744 

4,1897 
4,2047 
4.2195 
4,2341 
4,2485 

4.2627 
4.2767 
4.2905 
4,3041 
4,3175 

4,3307 
4,3438 
4,8567 
4.3694 
4,3820 

4,3944 
4,4067 
4,4188 
4,4808 
4.4427 

4.4543 
4.4659 
4,4778 
4.4886 
4,4998 

4.5109 
4,5218 
4,5326 
4.5433 
4.5539 

4,5643 
4,5747 
4.5850 
4,5951 
4,6052 


^^^^^^tt  = 

101  bis  0  =  150. 

673    H 

1     ^ 

n^ 

n* 

v^ 

v^      i 

T.U 

4 

Q       ^H 

^H   101 

10201 

1030301 

10,0499 

4.6570 

0,009901 

317,30 

8011,85 

2,00432     ^1 

^m  102 

10404 

1061208 

10,0995 

4,6723 

0,009804 

320,44 

8171,28 

2,00860     ^M 

^^     103 

10609 

1092727 

10,1489 

4,6875 

0,009709 

323.58 

8332,29 

2,01284     ^M 

r       104 

10816 

1124864 

10.1980 

4,7027 

0,009615 

326,73 

8494,87 

2,01708     ^1 

^-  105 

11025 

1157625 

10p2470 

4,7177 

0,009524 

329,87 

8659,01 

2,02119     ^M 

^1  106 

11236 

1191016 

10.2956 

4.7326 

0,009434 

333.01 

8824,73 

2,02531     ^1 

^1  107 

11449 

1225043 

10,3441 

4,7475 

0,009346 

336,15 

8992,02 

2,02938     ^M 

^1  108 

11664 

1259712 

10,3923 

4,7622 

0,009259 

339,29 

9160,88 

2,03342     ^M 

^"  109 

11881 

1295029 

10,4403 

4,7769 

0,009174 

342.43 

9331.32 

2,03743     ^% 

r     110 

12100 

1831000 

10,4881 

4.7914 

0,009091 

345,58 

9503,32 

2.04139      ^m 

1      111 

12321 

1367631 

10,5357 

4,SÜ59 

0,009009 

348,72 

9676,89 

2,04532     ^M 

L     112 

12544 

1404928 

10.5830 

4.8203 

0,008929 

351,86 

9852,03 

2,04922     ^M 

^H  113 

12769 

1442897 

10,6301 

4,8346 

0,008850 

355,00 

10028,7 

2,05308     ^M 

^m  tu 

12996 

1481544 

10.6771 

4,8488 

0.008772 

358.14 

10207,0 

2,05690     ^B 

^  115 

13225 

1520875 

10,7238 

4,8629 

0,008696 

361,28 

10386,9 

2,06070     ^B 

1     116 

18456 

1560896 

10,7708 

4,8770 

0,008621 

364.42 

10568,8 

2,06446     ^1 

1     117 

13689 

1601613 

10,8167 

4,8910 

0,008547 

867,57 

10751,3 

2.06819      ^M 

L 118 

13924 

1648032 

10,8628 

4,9049 

0,008475 

370.71 

10935,9 

2,07188      ^M 

H  119 

14161 

1685159 

10,9087 

4,9187 

0,008403 

373,85 

11122,0 

2,07555      ^B 

^P  120 

14400 

1728000 

10,9545 

4,9324 

0,0U8333 

376.99 

11309,7 

2,07918     ^B 

f     121 

14641 

1771Ö61 

11,0000 

4,9461 

0,008264 

380,13 

11499.0 

2.08279     ^1 

1     122 

14884 

1815848 

11,0454 

4,9597 

0,008197 

383.27 

11689,9 

2,08636     ^B 

1     123 

15129 

1860867 

11,0905 

4,9732 

0,008130 

386,42 

11882,3 

2,08991     ^B 

L lu 

15376 

1906624 

11,1355 

4,9666 

0,008065 

889.56 

12076,3 

2,09342     ^B 

^B  125 

15625 

1953125 

11,1803 

5,0000 

0,008000 

392,70 

12271,8 

2,09691     ^B 

*  126 

15876 

2000376 

11,2250 

5,0133 

0,007937 

895,84 

12469,0 

2.10037     ^1 

127 

16129 

2048883 

11,2694 

5,0265 

0,007874 

398,98 

12667,7 

2,10380     ^B 

12d 

10384 

2097152 

11,8137 

5,0397 

0,007813 

402,12 

12868.0 

2,10721      ^B 

129 

16641 

2146689 

11,3578 

5,0528 

0,007752 

405,27 

13U69.8 

2,11059      ^B 

130 

16900 

2197U00 

11,4U18 

5,0658 

0,007692 

408,41 

13273,2 

2,11394      ^B 

131 

17161 

2248091 

11,4455 

5.0788 

U.0O7634 

4H,55 

13478,2 

^M 

^  132 

17424 

2299968 

11,4891 

5,0916  I 

0,007576 

414,69 

13684,8 

2,12057     ^^ 

■  133 

17689 

2352637 

11,5326 

5,1045 

0,007519 

417,83 

13892,9 

2,12385        1 

^"  134 

17956 

2406104 

11,5758 

5,1172 

0,007463 

420,97 

14102.6 

2,12710        1 

[    135 

18225 

2460375 

11,6190 

5,1299 

0,007407 

424,12 

14313,9 

2,13038        1 

^  laa 

18496 

2515456 

11.6619 

5,1426 

0,007353 

427,26 

14526,7 

2.13354        1 

^B  137 

18769 

2571353 

11J047 

5,1551 

0,007299 

430.40 

14741,1 

2,13672        J 

^m  138 

19044 

2628072 

11,7473 

5,1676 

0,007246 

433,54 

14957,1 

2,13988     ^J 

H  139 

19321 

2685619 

11,7898 

5,1801 

0,007194 

436,68 

15174,7 

2.14301      ^B 

™^  140 

19600 

2744000 

11,8322 

5,1925 

0,007143 

439,82 

15393,8 

2,14613      ^B 

141 

19Ö81 

2803221 

11,8743 

5,2048 

0,007092 

442,96 

15614,5  : 

2,14922     ^1 

142 

20164 

2863208 

11,9164 

5,2171 

0,007042 

446.11 

15836,8 

2.15229      ^B 

143 

20449 

2924207 

11,9583 

5.2293 

0.006993 

449.25 

16060,6 

2,15534      ^B 

144 

20736 

2985984 

12,0000 

5,2415 

0,006944 

452.39 

16286,0 

2,15836      ^B 

145 

21025 

3048625 

12,0  U6 

5,2536 

0,006897 

455,53 

16513,0 

2,16137      ^B 

14ti 

21316 

3112136 

12.U830 

5.2656  , 

0,006849 

458,67 

16741,5 

2,16435      ^B 

147 

2lli09 

3176523 

12,1244 

5.2776 

0,006808 

461,81 

16971,7 

2.16732     ^B 

148 

21904 

3241792 

12,1655 

5,2896 

0,006757 

464,96 

17203,4 

2.17026      ^B 

149 

22201 

3307949 

12,2066 

5,3015 

0,006711 

468,10 

17436,6 

2.17319      ^B 

^B  150 

22500 

L 

3375000 

12,2474 

5.3133 

0,006667  1 

471,24 

17671,5 

2,17609      ^m 

574 


n  =  151  bis  n  =  200. 


n 

n* 

n« 

y^ 

8 

1_ 
n 

icn 

icn* 
4 

logn 

151 

22801 

3442951 

12,2882 

5,3251 

0,006623 

474,88 

17907,9 

2.17898 

152 

23104 

3511808 

12,8288 

5,3368 

0,006579 

477,52 

18145,8 

2,18184 

158 

23409 

3581577 

12,3693 

5,3485 

0,006586 

480,66 

18385,4 

2,18469 

154 

23716 

3652264 

12,4097 

5,3601 

0,006494 

483,81 

18626,5 

2.18752 

155 

24025 

8723875 

12,4499 

5,3717 

0,006452 

486,95 

18869,2 

2,19038 

156 

24336 

3796416 

12.4900 

5.3832 

0,006410 

490,09 

19118,4 

2,19312 

157 

24649 

3869893 

12,5300 

5,3947 

0,006369 

493,23 

19359,3 

2,19590 

158 

24964 

8944312 

12,5698 

5,4061 

0.006329 

496,87 

19606,7 

2,19866 

159 

25281 

4019679 

12,6095 

5,4175 

0,006289 

499,51 

19855,7 

2.20140 

160 

25600 

4096000 

12,6491 

5,4288 

0,006250 

502,65 

20106,2 

2.20412 

161 

25921 

4173281 

12,6886 

5,4401 

0,006211 

505,80 

20358,3 

2,20683 

162 

26244 

4251528 

12,7279 

5,4514 

0,006173 

508,94 

20612,0 

2.20952 

168 

26569 

4330747 

12.7671 

5,4626 

0,006135 

512,08 

20867,2 

2.21219 

164 

26896 

4410944 

12,8062 

5,4737 

0,006098 

515,22 

21124,1 

2,21484 

165 

27225 

4492125 

12,8452 

5,4848 

0,006061 

518,86 

21382.5 

2,21748 

166 

27556 

4574296 

12,8841 

5,4959 

0,006024 

521,50 

21642,4 

2,22011 

167 

27889 

4657468 

12,9228 

5.5069 

0,005988 

524,65 

21904,0 

2.22272 

168 

28224 

4741682 

12,9615 

5,5178 

0,005952 

527,79 

22167,1 

2.22531 

169 

28561 

4826809 

13,0000 

5,5288 

0,005917 

530,93 

22431,8 

2.22789 

170 

28900 

4918000 

13,0384 

5,5397 

0,005882 

534,07 

22698,0 

2.23045 

171 

29241 

5000211 

13,0767 

5.5505 

0,005848 

537,21 

22965,8 

2.23300 

172 

29584 

5088448 

13,1149 

5,5613 

0,005814 

540,35 

23235,2 

2.23553 

173 

29929 

5177717 

13.1529 

5,5721 

0,005780 

543,50 

23506,2 

2,23805 

174 

30276 

5268024 

18,1909 

5,5828 

0,005747 

546.64 

23778,7 

2,24055 

175 

30625 

5359375 

13.2288 

5,5934 

0,005714 

549.78 

24052,8 

2.24304 

176 

30976 

5451776 

13,2665 

5,6041 

0,005682 

552,92 

24328,5 

2,24551 

177 

31329 

5545233 

13,3041 

5,6147 

0,005650 

556,06 

24605,7 

2,24797 

178 

31684 

5639752 

13.3417 

5,6252 

0,005618 

559,20 

24884,6 

2,25042 

179 

32041 

5735339 

13,3791 

5,6357 

0,005587 

562,35 

25164,9 

2.25285 

180 

32400 

5832000 

13.4164 

5,6462 

0,005556 

565,49 

25446,9 

2,25527 

181 

32761 

5929741 

13.4536 

5,6567 

0,005525 

568.63 

25730,4 

2,25768 

182 

33124 

6028568 

13,4907 

5,6671 

0.005495 

571,77 

26015,5 

2,26007 

188 

33489 

6128487 

13,5277 

5.6774 

0,005465 

574,91 

26302.2 

2,26245 

184 

33856 

6229504 

13,5647 

5,6877 

0,005435 

578,05 

26590,4 

2.26482 

185 

34225 

6331625 

13,6015 

5,6980 

0,005405 

581,19 

26880,3 

2.26717 

186 

34596 

6434856 

13,6382 

5,7083 

0,005376 

584,34 

27171,6 

2,26951 

187 

34969 

6539203 

13,6748 

5,7185 

0,005348 

587,48 

27464,6 

2.27184 

188 

35344 

6644672 

13,7113 

5.7287 

0,005319 

590,62 

27759,1 

2,27416 

189 

35721 

6751269 

13,7477 

5,7388 

0,005291 

593.76 

28055,2 

2,27646 

190 

36100 

6859000 

13,7840 

5,7489 

0,005263 

596,90 

28352,9 

2,27875 

191 

36481 

6967871 

13,8203 

5,7590 

0.005236 

600,04 

28652,1 

2,28103 

192 

36864 

7077888 

13,8564 

5,7690 

0,005208 

603.19 

28952,9 

2,28330 

193 

37249 

7189057 

13.8924 

5,7790 

0,005181 

606,33 

29255,3 

2,28556 

194 

37636 

7301384 

13,9284 

5,7890 

0,005155 

609,47 

29559,2 

2,28780 

195 

38025 

7414875 

13,9642 

5,7989 

0,005128 

612,61 

29864,8 

2,29008 

196 

38416 

7529536 

14.0000 

5,8088 

0,005102 

615,75 

30171,9  1  2.29226 

197 

38809 

7645373 

14,0357 

5.8186 

0,005076 

618,89 

30480,5  !  2,29447 

198 

39204 

7762392 

14,0712 

5,8285 

0,005051 

622.04 

30790,7 

2.29667 

199 

39601 

7880599 

14.1067 

5,8383 

0,005025 

625,18 

31102.6 

2,29885 

200 

40000 

8000000 

14,1421 

5,8480 

0,005000 

.  628.32 

31415.9 

2.30103 

n  =  201  bis  n  =  250. 


575 


n 

n» 

n> 

yv 

V^ 

1 

n 

TCn 

4 

lojjrn 

201 

40401 

8120601 

14,1774 

5,8578 

0,004975 

631,46 

31730,9  1  2,30320 

202 

40804 

8242408 

14,2127 

5,8675 

0,004951 

634.60 

32047,4 

2,30535 

203 

41209 

8365427 

14.2478 

5,8771 

0,004926 

637,74 

32365,5 

2,30750 

204 

41616 

8489664 

14,2829 

5,8868 

0,004902 

640,88 

32685,1 

2,30963 

205 

42025 

8615125 

14,3178 

5,8964 

0,004878 

644,03 

88006,4 

2,31175 

206 

42436 

8741816 

14,3527 

5,9059 

0,004854 

647,17 

33329,2 

2,31387 

207 

42849 

8869743 

14,3875 

5,9155 

0,004831 

650,31 

33653,5 

2,31597 

208 

43264 

8998912 

14,4222 

5,9250 

0,004808 

653,45 

33979,5 

2,31806 

209 

43681 

9129329 

14,4568 

5,9345 

0,004785 

656,59 

34307,0 

2,32015 

210 

44100 

9261000 

14,4914 

5,9439 

0,004719 

659,73 

34636,1 

2,32222 

211 

44521 

9393931 

14,5258 

5,9533 

0,004739 

662,88 

34966,7 

2.32428 

212 

44944 

9528128 

14,5602 

5,9627 

0,004717 

666,02 

35298,9 

2,32634 

213 

45369 

9663597 

14,5945 

5,9721 

0,004695 

669,16 

35632,7 

2,32838 

214 

45796 

9800344 

14,6287 

5,9814 

0,004673 

672,30 

35968,1 

2,33041 

215 

46225 

9938375 

14,6629 

5,9907 

0,004651 

675,44 

36305,0 

2,33244 

216 

46656 

10077696 

14,6969 

6,0000 

0,004630 

678,58 

36643,5 

2,33445 

217 

47089 

10218313 

14,7309 

6,0092 

0,004608 

681,73 

36983,6 

2,33646 

218 

47524 

10360232 

14,7648 

6,0185 

0,004587 

684,87 

87325,3 

2,33846 

219 

47961 

10503459 

14,7986 

6,0277 

0,004566 

688  01 

37668,5 

2,34044 

220 

48400 

10648000 

14,8324 

6,0368 

0,004545 

691,15 

38013,8 

2,34242 

221 

48841 

10793861 

14,8661 

6,0459 

0,004525 

694.29 

38359,6 

2.34439 

222 

49284 

10941048 

14,8997 

6,0550 

0,004505 

697,43 

38707,6 

2.34635 

223 

49729 

11089567 

14,9332 

6,0641 

0,004484 

700,58 

39057,1 

2,34830 

224 

50176 

11239424 

14,9666 

6,0732 

0,004464 

703,72 

39408,1 

2.35025 

225 

50625 

11390625 

15,0000 

6,0822 

0,004444 

706,86 

39760,8 

2,35218 

226 

51076 

11543176 

15,0333 

6,0912 

0,004425 

710,00 

40115,0 

2,35411 

227 

51529 

11697083 

15,0665 

6,1002 

0,004405 

713,14 

40470,8 

2,35603 

228 

51984 

11852352 

15,0997 

6,1091 

0,004386 

716,28 

40828,1 

2,35793 

229 

52441 

12008989 

15,1327 

6,1180 

0,004367 

719,42 

41187,1 

2,35984 

230 

52900 

12167000 

15,1658 

6,1269 

0,004348 

722,57 

41547,6 

2,36173 
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53361 

12326391 

15,1987 

6,1358 

0,004329 

725,71 

41909,6 

2,36361 

232 

53824 

12487168 

15,2315 

6,1446 

0,004310 

728,85 

42273,3 

2,36549 

233 

54289 

12649337 

15,2643 

6,1534 

0,004292 

731,99 

42638,5 

2,36736 

234 

54756 

12812904 

15,2971 

6,1622 

0,004274 

735,13 

43005,3 

2.36922 

235 

55225 

12977875 

15,3297 

6,1710 

0,004255 

738,27 

43373,6 

2,37107 

236 

55696 

13144256 

15,3623 

6,1797 

0,004237 

741,42 

43743,5 

2,37291 

237 

56169 

13312053 

15,3948 

6,1885 

0,004219 

744,56 

44115,0 

2,37475 

238 

56644 

13481272 

15,4272 

6,1972 

0,004202 

747,70 

44488,1 

2,37658 

239 

57121 

13651919 

15,4596 

6,2058 

0,004184 

750,84 

44862,7 

2,37840 

240 

57600 
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15,4919 

6,2145 

0,004167 

753,98 

45238,9 

2,38021 

241 

58081 

13997521 

15,5242 

6,2231 

0,004149 

757,12 

45616,7 

2,38202 

242 
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14172488 

15,5563 

6,2317 

0,004132 

760,27 
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2,38382 

243 
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15,5885 

6,2403 

0,004115 
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2,38561 
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6,2488 
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46759,5 
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15,6525 
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6,2658 
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0,004049 
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15,7480 
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6,2912 
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2,39620 
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788,54 
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252 
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254 
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16387064 

15,9374 
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255 
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15,9687 

6,3413 

0,003922 
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256 
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6,3496 
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804,25 

51471,9 
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257 
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258 
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17173512 
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2.41330 
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2,42325 

266 

70756 

18821096 

16,3095 

6,4312 

0,003759 

835,66 

55571,6 

2,42488 

267 

71289 

19034163 

16,3401 

6,4393 

0,003745 

838,81 
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2.43775 
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21717639 
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16,8523 
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2,46090 

290 

84100 

24389000 

17,0294 

6,6191 
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18,7617 
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18,7883 

7,0674 
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7,0740 
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18,8414 
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126736 
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7,0873 
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7,0940 
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2,55388 

359 

128881 
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130321 

47045881 
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362 

131044 
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104062 
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365 
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106941 
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50653000 
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0,002688 
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7,2177 
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206425071  24,3105 

8,3919 

0,001692 

1856,7 

274325 

2,77159 

592 

350464 
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369606 

2,83631 

^^H    687 

471969 

324242703 

26.2107 

8,8287 

0,001456 

2158,3 

37ü684 

2,83696 

^^n    688 

473344 

325660672 

26,2298 

8,8280 

0,001453 

2161,4 

871764 

2,83759 

^H 

474721 

327082769 

26,2488 

8,8323 

0,001451 

2164,6 

872845 

2,83822 

^^^    690 

476100 

328509000 

26,2679 

8,8366 

0,001449 

2167,7 

873928 

2.88885 

^^H    691 

477481 

329939371 

26,2869 

8,8408 

0,001447 

2170,8 

875018 

2.83948 

^^H    692 

478864 

331373888 

26,3059 

8,8451 

0,001445 

2174,0 

376099 

2.84011 

^^H 

480249 

332812557 

26,3249 

8,8493 

0,001443 

2177,1 

377187 

2,84078 

^■^ 

481636 

334255384 

26.3439 

8,8536 

0,001441 

2180,3 

378276 

2,84136 

^^L 

483025 

335702375 

26.3629 

8,8578 

0,001439 

2183,4 

379367 

2,84198 

^^H      6^^ 

484416 

337153536 

26,3818 

8,8621 

0,001437 

2186,5 

380459 

2,84261 

^^V 

485809 

338608873 

26,4008 

8,8663 

0,001435 

2189,7 

381554 

2,84328 

^V       698 

4872f>4 

310068392 

26,4197 

8,8706 

0,001433 

2192,8 

382649 

2.84386 

^K_ 

488601 

341532099 

26,4386 

8,8748 

0,001481 

2196,0 

388746 

2,84448 

^^B    700 

490000 

843000000 

26,4575 

8,8790 

0,001429 

2199,1 

384845 

2,84510 
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n» 
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n 
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^H 

^  701 

491401  |34447210l'  26,4764  1 

8.8833 

0,001427 

2202.3 

385945  1 

2,84572     ^1 

■  702 

492804  345948408  26,4953 

8,8875 

0.U01425 

2205,4 

387047  1 

2,81634     ^M 

^  703 

494209  I347428927  26,5141  ! 

8,8917 

0,001422 

220S,5 

388151 

2,84096     ^M 

i,    704 

495616  348913064  26.5330  l 

8,8959 

0,001420 

22U.7 

389256 

2,84757     ^B 

^  709 

497025  |350402625  26,5518  i 

8,9001 

0,001418 

2214,8 

390363 

2,84819     ^M 

H  706 

498436  351895816  26,5707 

8,9043 

0,001416 

2218,0 

39 1471 

2,84880     ^1 

■  707 

499849  353893243  26,5895 

8,9085 

0,001414 

2221,1 

392580 

2,84942     ^B 

■  708 

501264  1354894912,  26.6083 

8,9127 

0,001412 

2224,2 

393692 

2,85008     ^H 

■  709 

502681  1356400829  26,6271  ' 

8,9169 

0.001410 

2227,4 

391805 

2,85065     ^B 

■  710 

504100  ,307911000  26,6458  j 

8.9211 

0,001408 

2230,5 

395919 

2,85126     ^M 

711  1  5U5521  13594254311  26,6646  | 

8,9868 

0,001406 

2233,7 

397035 

2,85187     ^1 

712 

506944 

360944128  26,6833 

8,9295 

Öv001404 

2236.8 

398153 

2,85248     ^M 

713 

508369 

3624670971  26,7021 

8,9337 

0,001403 

2240,0 

399272 

2,85309     ^B 

^  714 

509796 

363994344;  26J208 

8,9378 

0,001401 

2243,1 

400393 

2,85370     ^M 

H  715 

511225 

365525875'  26,7395 

8,9420 

0,001399 

2246^2 

401515 

2.85431     ^M 

r  716 

512656  367061696  26,7582 

8,9462 

0,001897 

2249,4 

402689 

2.85491     H 

717 

5UU89  368601813  26,7769 

8,9508 

0,001395 

2252,5 

403765 

2,85552  *    H 

^  718 

515524 

370146232 

26,7955 

8,9545 

0,001893 

2255,7 

404892  , 

2,85612     H 

■  719 

516961 

371694959 

26,8142 

8.9587 

0,001391 

2258,8 

406020 

2,85673     ^m 

r  ^^^ 

518400 

373248000 

26,8328 

8.9628 

0.001389 

2261,9 

407150 

2,85733     H 

..^   ^^^ 

519841 

374805361 

26,8514 

8,9670 

0,«J01387 

2265.1 

408282 

2,85794     H 

Ib  722 

Ö21284 

376367048 

26,8701 

8,9711 

0,001385 

2268,2 

409415 

2,85854     H 

■  723 

522729 

877933Ü67 

26.8887 

8.9752 

0,001383 

2271,4 

410550 

2,85914     ■ 

■  724 

524176 

379503424 

26.9072 

8,9794 

0,001381 

2274,5 

411687 

2,85974     ■ 

■  725 

525625 

381078125 

26,9258 

8.9835 

0,001379 

2277,7 

412825 

2,86034     H 

IF  726 

527076 

382657176 

26,9444 

8,9876 

0,001377 

2280,8 

413965 

2,86094     ^1 

727 

528529 

384240583 

26,9629 

8,9918 

0.001376 

2283,9 

41510« 

2,86158     ■ 

728 

529984 

385828352 

26.9815 

8,9959 

0,001374 

3287,1 

416248 

2,86213     H 

729 

531441 

387420489 

27.0000 

9,0000 

0,001372 

2290,2 

417393 

2,86273     ^M 

^  7dO 

532900 

389017000 

27,0185 

9,0041 

0,001370 

2293,4 

418539 

2,86332  ^^M 

■  781 

534361 

390617891 

27,0370 

9,0082 

0,001368 

2296,5 

419686 

2,86392  ^^H 

■  732 

535824 

392223168 

27,0555 

9,0123 

0,001366 

2299,6 

420835 

2,86451     ^M 

■  733 

537289 

393832887 

27,0740 

9,0164 

0.001364 

2302,8 

421986 

2,86510     H 

■^  734 

538756  "395446904 

27.0924 

9,0205 

0,001362 

2305,9 

423138 

2,86570     ■ 

785 

B40225  1397065375 

274109 

9.0246 

0,001361 

2309,1 

424292 

2,86629     H 

736 

541696  398688256 

27,1293 

9,0287 

0,001359 

2312,2 

425447 

2,86688     H 

787 

543169  400315553 

27,1477 

9,0328 

0.001357 

2315,4 

426604 

2,86747     H 

788 

544644  40194T272 

27,1662 

9,0369 

0,001355 

2318,5 

427762 

2,86bl06     ^M 

739 

546121  U03583419 

27,1846 

9,0410 

0,001353 

2321,6 

428922 

2,86864     H 

740 

547600  1405224000 

27,2029 

9,0450 

0,001351 

2824,8 

430084 

3,86923     H 

741 

549081  1406869021 

27,2213 

9,0491 

0,001350 

2327,9 

431247 

2.86982     ^1 

742 

550564 

408518488 

27,2397 

9,0532 

0.001348 

2381,1 

432412 

2.87040     ^M 

748 

552049 

410172407 

27,2580 

9,0572 

0,001346 

2834,2 

433578 

2,87099     ^m 

744 

553536 

411830784 

27,2764 

9,0613 

0,001344 

2337,8 

434746 

2,87157     ^B 

1     745 

555025 

413493625 

27,2947 

9,0654 

0,001842 

2340,5 

485916 

2,87216     H 

H  746 

556516 

415160936 

27,3130 

9,0694 

0,001840 

2343,6 

487087 

2,87274     H 

W    747 

558009 

4168327231  27.3313 

9.0785 

0,001339 

2846,8 

488259 

2,87382     ^B 

74Ä 

559504 

418508992 

27,3496 

9,0775 

0,001337 

3849,9 

489433 

2,87390     ^B 

749 

561001 

420189749 

27,8679 

9,0816  0,001335 

2353,1 

440609 

2,87448     ^B 

7Ö0 

562500 

421875000 

27,3861 

9,0856  0,001333 

2356,2 

441786 

2,87506     ^B 
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n« 

n> 

V^ 

V^ 
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n 

i  "■ 

4 

logn 

^m 

564001 

'423564751 

!  27,4044 

0,0896  1  0,001332 

2359,3 

442965 

2,87564 

^m 

565504 

1425259008 

27,4226 

9,0937  1  0,001330 

2362.5 

444146 

2,87622 

^m         m 

567009 

426957777 

27,4408 

»,0977  1  0,001328 

2365,6 

445328 

2,87679 

^m               754 

568516 

428661064 

27.4591 

9,1017  1  0.001326 

236S,8 

446511 

2.87737 

^m 

570025 

430368875 

27,4773 

9,1057   0,001325 

2371,9 

447697 

2.87795 

^m 

57153« 

432Ü81216 

27,4955 

9.109«  0,001323 

2375,0 

448883 

2.87862 

■ 

573049 

1433798093 

1  27,5136 

9,1138 

0,001821 

2378,2  ' 

450072 

2,87910 

^1 

57450-1 

;435519512 

27,5318 

9,1178 

0,001319 

2381,3  1 

451262 

2,87967 

^m              759 

576081 

437245479 

27,5500 

9,1218 

0,001318 

2384,5 

452453 

2,88024 

^m             760 

57760fi 

438976000 

27,5681 

9,1258 

0,001316 

2887,6 

453646 

2,88081 

^l 

579121 

440711081 

27,5862 

9,1298 

0,001314 

2390,8 

454841 

2,88138 

^H 

580644 

442450728 

27,6043 

9,1338 

0,001312 

2393,9 

456037 

2,88195 

^H 

582 lü9 

444194947 

27,6226 

9,1378 

0,001311 

2397,0 

457234 

2,88252 

^M 

583696 

445943744 

27,6405 

9,1418 

0,001309 

2400,2  1 

458434 

2,88309 

^M 

585225 

447697125 

27,6586 

9,1458 

0,001507 

2403,3 

459635 

2,8836« 

^M              76« 

586756 

449455096 

27,6767 

9,1498 

0.001306 

2406.6 

460837 

2,88423 

^l      767 

588289 

451217663 

27,6948 

9,1537  , 

0,001304 

2409,6 

462041 

2,88480 

^H 

589824 

452984832 

27,7128 

9,1577 

0,001302 

2412,7 

463247 

2,88536 

^H      769 

591361 

454756609 

27J308 

9,1617 

0,001300 

2415,9 

464454 

2.88593 

^H 

592900 

456533000 

27.7489 

9,1657 

0.001299 

2419,0 

465663 

2,88649 

^1      771 

694441 

458314011 

27,7669 

9,1696 

0,001297 

2422,2 

466873 

2.88705 

^H 

595984 

460099648 

27,7849 

9,1736 

0,001295 

2425,3 

468085 

2,88762 

^H 

597529 

461889917 

27,8029 

9,1775 

0,(K}1294 

2428.5 

469298 

2,88818 

^H     774 

599076 

463684824 

27,8209 

9,1815 

0,001292 

2431,6 

470513 

2,88874 

^H 

600625 

465484375 

27,8388 

94855 

0,001290 

2434,7 

471730 

2,88930 

^H 

602176 

467288576 

27,8568 

9,1894 

0,001289 

2437.9 

472948 

2,88986 

^1      777 

603729 

469097433 

27,8747 

9,1933 

0,001287 

2441.0 

474168 

2,89042 

^1     778 

605284 

470910952 

27,8927 

9,1973 

0,001285 

2444,2 

475389 

2.89098 

^M 

606841 

472729139: 

27,9106 

9,2012 

0,001284 

2447.3 

476612 

2,89154 

^M             780 

608400 

474552000 

27,9285 

9,2052 

0,001282 

2450,4  ' 

477836 

2,89209 

^1      781 

609961 

476379541 

27,9464 

9,2091 

0,001280 

2453,6 

479062 

2,89265 

^B 

611524 

478211768 

27,9643 

9,2130 

0,001279 

2456,7 

480290 

2,89321 

^1      783 

6130S9 

480048687 

27,9821 

9,2170 

0,001277 

2459,9 

481519 

2,89376 

^M             784 

614656 

481890304 

28,0000 

9.2209 

0,Oril276 

2463,0 

482750 

2,89432 

^H 

616225 

463736625 

28,0179 

9,2248 

0,001274 

2466,2 

483982 

2,89487 

^H     786 

617796 

485587656 

28,0357 

9,2287 

0.001272 

2469,3 

485216 

2,89542 

^M 

619369 

487443403 

28,0535 

9,2326 

0,001271 

2472,4 

486451 

2,89597 

^M 

620944 

489303872 

28,0713 

9,2365 

0/J01269 

2475,6 

487688 

2.89653 

^M 

622521 

491169069 

28,0891 

9,2404 

0,001267 

2478,7 

488927 

2,89708 

^m 

624  im» 

493039000 

28,1069 

9.2443 

0,001266 

2481,9 

490167 

2,89763 

^L 

625681 

494913671 

284247 

9.2482 

0,001264 

2485,0 

491409 

2.89818 

^m              792 

627264 

496793088 

28,1426 

9,2521 

0,001263 

2488.1 

492652  , 

2,89873 

^H      793 

628849 

498677257 

28,1603 

9,2560 

0,001261 

2491,3 

493897 

2.89927 

^1      794 

630436 

500566184 

28,1760 

9,2599 

0,001259 

2494,4 

495143 

2.89988 

^m 

632025 

502459875 

28,1957 

9,2638 

0,001258 

2497,6 

496391  ' 

2,90037 

^H     796 

633616 

504358336 

28,2135 

9,2677 

0,001256 

2500,7 

497641 

2,90091 

^1     797 

635209 

5(u:''>*;i  'w 't 

28.2312 

9,2716 

0.001255 

2503,8 

498892 

2,9014« 

^m 

636804 

%y- 

28,2489 

9,2754 

0,001253 

2507,0 

500145 

2,90200 

^M 

638401 

51   ^-    28,2666 

9,2793 

0,001252 

25104 

501399 

2.90255 

^M            800 

640000 

5120üOüOüj  28,2S43 

9,2632 

0,001250 

2513,3 

502655 

3,90309 

^^^^^^^^^^^^^^ 

801  big  n  =  850. 

587  ^^M 

n 

1 

11» 

Vn 

1 
n 

Ttn 

HD* 
4 

^H 

Lioi 

641601  513922401 

28,3019 

9,2870 

0,001248 

2516,4 

603912 

^^H 

H02 

643204  515849608 

28,3196 

9,2909 

0,001247 

2519,6 

505171 

^^B 

^03 

644809 

517781627 

28,3373 

9,2948 

0,001245 

2522,7 

506432 

^^^1 

804   646-116 

519718464 

28,3549 

9,2986 

0,001244 

2525.8 

507694 

2,90526    ^^B 

805 

648025 

521660125 

28,3725 

9,3025 

0,001242 

2529,0 

50S958 

^^H 

806 

649636 

523606616 

28,3901 

9,3063 

0,001241 

2632,1 

510228 

2,90634    ^^^1 

807 

651249  525557943 

28,4077 

9,3102 

0,001239 

2535,3 

511490 

2,90687    ^^H 

808 

652864  527514112 

28,4253 

9.3140 

0,001238 

2538,4 

512758 

l^^l 

809 

654481  529475129 

28.4429 

9,3179 

0,001236 

2541,5 

514028 

2,90795     ^^M 

810 

656100  531441000 

28.4605 

9,3217 

0,001235 

2544,7 

515300 

2,90849      ^^M 

■'' 

657721  1533411731 

28,4781 

9,3255 

0,001233 

2547,8 

516573 

^^H 

■Il2 

659344  1535387328 

28,4956 

9,3294 

0,001232 

2661,0 

517848 

2.9095ti     ^^H 

P813 

660969 

537367797 

28,5132 

9,3332 

0,001230 

2554.1 

519124 

2,91  üO'^      ^^H 

L   814 

662596 

539353144 

28,5307 

9,3370 

0,001229 

2667,3 

520402 

2,91062       ^M 

^815 

664225 

541343375 

28,5482 

9,3408 

0,001227 

2560,4 

521681 

^^H 

■816 

665856 

543338496 

28,5657 

9,3447 

O.Ü01225 

2663,5 

522962 

^^^1 

817 

667489  545338513 

28>5832 

9,3485 

0,001224 

2566,7 

524245 

^^H 

818 

669124  547343432 

28,6007 

9,3523 

0,001222 

2569,8 

525529 

2,91275    ^^H 

819 

670761  549353259 

28,6182 

9.3561 

0.001221 

2673,0 

526814 

2.91328       ^B 

820 

6724«)0  551368000 

28,6356 

9,3599 

0,001220 

2576.1 

528102 

2.91381     ^^M 

821 

674041  553387661 

28,6531 

9,3637 

0,001218 

2579.2 

529391 

2,91434    ^^H 

822 

675684  555412248 

28.6705 

9,3675 

0,001217 

2582,4 

530681 

2.91487    ^^B 

823 

677329  557441767 

28,6880 

9.3713 

0,001216 

2585,5 

531973 

2.91540      ^H 

824 

678976  559476224 

28,7054 

9,3751 

0,001214 

2588.7 

533267 

2,91593    ^^H 

^w35 

680625  561515625 

28,7223 

9,8789  1 

0,001212 

2591,8 

Ö3456S 

I^H 

^m2d 

682276  ^  -  '-^6 

28,7402 

9,3827 

0.001211 

2695,0 

535858 

2.91698    ^^H 

^Bg27 

683929         ; 

28,7576 

9,3865 

0,001209 

2598,1 

537157 

2,91751       ^M 
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28,7750 

9,3902 

0,001208 

2601.2 

538456 

2,91803       ^M 

^^■29 

687241 

569722789 

23,7924 

9,3940 

0.001206 

2604,4 

539758 

2*91865       ■ 

^Kso 

688900 

571787000 

28.8097 

9,3978 

0.001205 

2607.5 

541061 

2,91908       ^1 

^■S31 

690561 

573856191 

28,8271 

9,4016 

0,001203 

2610.7 

642366 

2,91960       ^1 

^Bis2 

692224  ""■'    S 

28,8444 

9,4053 

0.001202 

2613,8 

543671 

2,92012       ^M 

^Bt38 

Ö93889         7 

28,8617 

9,4091 

0,001200 

2616,9 

644979 

2,92065       ^M 

Pi34 

'  695556  »'»■Mr.,,,^^ 

28,8791 

9,4129 

0.001199 

2620,1 

646288 

2.92117       ^M 

835 

697225  J582182875 

28,8964 

9,4166 

0,001198 

2623,2 

547599 

2,92169       ^M 

836 

698896  '      -1 

28,9137 

9,4204 

0,001196 

2626,4 

548912 
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9,9430 

0.001017 

3088,2 

758922 

2,99255^H 

■ 

968256 

952763904 

31,3688 

9,9464 

0.001016  1 

3091, S 

760466 

2,993Qq^H 

■ 

970225 

955671625 

31,3847 

9,9497 

0,001015 

3094,5 

762013 

2,9934^H 

H      986 

972196 

958585256 

31.4006 

9,9531 

0.001014 

8097,6 

768561 

2,998SI^| 

■      987 

974169 

961504803 

31,4166 

9,9565 

0,001013 

3100,8 

765  Ul 

2',9948^H 

■      988 

976144 

964430272 

31,4325 

9,9598 

0.001012 

8403,9 

766662 

2,9947^H 

B.      989 

978121 

967361669 

31,4484 

9,9632 

0,001011 

3107,0 

768214 

2,9952(^H 

^^H 

980100 

9  70299  WO 

3Ki643 

9,9666 

0,001010 

8110,2 

769769 

2,99564^H 

^^H 

982081 

973242271 

31,4802 

9,9699 

0,001009 

3118,8 

771825 

2,9960^^1 

V^   992 

984064 

976191488 

31,4960 

9,9733 

0,001008 

8116,5 

772882 

2,9966^^^1 

■      99S 

986049 

979146657 

31,5119 

9,9766 

0,001007 

8119,6 

774441 

2,9969^H 

■      994 

988036 

9S2lUi784 

31,5278 

9,9800 

0.001006 

3122,7 

776002 

2,99781^^1 

H       ^^^ 

990025 

985074875 

31,5436 

9,9H33 

0,00  M 105 

3125,9 

777564 

2,997a^H 

H 

992016 

988047936 

31,5595 

9,9866 

0,001004 

3129,0 

779128 

2,9982^^1 

■      997 

994009 

991026973 

31,5753 

9,9900 

0,001008 

3132,2 

780698 

2',9987^H 

■      998 

996004 

991U1I992 

31,5911 

9,9933 

0,001002 

8136.8 

782260 

*i,999l|^B 

■      999 

998001 

997002999 

31,6070 

9,9967 

0,001001 

3138,5 

788828 

2,99951^^1 

H    1000 

toooooo 

1000000000 

31,6228 

10,0000 

0,001000 

3141,6 

785398 

J 

r 

Triert^nometrlselie  T^belleii. 

^ 

591   ^W 

W^D!e  Winkel 

von  46«  bis  90*  «ind  unter  45"  60 

'  hh  %r  60 

'  m  aucheis 

^^^^^H 

Grad 

Sinua 

n_«  A                    ^^^1 

0' 

10' 

20'   1   80' 

40' 

50* 

Qrad        ^H 

b « 

0,00000 

0.00291 

0,00582 

0,00873 

0.01164 

0,01454 

H 

m  1 

OfilUb 

0,02086 

0,02327 

0,02618 

0,02908 

0,03199 

■ 

"^  2 

0.0a490 

0,03781 

0,04071 

0,04362 

0,04653 

0,04943 

■ 

1_   ä 

0.052M 

0,05524 

0,05814 

0,06105 

0.06395 

0,06685 

■ 

■  * 

0,06976 

0,07266 

0,07556 

0,07846 

0,08136 

0,08426 

H 

■  ' 

0,08716 

0,09005 

0,09295 

0,09585 

0,09874 

0,10164 

^^m 

H  ^ 

0,10453 

0,10742 

0.11031 

0,11320 

0,11609 

0.11898 

^^H 

M  7 

042187 

0,12476 

0,12764 

0,13053 

0,13341 

0,13629 

^^H 

■  ^ 

0,13917 

0,14205 

0,14493 

0,14781 

0,15069 

0,15356 

^H 

■  ' 

0,15645 

0,15931 

0,16218 

0,16505 

0,16792 

0,17078 

80      ^M 

■  lO 

0,17365 

0,17651 

0,17937 

0,18224 

0,18509 

0,18795 

^M 

^  n 

0,19081 

0,19366 

0,19652 

0,19937 

0,20222 

0,20507 

_^^M 

12 

0,20791 

0,21076 

0,21360 

0,21644 

0.21928 

0,22212 

^^H 

^  13 

0,22495 

0,22778 

0,23062 

0,23345 

0,28627 

0,23910 

^^H 

■  u 

0.24192 

0,24474 

0,24756 

0,25038 

0,25820 

0,25601 

^^H 

F  15 

,  0,25882 

0,26163 

0,26443 

0,26724 

0,27004 

0,27284 

^^H 

16 

0,27564 

0,27843 

0,28123 

0,28402 

0,28680 

0.28959 

^^H 

17 

0,29237 

0,29515 

0.29793 

0,30071 

0,30348 

0,30625 

^^H 

18 

0,30902 

0,31178 

0,31454 

0,31730 

0,32006 

0,32282 

^^H 

19 

0,32557 

0.32832 

0,33106 

0,33381 

0,33655 

0,33929 

^^H 

20 

0,34202 

0,34475 

0,3474s 

0,35021 

0,35293 

0,35565 

^^H 

21 

0.35837 

0,36108 

0,36379 

0,36650 

0.36921 

0,37191 

^^m 

22 

0,37461 

0,37730 

0,37999 

0,38268 

0,38537 

0,38805 

^^H 

23 

0,39073 

0.39341 

0,39608 

0,39875 

0,40141 

0,40408 

^^H 

24 

0.40674 

0.40939 

0,41204 

0,41469 

0,41734 

0,41998 

^^H 

85 

0,42262 

0,42525 

0,42788 

0,43051 

0,43313 

0,43575 

^^H 

S8 

0,43837 

0,44098 

0,44359 

0,44620 

0,44880 

0,45140 

^^H 

«7 

0,45399 

0,45658 

0,45917 

0,46175 

0,46433 

0,46690 

^^H 

88 

0,46947 

0.47204 

0,47460 

0,47716 

0,47971 

0.48226 

^^^H 

SB 

0,48481 

0.48735 

0,48989 

0,49242 

0,49495 

0,49748 

^^H 

^  80 

0,5(3000 

0,50252 

0,50503 

0,50754 

0,51004 

0,51254 

^1 

■  31 

0.51504 

0,51753 

0,52002 

0,52250 

0,52498 

0,52745 

^M 

■  82 

0,52992 

0,53238 

0,53484 

0,53730 

0,53975 

0,54220 

_^M 

■  33 

0,54464 

0,54708 

0.54951 

0,55194 

0,55436 

0,55678 

^^H 

^34 

0,55919 

0,56160 

0,56401 

0,56641 

0,56880 

0,57119 

^^H 

sa 

0,57358 

0,57596 

0,57833 

0,58070  ! 

0.58307 

0,58543 

^H 

36 

0,58779 

0,59014 

0,59248 

0,59482 

0.59716 

0,59949 

^B 

87 

0,60182 

0,60414 

0.60615 

0,60876 

0,0  U  07 

0.61337 

^H 

L  88 

0,61566 

0,61795 

0.62024 

0,62251 

0.62479 

0.62706 

^^M 

■  »» 

0,62932 

0,63158 

0,63383 

0,63606 

0,63832 

0,64056 

^^M 

F«> 

0,64279 

0,64501 

0,64723 

0,64945 

0.65166  ' 

0.65886 

^^H 

41 

0,65606 

0,65825 

0,66044  1 

0.66262 

0,66480 

0,66697 

^^H 

^42 

0.66913 

0,67129 

0,67344 

0,67559  1 

0,67773 

0,67987 

^^H 

■  48 

0,68200 

0,68412 

0,686^ 

0,68835 

0,69046 

0,69256 

^^H 

■  44 

0,69466 

0,69675 

0,69883 

0,70091 

0,70298 

0,70505 

^^H 

m^  - 

0,70711 

0,70916 

0,71121 

0,71325 

0,71529 

0.71782 

^^H 

L 

eo' 

L 

50'   [ 

40'   1   80' 
Qomnm 

20' 

10- 

Or»d     ^H 

592 


Trigonometarisehe 

Die  Winkel  von  46''  bis  90>  sind 


CoBinus 

Ömd 

Grad 

Q* 

10' 

20' 

80' 

40' 

50' 

0 

1,00000 

1,00000 

0,99998 

0,99996 

0,99993 

0,99989 

89 

1 

0.99985 

0,99979 

0,99973 

0,99966 

0,99958 

0,99949 

88 

2 

0,99939 

0,99929 

0,99917 

0,99905 

0,99892 

0,99878 

8T 

3 

0,99363 

0,99847 

0,99831  ! 

0,99813 

0,99795 

0,99776 

86 

4 

0.99756 

0,99736 

0,99714  , 

0,99692 

0,99668 

0,99644 

35 

ä 

0,99619 

0,99594 

0.99567 

0,99540 

0,09511 

0,99482 

84 

n 

0,99452 

0,99421 

0,99390 

0,99357 

0,99324 

0,99290 

83 

7 

0,99255 

0,99219 

0,99182 

0,99144 

0,99106 

0,99067 

82 

9 

0,99027 

0,98986 

0,98944 

0,98902 

0,98858 

0,98814 

81 

9 

0,98769 

0,98723 

0,98676 

0,98629 

0,98580 

0,98531 

80 

10 

0,98481 

0,98430 

0,98378 

0,98325 

0,98272 

0,98218 

79 

11 

0,98163 

0,98107 

0,98050 

0,97992 

0,97934 

0,97875 

78 

12 

0,97815 

0,97754 

0,97692 

0,97630 

0,97566 

0,97502 

77 

13 

0,97437 

0,97371 

0,97304 

0,97237 

0,97169 

0,97100 

76 

14 

0,97030 

0,96959 

0,96887 

0,96815 

0,96742 

0,96667 

75 

15 

0,96593 

0,96517 

0,96440 

0,96363  1 

0,96285 

0,96206 

74 

16 

0.96126 

0.96046 

0,95964 

0,95882 

0,95799 

0,95715 

73 

17 

0,95630 

0,95545 

0,95459 

0,95372 

0,95284 

0,95195 

72 

18 

0,95106 

0,95015 

0,94924 

0,94832 

0,94740 

0,94646 

71 

19 

0,94552 

0,94457 

0,94361 

0,94264 

0,94167 

0,94068 

70 

20 

0,93969 

0,93869 

0,93769 

0,93667 

0,93565 

0,93462 

69 

21 

0,93358 

0,93253 

0,93148 

0,93042 

0,92935 

0,92827 

68 

22 

0,92718 

0,92609 

0,92499 

0,93388 

0,92276 

0,92164 

67 

23 

0,92050 

0,91936 

0,91822 

0,91706 

0,91590 

0,91472 

66 

24 

0,91355 

0,91236 

0,91116 

0,90996 

0,90875 

0,90753 

65 

25 

0,90631 

0,90507 

0,90383 

0,90259 

0,90133 

0,90007 

64 

26 

0,89879 

0,89752 

0,89623 

0.89493 

0,89363 

0,89232 

63 

27 

0,89101 

0,88968 

0,88835 

0,88701 

0,88566 

0,88431 

62 

2g 

0,88295 

0,88158 

0,88020 

0,87882 

0,87743 

0,87803 

61 

29 

0,87462 

0,87321 

0,87178 

0,87036 

0,86892 

0,86748 

60 

30 

0,86603 

0,86457 

0,86310  1 

0,86163 

0,66015 

0,85866 

59 

31 

0,85717 

0,85567 

0,85416 

0,85264 

0,85112 

0,84959 

58 

32 

0.84805 

0,84650 

0,84495 

0.84339 

0,84182 

0,84025 

57 

aa 

0,83867 

0,83708 

0,83549  i 

0,88389 

0,83228 

0,83066 

56 

34 

0,82904 

0,82741 

0,82577 

0,82413 

0,82248 

0,82082 

55 

3& 

0,81915 

0,61748 

0,81580 

0,81412 

0,81242 

0,81072 

54 

36 

0.80902 

0.80730 

0,80558 

0,80386 

0,80212 

0,80038 

53 

37 

0,79864 

0,79688 

0,79512 

0,79335 

0,79158 

0,78980 

52 

38 

0,70801 

0,78622 

0,78442 

0,78261 

0,78079 

0,77897 

51 

39 

0,77715 

0,77531 

0,77347 

0,77162 

0,76977 

0,76791 

50 

40 

0,76604 

0,76417 

0,76229 

0,76041 

0,75851 

0,75661 

49 

41 

0,75471 

0,75280 

0,75088 

0,74896 

0,74703 

0,74509 

48 

42 

0.74314 

0,74120 

0,73924 

0,73728 

0,73531 

0,73333 

47 

43 

0,73135 

0,72937 

0,72737 

0,72537 

0,72337 

0,72136 

46 

44 

0,71934 

0,71732 

0.71529 

0,71325 

0,71121 

0,70916 

45 

45 

0,70711 

0,70505 

0,70298 

0,70091 

0,69883 

0,69675 

44 

6U' 

50' 

40' 
Sin 

30' 
Ui 

20' 

JO' 

Gmd 

r 

ölWII* 

m 

™ 

™ 

593  ^^ 

H   unter  45^  60'  Uh   69'  60'  xu  suchen. 

M 

Gn^ 

Tangens 

Grad      H 

O' 

10' 

20' 

30' 

40^ 

50' 

1   ' 

0,00000 

0,00291 

0,00582 

0,00873 

0,01164 

0.01455 

^^1 

K   1 

0,01746 

0,02036 

0,02328 

0.02619 

0.02910 

0,03201 

^^M 

^^^ 

0,03492 

0.03783 

0.04075 

0,04366 

0,04658 

0,04949 

^^B 

^^« 

0,05241 

0,05533 

0.05824 

0,06116 

0.06408 

0,06700 

^^H 

■    ' 

0.06993 

0,07285 

0,07578 

0,07870 

0.08168 

0,08456 

^^M 

1    ' 

0.08749 

0,09042 

0,09335 

0,09629 

0.09923 

0,10216 

^^H 

■    ' 

040510 

0,10805 

0,1109H 

0,11394 

0,11688 

0.11983 

^^H 

■   7 

0J227S 

0,12574 

0.12869 

0.13165 

0.18461 

013758 

^^M 

■   ^ 

0,14054 

0,14351 

0,14648 

0,14945 

0,15243 

0.15540 

^^H 

1   ' 

0,15838 

0,16137 

0,16435 

0,16734 

0,17033 

0,17333 

^^M 

1   '' 

0,1T633 

0.17933 

0,18233 

0.18534 

0,18835 

0,19136 

^^H 

r    n 

0,19438 

0,19740 

0,20042 

0,20345 

0,20648 

0,20952 

^^M 

12 

0,21256 

0,21560 

0,21864 

0,22169 

0,22475 

0,22781 

^^B 

18 

0,23087 

0,23393 

0,23700 

0,24008 

0,24316 

0,24624 

^^H 

14 

0,24933 

0,25242 

0,25552 

0,25862 

0,26172 

0,26483 

^^1 

15 

0,26795 

0,27107 

0,27419 

0,27732 

0,28046 

0.28360 

^^1 

16 

0,28675 

0J8990 

0,29305 

0,29621 

0,29938 

0,30255 

^^M 

17 

0,30573 

0,30891 

0,31210 

0.31530 

0.31850 

0.32171 

^^H 

18 

0,32492 

0,32814 

0,38136 

0.33460 

0,33783  1 

0,34108 

^^H 

19 

0,34433  1 

0,34758 

0,35085 

0,35412 

0,35740 

0,36068 

^^M 

20 

0,36397  1 

0,36727 

0,37057 

0,37388 

0,37720 

0.38053 

^^1 

21 

0,38386 

0,38721 

0.39055 

0.39391 

0,39727 

0,40065 

^^M 

22 

0,40403  ' 

0,40741 

0,41081 

0,41421 

0.41763 

0,42105 

^^M 

23 

0,42447 

0*42791 

0,43136 

0,43481 

0,43828 

0,44175 

^^H 

24 

0,44523 

0,44872 

0,45222 

0,45573 

0.45924 

0,46277 

^^H 

25 

0,46631 

0,46985 

0,47341 

0,47698 

0.48055 

U.48414 

^^1 

26 

0,48773 

0,49134 

0,49495 

0,4985« 

0,50222 

0.50587 

^^H 

27 

0,50953  1 

0,51319 

0,51688 

0,52057 

0,52427 

0,52798  1 

^^H 

,    28 

0,53171 

0,53545 

0,53920 

0,54296 

0.54673 

0.55051 

^^M 

■  29 

0,55431 

0,55812 

0,56194 

0,56577 

0.56962 

0,57348 

60     ^^M 

■   ao 

0,57735 

0,58124 

0,58513 

0,58905 

0,59297 

0.59691 

H 

31 

0,60086 

0,60483 

0,6fi88l 

0,61280 

0,61681 

0.62083 

■ 

32 

0,62487 

0,62892 

0,632ö9 

0,63707  ' 

0,64117 

0.64528 

^^M 

38 

0,64941 

0,65355 

0,65771 

0,66189 

0.66608 

0,67028 

^^M 

34 

0,67451 

0,67875 

0,6S301 

0,68728 

0,69157 

0,69588 

^^M 

35 

0,70fJ21 

0,70455 

0,70891 

0,71329 

0.71769 

0,72211 

^^M 

36 

0,72654 

0,73100 

0,73547 

0,73996 

0,74447 

0,74900 

^^M 

37 

'  0.75355 

0,75812 

0,76272 

0.76733 

0,77196  ' 

0.77661 

^M 

_   88 

0,78129 

0,78598 

0.79070 

0,79544 

0,80020 

0,80498 

^^H 

■  39 

0.80978 

0,81461 

0,81946 

0,82434 

0.82923 

0,83415 

^^H 

F  40 

0,83910 

0,84407 

0,84906 

0.85408 

0,85912 

0,86419 

^^1 

41 

0.86929 

0,8744  t 

0,87955 

0,88473 

0.88992 

0,89515  ' 

^^H 

42 

0,90040 

0,9056  J* 

0.91099 

0,91633 

0.92170 

0,92709  i 

^^H 

43 

0,93252 

0,93797 

0,94345 

0,94896 

0.95451 

0.96008 

^^H 

44 

0,96569 

0.97133 

0,97700 

0,98270  i 

0,98843 

0,99420 

^^H 

45 

1,00000 

1.00588 

1,OUTO 

1,01761 

1,02355 

1,02951 

^^M 

b 

60' 

L 

50' 

40^   ' 
Cotan 

30' 

20' 

10' 

Grad    ^fl 

^r    694 

V 

TrffonottietrfsHte  Tabelkn, 

^ 

■ 

^^B                  Die  Winkel 

von  46*  biB  90*  sind  unter  45=  m 

\*  bia  89»  60'  xu  suchen.            ^^M 

H               Qrad 

CotangeDa 

Grad 

0' 

10' 

2(r 

SO' 

40' 

50' 

^^B 

00 

343,77371 

171,88540 

114,58865 

85,93979 

68,75009 

89 

^^H 

67,28996 

49,10388 

42,96408 

38.18846 

34,36777 

31,24158 

88 

^^H 

28,68625 

26,43160 

24,54176 

22,90377 

21,47040 

20,20555 

87  m 

^^H 

19,08114 

18,07498 

17,16934 

16.349*i6 

15,60478 

14,92442 

86    H 

^^H 

,  14,30067 

13,72674 

13,19688 

12,70621 

12,25051 

11.82617 

85     "] 

^^H 

11,43005 

11,05943 

10,71191 

10.38540 

1   10,07803 

9.78817 

»4    ^ 

^^H 

9,51436 

9,25530 

9,00983 

8,77689 

8,55555 

8.34496 

83    H 

^^H 

8.14435 

7,95302 

7,77035 

7,59575 

7,42871 

7,26873 

82    ^ 

^^H 

7,11537 

6,96823 

6,82694 

6,69116 

6,56055 

6,43484  ; 

81 

^^H 

6.31375 

6,19703 

6,08444 

5,97576 

5,87080 

5,76937 

80 

^^H 

5.67128 

5,57638 

5,48451 

5,39552 

5,30928 

5,22566 

79 

^^H 

5pU455 

5.06584 

4,98940 

4,91516 

4,84301 

4,77286 

7g 

^^H 

4,70463 

4,63825 

4,57363 

4.51071 

4,44942 

4,38969 

77 

^^H 

4,33148 

4,27471 

4,21933 

4,16531 

4,11256 

4,06107 

76 

^^H     ^^ 

4,01078 

3,96165 

3,91364 

3.86671 

3,82088 

3.77595 

75 

^^H 

3,73205 

3,68909 

3,64705 

3,60588 

3,56567 

8,52609 

74 

^^H 

3,48741 

3,44951 

3,41236 

3,37594 

3.34028 

3,30521 

78 

^^H 

3,27085 

3,23714 

8.20406 

3,17159 

3.13972 

3,10842 

72 

^^H 

3,07788 

3,04749 

8.01783 

2,98868 

2.96004 

2,98189 

71 

^^m      u 

2,90421 

2,87700 

2,85023 

2,82391 

2.79802 

2,77254 

70 

^^H 

2,74748 

2,72281 

2,69853 

2,67462 

2.65109 

2,62791 

69 

^^H 

2,60509 

2,58261 

2,56046 

2.53865 

2,51715 

2,49597 

68 

^^H 

2,47509 

2,45451 

2,43422 

2.41421 

2.39449 

2,37504 

67 

^^H 

1    2,35585 

2,33693 

2,31826 

2,29984 

2,28167 

2,26374 

66 

^^H 

2,21604 

2,22857 

2,21132 

2,19430 

2,17749 

2,16090 

65 

^^H 

2,14451 

2,12832 

2,11233 

2,09654 

2,08094 

2,06558 

64 

^^H 

2,05030 

2,03526 

2,02039 

2.00569 

1,99116 

1,97680 

m 

^^m 

1,96261 

1,94858 

1,93470 

1.92098 

1,90741 

1,89400 

62 

^^M 

1.88073 

1.86760 

1,85462 

1.84177 

1.82906 

1,81649 

61 

^^H 

1,80405 

1.79174 

1,77955 

1.76749 

1.75556 

1,74375  : 

60 

^^H 

1,73205 

1.72047 

1,70901 

1,69766 

1,68643 

1,67580 

59 

^^H 

1,66428 

1,65337 

1,64256 

1,63185 

1,62125 

1,61074 

58 

^^H 

1,60033 

1,59002 

1.57981 

1,56969 

1,55966 

1,54972 

57 

^^H 

1,53987 

1,53010 

1,52043 

1,51084 

1,50133 

1,49190 

56 

^^H 

1,48256 

1,47330 

1.46411 

1.45501 

1,44598 

1.43703 

55 

^^H 

1,42815 

1,41934 

1.41061 

1,40195 

1,39336 

1.38484 

54 

^^M 

1,37688 

1,36800 

1.35968 

1.35142 

1,34323 

1,33511 

53 

^^H 

1.82704 

1,31904 

1,31110 

1,30323 

1.29541 

1.28764 

52 

^^H 

1,27994 

1,27230 

1.26471 

1.25717  1 

1,24969 

1,24227 

51 

^^H 

1,23490 

1,22758 

1,22031 

1,21310 

1.20593 

1.19882  1 

50 

^^H 

1,19175 

1,18474 

1.17777 

1.17085 

1,16398 

1,15715  , 

49 

^^H 

1,15037 

1,14363 

1,13694 

1,13029 

1,12369 

1,11713 

4S 

^^H 

1,11061 

1,10414 

1,09770 

1,09131 

1,08496 

1,07864 

47 

^^B 

1,07237 

1,06613 

1,05994 

1.05378 

1.04766 

1,04158 

46 

^^^ 

1.03553 

1,02952 

1,02355 

1,01761 

1,01170 

1,00583 

45 

H 

1.00000 

0,99420 

0,98843 

0,98270 

0,97700 

0,97133 

44 

L 

60' 

50' 

40' ~[ 
Taaf 

30' 

reu 

20' 

KT 

arad^ 

H^Hfefli 

■■dk 

1^^^ 

i^^rf 

^Hü 
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▼ 

h 

▼ 

h 

▼ 

h 

0,1 

0,00051 

9,90458 

5,0 

30,0 

45,8701 

0.2 

0,00204 

10.0 

5,09680 

81,3206 

50,0 

0,3 

0,00459 

10,8499 

6,0 

32.0 

52.1913 

0,4 

0,00816 

11.0 

6,16713 

32,8498 

55.0 

0,5 

0,01274 

11,7199 

7.0 

34,0 

58,9190 

0,6 

0,01835 

12,0 

7,33989 

84,3100 

60.0 

0,7 

0,02497 

12,5282 

8.0 

85.5469 

65,0 

0,8 

0,08262 

13,0 

8,61359 

36.0 

66.0545 

0,9 

0,04128 

13,2882 

9,0 

37.0590 

70.0 

1,0 

0.05097 

14,0 

9,98972 

38,0 

73,5977 

1,40071 

0,1 

14,0070 

10,0 

88,1835 

75,0 

1,98089 

0.2 

14.6907 

11,0 

89,6179 

80,0 

2,0 

0,20387 

15,0 

11,46780 

40,0 

81,5487 

2,42608 

0,3 

15,8439 

^h^ 

40,6494 

85,0 

2,5 

0,31855 

15,9702 

13,0 

42.0 

89,0076 

2,78907 

0,4 

16,0 

13,04781 

42,0297 

90,0 

3,0 

0,45871 

16,5778 

14,0 

42.9741 

95.0 

848206 

0,5 

17,0 

14,72975 

44,0 

98,6741 

8,48115 

0,6 

17,1550 

15,0 

44.2940 

100.0 

3,5 

0,62436 

17,7176 

16,0 

46,0 

107,848 

8,96177 

0,8 

18,0 

16,51863 

48,0 

117,480 

4,0 

0,81549 

18,0588 

17,0 

50,0 

127,420 

4,20210 

0,9 

18.7885 

18,0 

54.2489 

150,0 

4,42940 

1,0 

19.0 

18,39944 

55,0 

154,178 

4,5 

1,08210 

19,8078 

19,0 

60,0 

183,485 

5,0 

1,27420 

19,8089 

20,0 

62.6412 

200,0 

5,42488 

1,5 

20.0 

20,8872 

65,0 

215,340 

5,5 

1,54178 

21,0 

22,4769 

70,0 

249.748 

6 

1,83485 

22,0 

24,6686 

70,0349 

250,0 

6,26412 

2,0 

22,1470 

25.0 

75,0 

287,428 

6,5 

2,15340 

23,0 

26,9621 

76,7194 

300,0 

7,0 

2,49748 

24,0 

29,3576 

80,0 

826.947 

7,5 

2,86695 

24.2608 

30,0 

82.4856 

350,0 

7,67195 

3,0 

25,0 

81.8550 

85,0 

368.248 

8,0 

8,26195 

26.0 

84,4544 

88,5880 

400,0 

8,28664 

3.5 

26,2047 

35,0 

90.0 

412,841 

8,5 

8,68240 

27,0 

87,1557 

92,4594 

450.0 

8,85880 

4,0 

28,0 

89.9589 

95.0 

459,986 

9,0 

4,12841 

28,0140 

40,0 

99.0442 

500,0 

9,89618 

4,5 

29,0 

42,8641 

190,0 

509,680 

9,5 

4,59986 

29,7188 

45,0 
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*'°'  "180 ' ■ 

^.^^ 

^-* 

^^H 

▼=w                     w^ 

n 

v^^w 

w* 

^^H. 

n,l047 

6 

35 

3,6652 

210 

^^^m 

0.2094 

12 

36 

3,7699 

216 

^^^m 

0,3142 

18 

37 

3,8746 

222 

^^^m 

0,4189 

24 

38 

3,9794 

228 

^^^m 

0,ö23Ö 

30 

38,197 

ifi 

229*  9'  55* 

^^^m 

0,6288 

36 

39 

4,0841 

234 

^^^M 

0J330 

42 

40 

4,1888 

240 

^^^B 

0,8378 

48 

41 

4,2935 

240 

^^^^ 

0,9425 

54 

42 

4.3982 

252 

^^M 

1.0 

57-  17'  45" 

42,972 

4,5 

257»  49'  52* 

^H 

1,0472 

60 

43 

4,5029 

258 

^H 

1,1519 

66 

44 

4,6077 

264 

^H 

1,2566 

72 

45 

4,7124 

270 

^H 

1,3314 

78 

46 

4,8171 

270 

^H 

1,4661 

84 

47 

4,9218 

282 

^^ft^ 

1,5 

85-56'8r 

47,7*7 

5,0 

286*  28' 45* 

^^^B 

1,5708 

90 

48 

5,0265 

288 

^^^H        16 

1,6755 

96 

49 

5,1313 

294 

^^^B 

1J802 

102 

SO 

5,2360 

300 

^^^p 

1,8850 

108 

51 

5,3407 

806 

^v^ 

1,9897 

114 

52 

5,4454 

312 

^^^^        19,099 

2,a 

U4*35'30" 

52.^21 

5,5 

815»7*87*_ 

^^^B 

2,0944 

120 

53 

5,5501 

818       M 

^^^1 

2,1991 

126 

54 

5,6549 

324      ■ 

^^H 

2,3038 

132 

55 

5J596 

380      m 

^^^v 

2,4086 

138 

5« 

5,8643 

836       ■ 

^H            23,878 

2,5 

U3M4'2r 

57 

5,9690 

342 

^H 

2,5133    ; 

144 

57.29e 

0,0 

343'  46' 80*" 

^H 

2,6180 

150 

58 

6,0737 

348 

^H 

2J227 

156 

S9 

6,1785 

354 

^H 

2,8274 

162 

60 

6,2832 

360 

^H 

2,9822 

168 

61 

6,3879 

360 

^H             28,64« 

3,0 

171- 53' 15" 

62 

6,4926 

872 

^H 

3,0869 

174 

62,070 

0,5 

372<»  25'  12" 

^H 

3,1416 

180 

63 

6,5973 

878 

^H 

3,2463 

186 

«4 

6,7021 

884        ■ 
390        ■ 
890        ■ 

^H 

3,3510 

192 

65 

6,8068 

^H 

3.4558 

193 

66 

6,9115 

^H             83,423 

3,S 

200- 82' 7"       ,       66.845      1 

7^ 

40r  4'  12* 

^H 

3,5605                   204               |          07          !       7,0162      | 
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„^^ 

^ 

11 

v^w 

w* 

n 

v^w 

w<» 

68 

7.1209 

408 

95,493 

10.0 

572«  57'  29" 

69 

7,2257 

414 

96 

10,053 

576 

70 

7,3304 

420 

97 

10,158 

582 

71 

7,4351 

426 

98 

10,263 

588 

71,620 

7,5 

429'  43'  r        1 

99 

10,367 

594 

72 

482 

100 

10.472 

600 

73 

7,6445 

438 

143.240 

16|0 

859-  26'  14" 

74 

7.7493 

444 

150 

15.708 

900 

75 

7,g540 

450 

190.986 

20,0 

1145"  54' 58" 

76 

7,9587 

456 

200 

20,944 

1200 

76,394 

8,0 

458"  21^59" 

238,783 

25,0 

1432'»  23'  58" 

77 

8,0634 

462 

250 

26,180 

1500 

78 

Öj88t 

468 

2Hfi,479 

30,0 

1708'  52' 26" 

79 

a.2729 

474 

300 

31.416 

1800 

m 

8,3776 

480 

334,226 

35,0 

20O5"  21' 22" 

81 

8,4823 

486 

350 

36.652 

2100 

ai,i6ö 

83 

487^*  0'  51" 

381,972 

40,0 

2301-  49'  55" 

82 

8,5870 

492 

400 

41.888 

2400 

83 

8,6917 

498 

429.719 

45.0 

2578"  18' 50" 

84 

8,7965 

504 

450 

47.124 

2700 

85 

8,9012 

510 

477.465 

50.0 

2864"  47'  24" 

85,»U 

9,0 

515*  39' 44" 

aoo 

52.330 

3000 

86 

9,0059 

516 

572.958 

60,0 

8437*  44'  58^ 

87 

9,1106 

522      1 

600 

62.632 

3600 

88 

9,2153   ' 

528 

66».451 

70,0 

4010"  42'  22" 

89 

9,3201 

584 

700 

73.304 

4200 

90 

9.4248 

540 

763,944 

80,0 

4583»  39'  50" 

60,718 

9,5 

544*  18' 86" 

800 

83J76 

4800 

91 

9,5295 

546 

85^.437 

'   90.0 

5156"  37' 19" 

92 

9,6342 

552 

9M 

94,248 

5400 

93 

9,7389 

558 

954.930 

100.0 

5729^  34'  48" 

94 

9,8437 

564 

1000 

104.720 

6000* 

95 

9,9484 

570 

698 


Tabelle  dnlfer  liMafifr  Torfc«mmra4»r  Zahlenwert«. 


Oftae: 

Zahlen  wert: 

Grösse: 

Zahlen  wert; 

Grösse: 

Zuhlenwert: 

34415Ö2658&89 

1 

0,032252 

Vn 

1,21019T       j 

1,570796 

K* 

e 

T 

1 

97,409091 

i/y 

0,826311 

T 

i 

1.047198 

TT* 
TC* 

1 

0,010266 

0,785898 

306,019685 
0.003268 

log  TZ 

0,4971499 
0,502850—1 

IC 

T 

0,628319 

961,389194 

logn» 

0,994800 

1C 

0,528599 

l 

0,001040 

•"«;? 

0,005700-1 

6 

71 

VT 

1,772454 

logn* 

1 

1,491451 

T 

0,448942 

VSti 

2,506628 

logl 

0,508550-« 

T 
9 

0.392699 

2VT 

3,544908 

log  Vit 

0,248576 

0.349066 

VT 

4,442884 
1,253314 

0,751425-1 

TT 
te 

0,261709 

log  Vn 

0,165717 

0,196850 

0,564190 

OJ97885 

■»«Kl 

0,834283- 1' 

* 

0,098175 

e 

2,7182818 

82 

0,049087 

|/4 

0,977205 

1 

e 

0,867879 

U 

0.034907 

5,352372 

löge 

0,434294 

IC 

00 

? 

9,808           ' 

n          ! 

0,017453 

1,462447 

g 

0,101936 

180      ; 

9,869604 

t 

!, 845270 

1 

0,050968 

4i;> 
i 

39.478417 

Vi 

1,162447 

1      ^^ 

96,2361 

T""  : 

2,467401 

1 

* 

0,010391 

iV- 

0,616850 

Vi 

0,682784 

V? 

3,13209 

1 

0,10132t 

Kl 

0,860254 

1 

0.319275 

IC 
Iß 

0,818810 

Vi 

0,084745 

Vag 

4,42940 
9.83974 

ÄV 

5,092958 

3 

4,601149 

V7 

1,003033 

64 

20,371833 

Kl 

2tT 

6,264ia 

TC 

0,466202 

«1^2g 

13.91536 

9,549297 

V - 

K 

IC 

180 

4 

1,331335 

>^ 

0,709258 

IC 

5T.295780 
31,006277 

KI 

0,751130 

1,006075 

^^" 

§pe<^ffl^he 

Gewichte* 

ft»9       H 

"           A.  Feste  EÖrper* 

Holzkohle  von  Nadelhok 
,  Eicbenhol» 

0,28—0,44               _J 
0,57                   H 

Achat  ,     , 

S,Ö9 

in  Haufen  von 

^H 

Alabaster 

2,876 

Nadelhok 

0,18 

Alaunschiefer    .     ,     .     ,     , 

2,8-2,4 

Eichenhoh 

0,23 

H      Alaminium  gehämmert  . 

2,67         i 

Kalk  gebrannt    .... 

2,3-3,18 

^H                               geechmoken 

2,56 

Kalkmörtel  trocken      .     . 

1,64 

^H     Anthracit 

1,34-1.46 

frißch    ,     .     . 

1,78 

^M      Antimon 

6,65-6j2 

Kalkstein 

2,46-2,84 

■^      Aaheat       . 

2,1—2,8 

Kanonengut    

8.44 

Aspbalt 

1,07— 1,1<> 

Kautschuk  ..:... 

0,93 

Basalt . 

2,8-3,2 

Kies 

iS              _ 

Bauitdin  im  Mittel    .    .    * 

ä,5 

Knochen 

^1 

Blmstein 

0,91  —  1,65    j 

Kochsalz 

2,1-2,2              ■ 

Blei  (bei  t4"  C,)    .     .     .     . 

ll,87ö 

Kreide,  weisie     .... 

1,8-2,66 

Braunkohle  ....*. 

0,8-1,5 

Kupfer  gegossen.     ,     .     , 

8,59-8,90 

Braanßtein 

4,72-4,92 

Draht  oder  gehämmert    . 

8,78-9,0 

Bronze 

8,3—8,6 

Lehm  trocken     .     .     .     . 

1,52 

Butter      *.,*,., 

0.94 

friHch 

1,67-2,85 

Cement 

2,72-3,05 

Marmor       ..,*,. 

2,52-2,85 

Kok8  in  Stücken  .     .     ,     . 

0,51 

Mnuerwerk,  Bruchstein     . 

2,4—2,46             ^ 

Gaskokt   .,.,.,. 

0,33 

,     Sandstein    ,     .     .     . 

2,05—2,2             ^M 

Diamant ,     . 

3,5 

,     Ziegelstein ,    .    ,     . 

1|47-1,70             ^ 

Eü  (bei  Ü»  a) 

0,92 

,    poröse  od.  Lochziegel 

0,95                       1 

Eisen  {rein) 

7,79 

Mehl 

0,7-O.g               ^ 

GusBeiBcn  weias     .     .    .     . 

7,50 

Messing  gegossen  .    .    , 

8,4-8,71              H 

^            „         grau      .    ,    .    . 
^ft                    halbiert     .    .    . 

7,10 

gewalst   .    .    , 

8,52—8,62            ^M 

7,06 

gezogen  .     ,    , 

8,43—8,73            ^M 

^V                    Stabeiden  .    .    . 

7,6-7,8 

Papier 

0^7-1,16             H 

^H                      im  Draht  .    .    , 

7,6-7,75 

Pech 

t,071                 ^B 

^1      Elfenbein 

1.8-1.92 

Platin     .     .          .    •    .     . 

21,45                ^M 

^H     Erde  nehmige  Erde,    .    . 
^M                fest  gestampft)    .    . 

PorzeHan 

2,88—2,49            ^1 

Quarz          

2,b~-2S             H 

^H                frieeh 

2,06 

Roggen  (geschüttet)      .    , 

0,65—0,78             ^ 

^H                trecke Q  ,     .    .    .     . 

1,93 

Sand  fein,  trocken      •     , 

1,4—1,64              J 

^M     Gartenerde  frisch.     .     .     . 

2,05 

fein,  feucht   .     *     . 

1,9-2,05            ^m 

^P          ^     trocken     .     .     .     »    . 

1,63 

«       grob      .     . 

1,37-1,49            ^M 

^^      Erde,  mager  und  trocken  . 

1,34 

Sandstein    ,    *    . 

1,9—2,7              ^H 

1            Feldsteine 

2r5 

Schiefer .    ,    ,    . 

2,64-2,67            ^M 

^m      Qlaa  Fenster-  .    .    .    .    . 

2,64 

Schnee   .... 

0,125                ^ 

^H                Si^iegel- 

H                KrjBtall- 

2,46 

Silber  gegossen 
„        gehämmert 

10,1-10,47                  1 

2,89 

10,51  —  10,62          ^J 

H                Flint- 

3,33         i 

Stahl  Cement-   . 

7,26-7,8             ^M 

^"      Glockenmetal!  .     *    .    .     . 

8,81         i 

n       gefrischt  . 

7,5-7,81              ■ 

[           Gold  gegossen      .    ,     .     . 

19,26 

,          GUBS-     .       . 

7,83—7.92 

L^          «      gediegen     .... 

18,6-19,1 

Stärkemehl      ,    . 

1,53 

^m     Granit 

2,51—3,05 

Cannel 

1,42 

^H     Gummi  rulkaniaiert  .     .     . 

1,00 

Stückkohle.     .    . 

1,21—1,51 

^H     Guttapercha      ^     .     .     .     . 

0,98         , 

Steinsalz     .... 

2,32-2.8 

^H     Gips  gebrannt      .     .     ,     « 

132 

Thon 

1,8—2,68 

^H          .      gegossen,  trocken 

0.97 

Torf,  trocken  .     . 

0,51                    H 

^H     Holz  in  Stücken  .... 

Wachs    .... 

0,97                   H 

^K                   trocken  Buchen    . 

0,45 

[Wasser  <b€i  4*) . 

1,00] 

^H                                  Eichen 

0,52 

Wismuth     .     ,    , 

9,78 

^H                                   Fichten    . 

0,32 

Ziegelstein  .     ,    . 

1,4-2,2 

^H                                  Tannen    . 

0,80 

-Klinker      .     . 

1,52—2,29 

^1           Hiebt,  M«)UaÜc.    m. 
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Umdrehmiiireii,  Bogen-  lud  Wiukelgetekwindlgkeft,  p  =  1. 


Tabelle  Aber  Bog en-  und  Winkelgesehwfiidlirftelt  (v  nd  w*  beiw.  w  pro  Sek«) 
und  Umdrehmigeii  n  pro  MIovte  flhr  den  Badins  =  1. 

Für  den  Radius  p  =  l  wird  Winkelgeschwindigkeit  ^  Umfftngsgeflchwindigkeit 

w  =  v  =  -^  =  0,10472  n,  n  =  -^T  =  -^w  =9,5493  t,  ans  w:w« =21^:860 

30  IC  IC 

folgt  w«  =  -i?^w  =-i52_v  =  6n    w=-r|r.W=  0,017458 W. 
^  IC  IC  '180 


^.^ 

^^ 

n 

v=w 

w« 

n 

v=w 

w* 

1 

0,1047 

6 

35 

8,6652 

210 

a 

0,2094 

12 

36 

8,7699 

216 

3 

0,8142 

18 

37 

3,8746 

222 

4 

0,4189 

24 

38 

3,9794 

228 

5 

0,5286 

80 

38,197 

4,0 

229»  9'  55* 

6 

0,6288 

86 

39 

4,0841 

284 

7 

0,7380 

42 

40 

4,1888 

240 

8 

0,8878 

48 

41 

4,2985 

246 

9 

0,0425 

54 

42 

4,8982 

252 

»,Ö4» 

1.0 

57M7'45'' 

42,972 

4,5 

2bT  49' 62* 

10 

1,0472 

60 

43 

4.5029 

256 

11 

1,1519 

66 

44 

4,6077 

264 

la 

1,2566 

72 

45 

4,7124 

270 

13 

1,8614 

78 

46 

4,8171 

276 

14 

1,4661 

84 

47 

4,9218 

282 

14.824 

1,5 

85«  56' 87" 

47.747 

5,0 

286»  28' 45" 

15 

1,5708 

90 

48 

5,0265 

288 

16 

1,6755 

96 

49 

5,1813 

294 

17 

1,7802 

102 

50 

5,2860 

800 

18 

1,8850 

108 

51 

5,8407 

806 

19 

1,9897 

114 

52 

5,4454 

312 

19.099 

2,0 

114«  85' 80" 

52,ft21 

5,5 

815»  rsT" 

ao 

2,0944 

120 

53 

5,5501 

818 

ai 

2,1991 

126 

54 

5,6549 

824 

aa 

2,3038 

132 

55 

5,7596 

380 

33 

2,4086 

138 

56 

5,8648 

836 

2S,878 

2^ 

148«  14'  2r 

57 

5,9690 

842 

34 

2,5188 

144 

57.296 

6,0 

848»46'80" 

as 

2,6180 

150 

58 

6.0737 

348 

ae 

2,7227 

156 

59 

6.1785 

854 

37 

2,8274 

162 

60 

6,2832 

360 

38 

2,9322 

168 

61 

6,8879 

866 

28,648 

3,0 

171«53'15'' 

62 

6,4926 

872 

39 

8,0869 

174 

62.070 

6,5 

372*  25'  12" 

30 

8,1416 

180 

63 

6,5978 

878 

31 

8,2468 

186 

64 

6,7021 

884 

33 

8,8510 

192 

65 

6,8068 

390 

33 

3,4558 

198 

66 

6,9115 

896 

38,423 

3,6 

200«  82'  7" 

66,845 

7,0 

40V  4'  12" 

34 

8,5605 

204 

67 

7,0162 

402 

ümdi«kiiiD(«n,  Bogen-  nnd  WlnM|ir««ehwlndtgrkelt,  p  =  1. 
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„^ 

^.^ 

n 

v=w 

w« 

n 

v=w 

w« 

68 

7,1209 

408 

95,493 

10.0 

572'  57'  29" 

n 

7,2257 

414 

06 

10,053 

576 

70 

7,3304 

420 

07 

10,158 

582 

71 

7,4351 

426 

08 

10,263 

088 

71,620 

7,5 

429«  43'  r 

00 

10,367 

594 

72 

432 

100 

10.472 

600 

73 

7,6445 

438 

143.240 

15.0 

859«  26'  14" 

74 

7,7498 

444 

150 

15.708 

900 

75 

7,8540 

450 

190.986 

20.0 

1145»  54'  58" 

76 

7,9587 

456 

000 

20,944 

1200 

76,39i 

8.0 

458«  21'  59" 

238,733 

85.0 

1432»  23'  53" 

77 

8,0684 

462 

850 

26,180 

1500 

78 

8,1681 

468 

286.479 

30.0 

1708»  52'  26" 

76 

8,2729 

474 

300 

31.416 

1800 

80 

8,3776 

480 

334,226 

35.0 

2005»  21'  22" 

81 

8,4828 

486 

350 

36.652 

2100 

81,1M 

M 

487»  0'  51" 

381.972 

40.0 

2301'  49'  55" 

82 

8,5870 

492 

400 

41,888 

2400 

83 

8,6917 

498 

429,719 

45.0 

2578'  18' 50" 

84 

8,7965 

504 

450 

47,124 

2700 

85 

8,90t2 

510 

477,465 

50.0 

2864«  47'  24" 

85,944 

9.0 

515»  39' 44" 

500 

52,360 

3000 

86 

9,0059 

516 

572.958 

00.0 

8487»  44'  58" 

87 

9,1106 

522 

600 

62,682 

3600 

83 

9,2158 

528 

668,451 

70.0 

4010»  42'  22" 

86 

9,3201 

534 

700 

78.304 

4200 

80 

9,4248 

540 

768,9U 

80.0 

4583*  39'  50" 

90,718 

0.5 

644«  18' 36" 

800 

83.776 

4800 

81 

9,5295 

546 

859,487 

00,0 

5156»  37'  19" 

62 

9,6342 

552 

000 

94,248 

5400 

63 

9,7389 

558 

954.930 

100,0 

5729»  84' 48" 

84 

9,8437 

564 

1600 

104,720 

6000» 

65 

9,9484 

570 

698 


TäbeUe  einiger  hKallf  Torfcommeiider  Zattlenvertfla 


Qr5Bse; 

Zahlenwert: 

Grösse: 

Eablenwert : 

Grösse: 

Zahlen  wert: 

8,141 592653589 

1 

0,082252 

V^ 

M1019T 

T 

1,570796 

TS* 

97,409091 

Vi 

1,047198 

1 

1 

0,010266 

0,826811 

0,785898 

806,019685 
0,003268 

kg  TT 

0,4971499 

0,502850—1 

T 

o,e2äai9 

71" 

961,889194 

logu» 
1 

0,994800 

m 

0,523599 

1 

0,001040 

iog^ 

0,005700—1 

ir 

jF\       M     A  £\^^    ±  f% 

71 

1,772454 

log«» 
1 

1,491451 

T 

0,448942 

Vau 

2,506628 

lo«i 

0,508550—2 

* 

9 

0,392^99 

21^ 

3,514908 

log  /ir 

0,248575 

0,849006 

:iy2 

'Vi 
Vi 

4,442884 
1,253314 

0,751425-1 

0,261799 

\   logV^ 

0,165717 

0,196350 
0,098175 

0,564190 
0J97885 

^j/i 

0,884288— t 

Hf 

e 

2,7183818 

8$ 

0,049087 

Vi 

0,977205 

1 

0,807879 

$4 

0,034907 

V" 

s 

5,85287a 

löge 

0,434294 

90 

g 

9,808 

IC 

180 

0,017458 

9,869604 

t 

1,462447 
t»8452T0 

1 

g 

1 

1 

0,101935 
0,050988 

4" 

89,478417 
2,467401 

V} 

1,162447 

96,2861 
0.010891 

tV- 

0,016850 

n 

1 

0,682784 

8,18209 

1 

0,10132t 

Vi 

0,660254 

1 

Vi 

0.819275 

ti 

0,318810 

5,092058 

Vi 

0,984745 
4,601  U9 

Vzg 

it 

4,42940 
9,83974 

1,003033 

ii 

20,371833 

n 

2/b 

6,26418 

0,466202 

u/2g 

13,91536 

wir 

9,549297 

4 

TC 

ISS 

4 

1,331335 

/2i 

0,709258 

57,295780 
31,006277 

Vi 

0,751130 

1,006075 

Bi»eolllsehe  Gewichte, 
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A*   Feste  K(>rper* 

Achat  ,    , 

Alabaster  

Alaunfichiefer    ,     .     .     .     . 
Aluminium  gehämmert  . 
geechraolÄen 
Anthracit 
Antimon  . 

Asbest 

Asphalt 

Basalt .    ..... 

Baustein  im  Mittel    . 
Bimstein  ..... 

Blei  (b«i  14'  C.) 
Braunkohle  ... 
Braunstein    .     .    ,     . 
Bronze      .     .     ,     ,     . 
Butter      . 

Cement  ... 
Koks  in  Stücken  .     . 

Gaskoks 

Diamant 

Eis  (bei  0°  C.)  .    *    - 
Eisen  (rein) 
Gusseiaen   weiss 

grau      .     . 

«         halbiert 

,         Stabeisen  . 

im  Draht  . 

Elfenbein      .... 

Erde  (lehmige  Erde» 

fest  gestampft) 

frisch      ,    ,    , 

trocken  .     .    . 

Oartenerde  frisch ,    . 

„     trocken    ,    .    . 

Erde,  mager  und  trocken 

Feldsteine     .... 

Glas  Fenster-  .    .    . 

Spiegel-  .     .    , 

n      lürystall--     .     . 

.      Flint-,    .     .    . 

Glockenmetall  .     .     . 

Gold  gegossen      ,     . 

gätegen     .    . 

Granit 

Gummi  vulkanisiert  . 
Guttapercha  .  ,  . 
Gips  gebrannt      .    . 

.      gegossen»  trocken 
Hol«  in  Stücken  .    .    . 
trocken  Buchen 
«  .        Eichen 

«  ,       Fichten 

•  «       Tannen 


2.59 

2.876 

2,8-2,4 

2,67 

2,56 

1,34-1,46 

6.65— 6J2 

2,1—2,8 

1,07  —  1,16 

2,8—3,2 

2,5 

0,91  —  1,65 

11,876 

0,8—1.5 

4,72—4,92 

8,3—8,6 

0.94 

2,72^8,05 

0,51 

0,33 

3,5 

0,92 

7,79 

7,50 

7,10 

7,06 

7,6—7,8 

7,6—7,75 

1,8—1.92 


2,06 

133 

2,05 

l.dS 

1,34 
2,5 

2,64 

2,46 

2,89 

3,53 

8,81 

19,26 
18,6—19,1 
2,51—8,05 

1,00 

0,98 

1,82 

0,97 


0,45 
0,52 
0,32 
0,80 


Holzkohle  von  Nadelholz 

,  Eichenholz 

„  in  Haufen  von 

Nadelholz 

Eichenhob 

Kalk  gebrannt    ,    . 

Kalkmörtel  trocken 

«  frisch    , 

Kalkstein    ,     .    .    , 

Kanonengut    .     . 

Kautschuk  ,     ,     . 

Kies 

Knochen      .... 
Kochsalz      ...     I 
Kreide,  weisse      .     . 
Kupfer  gegofisen.     . 
Draht  oder  gehämmert 
Lehm  trocken 
frisch  . 
Marmor       .     , 
Mauerwerk,  Bruchstein 
^     Sandstein 
,     Ziegelstein 
,    poröse  od.  LiOchAiegel 
Mehl.    .... 
Messing  gegossen 
gewalat 
gezogen 
Papier    . 
Pech  .     , 
Platin     , 
Porzellan 
Quarz     . 

Roggen  (geschüttet) 
Sand  fein,  trocken 
fem,  feucht 
grob  .  . 
Sandstein  .  .  * 
Schiefer ,  •  .  • 
Schnee  ,  ,  .  * 
Silber  gegossen 

,,        gehämmert 
Stahl  Cement- 
«       gefrischt 


Stärkemehl      . 

*  Cannel 
Stückkohle .  . 
Steinsalz  .  . 
Tbon.  .  .  . 
Torf,  trocken  . 
Wachs  .  .  . 
[Wasser  (bei  4*) 
Wismuth  .  . 
Ziegelstein  .    . 

-Klinker 


0,28—0,44 
0.57 

0,16 

0,23 

2,3™3,1S 

1,64 
1J8 
2,46-2.84 
8,44 
0,93 

1.» 

1,66 

2,l''2.2 

1,8-2,66 

8,59-8,90 

8,78-9,0 

1,52 
1.67-2,85 
2,52-2,85 
2,4—2,46 
2,05—2,2 
1,47—1,70 

0,95 

0,7—0,8 

8,4—8,71 

8,52—8,62 

8,43—8,73 

0,7—1,16 

1,071 

21,45 

2.38—2,49 

2,5—2,8 
0,65—0,78 
1,4—1,64 
1»9— 2,05 
1,87—1,49 
1,9—2,7 
2,64—2,67 

0,125 

10,1—10,47 

10,51—10,62  ' 

7,26— T,8 

7,5-7,81 

7,83—7,92 

1,58 

1,42 

1,21—1.51 

2,22—2,3 

1,6—2,63 

0.51 

0,97 

IrOO] 

9,78 

1,4-2,2 

1.52—2,29 


Hcoht.  Mechfinlk.    Hl 
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Sptdiieke  Oewiehte. 


Zink  gegossen  .    .    • 
£^walzt    .    .    • 

Zinn 

Znoker 

B.  FlBwigkelteii. 

Äther 

Alkohol 

EaumOl 

Benzin 

BergamottenOl  .    .    • 

Bier 

Eisweiss 

Glycerin 

Kreosot 

Leinöl 

Leberthran   .    .    .    • 

Milch 

MohnGl 

Olivenöl 

Quecksilber  .    •    •    • 
Rüböl 


6,8—7,05 
7,125 
7,29 
1,61 


0,787 
0,798 
0,917 
0,850 
0,85 
1,028—1,084 
1,041 
1,270 
1,037 
0,985 
0,945 
1,025 
0,924 
0,918 
13,596 
9,914 


Salpetenftnre 

Salniare 

Schwefelsiore 

Seewaaser 

Theer 

Terpentinöl 

Wasser  ....... 

Wein 

€•  Gaaündge  Wrpw. 

Ammoniak 

Chlor 

Eohlenozyd 

Kohlensänre 

EohlenwasserstoflP    .    •    . 

Ghmbengas 

SauerstoflP 

Stickstoff 

Steinkohlengas    .    .    .    . 
Wasserdampf  bei  100*     . 

Wasserstoff 

Luft  bei  0° 

Luft  (wenn  Wasser  =  1) 


1,58 

1,842 
1,08 
1,195 
0^78 
1,000 
0,992^1,001 


0,596 
2,470 
0,967 
1,596 
0,978 
0,559 
1,106 
0,972 
0,48—0,51 
0,47 

0.0692 
1,000 

0,0013 


-<•♦- 


